
Èíâàðèàíòû ìíîãîóãîëüíèêîâÏðîåêò ïðåäëîæåí Ì. Ïðàñîëîâûì, Ì. Ñêîïåíêîâûì è Á. ÔðåíêèíûìÀÍÎÍÑI. �ÀÇ�ÅÇÀÍÈß Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊÀ.Îïðåäåëåíèå. Äâà ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè íàçûâàþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòèðîâàííûìè, åñëèó îäíîãî èç íèõ óãëû α, β, γ ðàñïîëîæåíû â óêàçàííîì ïîðÿäêå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à ó äðóãîãî � ïðîòèâ ÷àñîâîéñòðåëêè (ðèñóíîê 1, óãëû α, β, γ ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûìè).
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ββ αα�èñóíîê 1.Çàäà÷à A. Òîðò èìååò �îðìó òðåóãîëüíèêà. Êîðîáêà äëÿ òîðòà èìååò �îðìó òðåóãîëüíèêà, ðàâíîãî äàííîìó, íîïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòèðîâàííîãî. Âñåãäà ëè òîðò ðàçðåçàåòñÿ íà äâå ÷àñòè, êîòîðûå ìîæíî, íå ïåðåâîðà÷èâàÿ,óëîæèòü â äàííóþ êîðîáêó?Çàäà÷à B. Âñÿêèé ëè òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà ïîäîáíûå åìó, íî îðèåíòèðîâàííûå ïðîòèâîïîëîæíî òðå-óãîëüíèêè?Îáîçíà÷èì óãëû òðåóãîëüíèêîâ â ýòèõ çàäà÷àõ ÷åðåç α, β è γ. Ýòè çàäà÷è èíòåðåñíû ïðåæäå âñåãî êîíêðåòíûìèïðèìåðàìè ðàçðåçàíèé. Íàïðèìåð, ïðè α = 90◦, α = 2β èëè α = 3β òîðò â Çàäà÷å A ìîæíî ðàçðåçàòü. (�àçðåæüòå!).Íàçîâåì ÷èñëà α, β è γ ñîèçìåðèìûìè, åñëè kα + lβ + mγ = 0 ïðè íåêîòîðûõ öåëûõ k, l è m, íå âñå èç êîòîðûõðàâíû 0. Îñíîâíàÿ öåëü ïåðâîé ÷àñòè ïðîåêòà � äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:Óòâåðæäåíèå I. Åñëè α, β è γ íåñîèçìåðèìû, òî òîðò â Çàäà÷å A è òðåóãîëüíèê â Çàäà÷å B íåëüçÿ ðàçðåçàòü.II. �ÀÇ�ÅÇÀÍÈß Ï�ßÌÎÓ�ÎËÜÍÈÊÀ.Çàäà÷à C. (3-ÿ Ï�ÎÁËÅÌÀ �ÈËÜÁÅ�ÒÀ) Äîêàæèòå, ÷òî ïðàâèëüíûé òåòðàýäð íåëüçÿ ðàçðåçàòü íà êîíå÷-íîå ÷èñëî ìíîãîãðàííèêîâ, èç êîòîðûõ ñêëàäûâàåòñÿ êóá.Çàäà÷à D.Êîìíàòà èìååò �îðìó ïðÿìîóãîëüíèêà ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí x. Ïîë â êîìíàòå âûëîæåí ïðÿìîóãîëüíûìèïëèòêàìè ñ òàêèì æå îòíîøåíèåì ñòîðîí, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíà ïëèòêà îðèåíòèðîâàíà ïîïåðåê êîìíàòû, à íå âäîëüíåå (ðèñóíîê 2). Äîêàæèòå, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè.
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�èñóíîê 2.Óäèâèòåëüíî, ÷òî ðåøèòü 3-þ ïðîáëåìó �èëüáåðòà ìîæíî, èçó÷àÿ òîëüêî ðàçðåçàíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, à íå ìíîãî-ãðàííèêîâ! Â çàäà÷àõ ïîñëå ïðîìåæóòî÷íîãî �èíèøà áóäåò ïðåäëîæåí íîâûé âàðèàíò ýëåìåíòàðíîãî ðåøåíèÿ 3-éïðîáëåìû �èëüáåðòà, îñíîâàííûé íà ýòîé èäåå.×òî êàñàåòñÿ Çàäà÷è D, òî, îêàçûâàåòñÿ, åå ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ... �èçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè! À èìåííî,êàæäîìó ðàçðåçàíèþ ïðÿìîóãîëüíèêà ìû ñîïîñòàâëÿåì ýëåêòðè÷åñêóþ ñõåìó, ñîñòàâëåííóþ èç ñîïðîòèâëåíèé.Âñå ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è îáúåäèíÿåò îáùèé ïîäõîä ê èõ ðåøåíèþ, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè èíâàðèàíòîâìíîãîóãîëüíèêîâ. 1



I. �ÀÇ�ÅÇÀÍÈß Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊÀ.Êîíñòðóêöèè.1. �àçðåæüòå íóæíûì îáðàçîì íà 2 ÷àñòè òîðòû óêàçàííîé �îðìû (ðèñóíîê 3):(a) α = 90◦; (b) α = 3β; () α = 2β < 90◦; (d) α = 2β > 90◦; (e)* α = 30◦, β = 20◦, γ = 130◦;(f)* α = n+1
n
β, n � öåëîå. (g) �àçðåæüòå ïðîèçâîëüíûé òîðò íóæíûì îáðàçîì íà 3 ÷àñòè.
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β βd e f�èñóíîê 3.2. �àçðåæüòå òðåóãîëüíèê ñ óãëàìè α, β, γ íà n ïîäîáíûõ åìó:(a) α = 90◦, n = 2; (b) α = 30◦, β = 30◦, γ = 120◦, n = 5; () α, β, γ ïðîèçâîëüíû, n ≥ 4, n 6= 5.3. Ïóñòü α, β, γ ðàçëè÷íû è îòëè÷íû îò 90◦. Òîãäà òðåóãîëüíèê â çàäà÷å B íåëüçÿ ðàçðåçàòü íà:(a) 2 ÷àñòè; (b) 3 ÷àñòè; (ñ) 4 ÷àñòè.Èíâàðèàíòû.Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíûé ìíîãîóãîëüíèê. Íà êàæäîé åãî ñòîðîíå îòìåòèì ñòðåëêîé òàêîå íàïðàâëåíèå, ÷òî,èäÿ ïî ýòîé ñòîðîíå â óêàçàííîì íàïðàâëåíèè, ìû áóäåì âáëèçè ýòîé ñòîðîíû ñëåâà âèäåòü òî÷êè, ïðèíàäëåæà-ùèå ðàññìàòðèâàåìîìó ìíîãîóãîëüíèêó, à ñïðàâà � òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùèå åìó (ðèñóíîê 4). Âûáåðåì, äàëåå,íåêîòîðóþ íàïðàâëåííóþ ïðÿìóþ l, òî åñòü ïðÿìóþ, íà êîòîðîé ñòðåëêîé îòìå÷åíî íåêîòîðîå íàïðàâëåíèå.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Jl(M) àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó äëèí âñåõ ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà M , ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé l,ïðè÷åì òå ñòîðîíû, êîòîðûå îäèíàêîâî íàïðàâëåíû ñ ïðÿìîé l (ñòîðîíû AB, DE è FG íà ðèñóíêå 5), âîçüìåìñî çíàêîì +, à òå ñòîðîíû, êîòîðûå èìåþò ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå (ñòîðîíà KL íà ðèñóíêå 5), âîçüìåì ñîçíàêîì −. Åñëè æå ñòîðîí, ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé l, ó ìíîãîóãîëüíèêà M íå îêàçàëîñü, òî ÷èñëî Jl(M) ñ÷èòàåòñÿðàâíûì íóëþ. ×èñëî Jl(M) áóäåì íàçûâàòü àääèòèâíûì èíâàðèàíòîì.

�èñóíîê 4. �èñóíîê 5.4. (a) Îïèøèòå âñå âûïóêëûå ìíîãîóãîëüíèêè M , òàêèå ÷òî Jl(M) = 0 äëÿ ëþáîé íàïðàâëåííîé ïðÿìîé l.(b) Ìíîãîóãîëüíèê M ðàçðåçàí íà íåñêîëüêî ìíîãîóãîëüíèêîâ M1, . . . ,Mk. Òîãäà Jl(M) = Jl(M1) + · · · + Jl(Mk).() Ìíîãîóãîëüíèê M ðàçðåçàëè íà íåñêîëüêî ìíîãîóãîëüíèêîâ è ñëîæèëè èç íèõ íîâûé ìíîãîóãîëüíèê M ′, èñ-ïîëüçóÿ òîëüêî ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû ÷àñòåé. Òîãäà Jl(M) = Jl(M
′).(d) Âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê M ðàçðåçàëè íà íåñêîëüêî ìíîãîóãîëüíèêîâ è ñëîæèëè èç íèõ êâàäðàò, èñïîëüçóÿòîëüêî ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû ÷àñòåé. Òîãäà M öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷åí.Ïóñòü φ � íåêîòîðûé óãîë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Jl,φ(M) ñóììó âåëè÷èí Jl′(M) ïî âñåì ðàçëè÷íûì ïðÿìûì l′, êîòî-ðûå ïîëó÷àþòñÿ èç íàïðàâëåííîé ïðÿìîé l ïîâîðîòîì íà óãëû, êðàòíûå óãëó φ (êðàòíîñòü ïîíèìàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþäî 2π). Âûðàæåíèå Jl,φ(M) èìååò ñìûñë, ïîñêîëüêó â ýòîé ñóììå ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ îòëè÷íî îò íóëÿ.2



5.(a) Ìíîãîóãîëüíèê M ðàçðåçàëè íà íåñêîëüêî ìíîãîóãîëüíèêîâ è ñëîæèëè èç íèõ ìíîãîóãîëüíèê M ′, ïîâåðíóâêàæäóþ ÷àñòü íà íåêîòîðûé óãîë, êðàòíûé óãëó φ. Òîãäà Jl,φ(M) = Jl,φ(M ′).(b) Äëÿ çàäàííûõ l è φ îïèøèòå âñå òðåóãîëüíèêè M , òàêèå ÷òî Jl,φ(M) = 0.() Ïóñòü óãîë φ íå ñîèçìåðèì ñ π. Ïóñòü M è M ′ � äâà íåðàâíîáåäðåííûõ ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà, òàêèõ ÷òî äëÿëþáîé íàïðàâëåííîé ïðÿìîé l âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Jl,φ(M) = Jl,φ(M ′). Òîãäà ñòîðîíû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ìîæíîçàíóìåðîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óãëû ìåæäó ñòîðîíàìè ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè áûëè êðàòíû φ.(d) Ïóñòü òîðò â Çàäà÷å A ðàçðåçàëè íà äâå ÷àñòè, êîòîðûå óëîæèëè â êîðîáêó, ïîâåðíóâ îäíó èç íèõ íà óãîë φ,à âòîðóþ � íà óãîë ψ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óãîë φ − ψ íåñîèçìåðèì ñ π. Äîêàæèòå, ÷òî óãëû 2(α − β), 2(β − γ) è
2(γ − α) êðàòíû óãëó φ− ψ.(e)* Äîêàæèòå Óòâåðæäåíèå I äëÿ Çàäà÷è A.Ïóñòü êàæäîé íàïðàâëåííîé ïðÿìîé XY íà ïëîñêîñòè ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî f(XY ), ïðè÷åì ýòî÷èñëî ìåíÿåò çíàê ïðè ñìåíå íàïðàâëåíèÿ ïðÿìîé: f(XY ) = −f(Y X). Ïóñòü M = X1X2 . . . Xn � ïðîèçâîëüíûéìíîãîóãîëüíèê, âåðøèíû êîòîðîãî çàíóìåðîâàíû ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Îáîçíà÷èì

Jf (M) = f(X1X2)|X1X2| + f(X2X3)|X2X3| + · · · + f(XnX1)|XnX1|,ãäå |X1X2|, |X2X3|, . . . , |XnX1| � äëèíû ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà, à X1X2,X2X3, . . . ,XnX1 � ñîîòâåòñòâóþùèå íà-ïðàâëåííûå ïðÿìûå.6. (a)ÌíîãîóãîëüíèêM ðàçðåçàí íà íåñêîëüêî ìíîãîóãîëüíèêîâM1, . . . ,Mn. Òîãäà Jf (M) = Jf (M1)+· · ·+Jf (Mn).(b) Ïóñòü òðåóãîëüíèê ABC ðàçðåçàí íà òðåóãîëüíèêè AiBiCi, ïîäîáíûå åìó è îðèåíòèðîâàííûå ïðîòèâîïîëîæíî.Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî i óãîë ìåæäó íàïðàâëåííûìè ïðÿìûìè AiBi è AB ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå kα+lβ+mγ,ãäå ÷èñëà k, l,m � öåëûå.() Ïóñòü óãëû òðåóãîëüíèêà ABC íåñîèçìåðèìû. Ïîñòðîéòå òàêóþ �óíêöèþ f(XY ), ÷òîáû Jf (ABC) 6= 0, íî
Jf (AiBiCi) = 0 äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà AiBiCi, ïîäîáíîãî ABC, íî îðèåíòèðîâàííîãî ïðîòèâîïîëîæíî.(d) Äîêàæèòå Óòâåðæäåíèå I äëÿ Çàäà÷è B.(e)* Ñóùåñòâóåò ëè íåïðÿìîóãîëüíûé, íåðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, êîòîðûé ìîæíî ðàçðåçàòü íà ïîäîáíûå åìó,íî îðèåíòèðîâàííûå ïðîòèâîïîëîæíî òðåóãîëüíèêè?7. Ìîæíî ëè êðóã ðàçðåçàòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñòåé ïî îòðåçêàì ïðÿìûõ è äóãàì îêðóæíîñòåé è ñîñòàâèòü èçíèõ êâàäðàò?
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II. �ÀÇ�ÅÇÀÍÈß Ï�ßÌÎÓ�ÎËÜÍÈÊÀ.Êîíñòðóêöèè.8. �àçðåæüòå êóá íà 6 ðàâíûõ òåòðàýäðîâ.9. Âûëîæèòå ïëèòêàìè êîìíàòû ñ óêàçàííûì îòíîøåíèåì ñòîðîí, êàê ýòî òðåáóåòñÿ â Çàäà÷å D:(a) x =
√

2; (b) x =
√

p/q, p è q � öåëûå; () x = 4
√

2; (d)* x =
√
r, ãäå r � ïåðèîäè÷åñêàÿ öåïíàÿ äðîáü;(e)* x =

√
s, ãäå s � êîðåíü êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè áåç ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé;(Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü çàìîùåíèå äëÿ êàêîãî-íèáóäü îäíîãî çíà÷åíèÿ s, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ.)(f) âûëîæèòå ïðîèçâîëüíóþ êîìíàòó n ïëèòêàìè, îðèåíòèðîâàííûìè âäîëü êîìíàòû, ïðè n ≥ 4, n 6= 5.3-ÿ ïðîáëåìà �èëüáåðòà: ñâåäåíèå ê ïëàíèìåòðè÷åñêîé çàäà÷å.Ïóñòü M � ìíîãîãðàííèê. Ïóñòü l1, l2, . . . , ln � äëèíû åãî ðåáåð, α1, α2, . . . , αn � äâóãðàííûå óãëû ïðè ñîîòâåò-ñòâóþùèõ ðåáðàõ. Ñîïîñòàâèì ìíîãîãðàííèêó M íàáîð ïðÿìîóãîëüíèêîâ li × αi íà ïëîñêîñòè, ó êîòîðûõ ñòîðîíû

li ãîðèçîíòàëüíû, à ñòîðîíû αi âåðòèêàëüíû (ðèñóíîê 6).Íàçîâåì äâà òàêèõ íàáîðà ïðÿìîóãîëüíî ðàâíîñîñòàâëåííûìè (�-ðàâíîñîñòàâëåííûìè), åñëè ïðÿìîóãîëüíè-êè îäíîãî íàáîðà ìîæíî ðàçðåçàòü íà íåñêîëüêî ìåíüøèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, èç êîòîðûõ ìîæíî ñëîæèòü âòîðîéíàáîð, èñïîëüçóÿ òîëüêî ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû ÷àñòåé (ðèñóíîê 7). Íàçîâåì äâà ìíîãîãðàííèêà ðàâíîñîñòàâëåí-íûìè, åñëè îäèí èç íèõ ðàçðåçàåòñÿ íà íåñêîëüêî ìåíüøèõ ìíîãîãðàííèêîâ, èç êîòîðûõ ìîæíî ñëîæèòü âòîðîéìíîãîãðàííèê, êàê óãîäíî ïîâîðà÷èâàÿ ÷àñòè.
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1�èñóíîê 6. �èñóíîê 7.Ëåììà I. Åñëè äâà ìíîãîãðàííèêà ðàâíîñîñòàâëåíû, òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì íàáîðû ïðÿìîóãîëüíèêîâ áóäóò �-ðàâíîñîñòàâëåíû ïîñëå äîáàâëåíèÿ ê íèì ïîäõîäÿùèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ âèäà l × π.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ñîäåðæèòñÿ â çàäà÷å 10.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê M ðàçðåçàí íà ìíîãîãðàííèêè M1,M2, . . . ,Mk.10. (a) Ïóñòü e � ðåáðî ìíîãîãðàííèêàM , l � åãî äëèíà, à α � äâóãðàííûé óãîë ïðè ýòîì ðåáðå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
l1, l2, . . . ln äëèíû âñåõ ðåáåð ìíîãîãðàííèêîâMi, ëåæàùèõ íà ðåáðå e, à ÷åðåç α1, α2, . . . , αn � äâóãðàííûå óãëû ïðèñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðàõ. Òîãäà ïðÿìîóãîëüíèê l × α ìîæíî ðàçðåçàòü íà n ïðÿìîóãîëüíèêîâ l1 × α1, . . . , ln × αn.(b) Ïóñòü ℓ � ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå, íå ñîäåðæàùàÿ ðåáåð ìíîãîãðàííèêàM . Ïóñòü l1, l2, . . . ln � äëèíû âñåõ ðåáåðìíîãîãðàííèêîâMi, ëåæàùèõ íà ïðÿìîé ℓ, à α1, α2, . . . , αn � äâóãðàííûå óãëû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðàõ. Òîãäàíàáîð n ïðÿìîóãîëüíèêîâ l1 × α1, . . . , ln × αn �-ðàâíîñîñòàâëåí íåêîòîðîìó ïðÿìîóãîëüíèêó âèäà l × π.() Äîêàæèòå Ëåììó I.(d) Äîêàæèòå, ÷òî äâóãðàííûé óãîë θ ïðè ðåáðå ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà íåñîèçìåðèì ñ π.3-ÿ ïðîáëåìà �èëüáåðòà: ðåøåíèå ïëàíèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è.Ëåììà II. Åñëè θ è π íåñîèçìåðèìû, òî ïðè ëþáûõ a è b ïðÿìîóãîëüíèêè a × θ è b × π íå �-ðàâíîñîñòàâëåíû.Áîëåå òîãî, îíè îñòàþòñÿ íå �-ðàâíîñîñòàâëåííûìè ïîñëå äîáàâëåíèÿ ê íèì ëþáûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ âèäà l × π.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ñîäåðæèòñÿ â çàäà÷å 11.Ïóñòü äàí íåêîòîðûé íàáîð ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ìîæíî ïîëó÷èòü íîâûé íàáîð, ðàçðåçàâ îäèí èç äàííûõ ïðÿìî-óãîëüíèêîâ íà äâà íîâûõ. Òàêóþ îïåðàöèþ íàçîâåì ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì íàáîðà.11. (a) Åñëè äâà íàáîðà ïðÿìîóãîëüíèêîâ �-ðàâíîñîñòàâëåíû, òî îäèí èç íèõ ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîãî ïîñëå-äîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è îáðàòíûõ ê íèì.Ïóñòü θ è π íåñîèçìåðèìû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç ïðÿìîóãîëüíèêà a× θ ïîëó÷èëè ïðÿìîóãîëüíèê b×π ïîñëåäî-âàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è îáðàòíûõ ê íèì. Ïóñòü θ, π, y1, y2, y3, . . . , yN � äëèíû âåðòèêàëüíûõñòîðîí âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, êîòîðûå âîçíèêàëè â äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Îáî-çíà÷èì Y = {θ, π, y1, . . . , yN}.(b)Ìîæíî âûáðàòü òàêèå ÷èñëà y′1, y′2, . . . , y′n ⊂ Y , ÷òîáû ëþáîå ÷èñëî y ∈ Y åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿëîñüâ âèäå y = pθ + qπ + p1y

′

1 + p2y
′

2 + · · · + pny
′

n, ãäå ÷èñëà p, q, p1, p2, . . . , pn � ðàöèîíàëüíûå.Çà�èêñèðóåì íàáîð òàêèõ ÷èñåë y′1, . . . , y′n. Äëÿ ÷èñëà y ∈ Y îáîçíà÷èì f(y) = p, ãäå p � êîý��èöèåíò ïðè θ âïðåäñòàâëåíèè y = pθ + qπ + p1y
′

1 + · · · + pny
′

n. Åñëè M � íàáîð ïðÿìîóãîëüíèêîâ x1 × y1, x2 × y2, . . . , xn × yn, ãäåâñå yi ∈ Y , òî ïîëîæèì
J(M) = x1f(y1) + x2f(y2) + · · · + xnf(yn).() Âåëè÷èíà J(M) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ýëåìåíòàðíîì ïðåîáðàçîâàíèè íàáîðà M .(d) Äîêàæèòå Ëåììó II.(e) Äîêàæèòå òåîðåìó Äåíà: ïðàâèëüíûé òåòðàýäð è êóá íå ðàâíîñîñòàâëåíû.12. (a) Äîêàæèòå äðóãóþ òåîðåìó Äåíà: åñëè ïðÿìîóãîëüíèê a× b ðàçðåçàí íà êâàäðàòû, òî a

b
ðàöèîíàëüíî.(b) Äîêàæèòå, ÷òî ïðàâèëüíûé òåòðàýäð íåëüçÿ ðàçðåçàòü íà íåñêîëüêî (áîëüøå 1) ïðàâèëüíûõ òåòðàýäðîâ.4



�àçðåçàíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà è ýëåêòðè÷åñêèå ñõåìû.�àçðåçàíèþ ïðÿìîóãîëüíèêà íà ïðÿìîóãîëüíèêè ìîæíî ñîïîñòàâèòü ýëåêòðè÷åñêóþ ñõåìó, êàê ïîêàçàíî íà ðè-ñóíêå 8. Êàæäîìó ïðÿìîóãîëüíèêó ñîîòâåòñòâóåò ðåçèñòîð, à êàæäîé âåðòèêàëüíîé ëèíèè ðàçðåçà (à òàêæå âåðòè-êàëüíûì ñòîðîíàì èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà) � óçåë, â êîòîðîì ñîåäèíÿþòñÿ íåñêîëüêî ðåçèñòîðîâ. Ñîïðîòèâëåíèåêàæäîãî ðåçèñòîðà ðàâíî îòíîøåíèþ ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðîíû ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðÿìîóãîëüíèêà ê âåðòèêàëüíîé.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáùåå ñîïðîòèâëåíèå äàííîé ñõåìû ðàâíî îòíîøåíèþ ñòîðîí ðàçðåçàåìîãî ïðÿìîóãîëüíèêà.
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••••• •�èñóíîê 8. �èñóíîê 9.Ïîêàæåì, êàê èñêàòü îáùåå ñîïðîòèâëåíèå ýëåêòðè÷åñêîé ñõåìû.�àññìîòðèì ýëåêòðè÷åñêóþ ñõåìó èç ðåçèñòîðîâ. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî ðåçèñòîðà çàäàíî åãî ñîïðîòèâëåíèå Rk.Çà�èêñèðóåì íà÷àëî è êîíåö ñõåìû, à òàêæå ÷èñëî U > 0 (íàïðÿæåíèå ñõåìû). Êàæäîìó óçëó ñîïîñòàâèì äåé-ñòâèòåëüíîå ÷èñëî Ui, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü íàïðÿæåíèåì â äàííîì óçëå, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â íà÷àëüíîìóçëå íàïðÿæåíèå ïîëîæèì ðàâíûì íóëþ, à â êîíå÷íîì � ðàâíûì U . Â îñòàëüíûõ óçëàõ âûáåðåì íàïðÿæåíèÿ òàê,÷òîáû óììà âåëè÷èí (∆Uk)2

Rk

ïî âñåì ðåçèñòîðàì áûëà ìèíèìàëüíà, ãäå ∆Uk � ðàçíîñòü íàïðÿæåíèé íà êîíöàõ
k-îãî ðåçèñòîðà. Îáîçíà÷èì ýòó ñóììó ÷åðåç P , îíà íàçûâàåòñÿ îáùèì âûäåëåíèåì òåïëà ñõåìû.Îáùèì ñîïðîòèâëåíèåì ñõåìû íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà R = U2

P
.Áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé ñ ìèíèìàëüíûì âûäåëåíèåì òåïëà ñóùåñòâóåò.Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì ñõåìó èç äâóõ ðåçèñòîðîâ R1 è R2, ñîåäèí¼ííûõ ïàðàëëåëüíî. Ïî îïðåäåëåíèþ P = U2

R1
+ U2

R2è îáùåå ñîïðîòèâëåíèå ðàâíî R = U2

P
= R1·R2

R1+R2
.Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì ñõåìó èç äâóõ ðåçèñòîðîâ R1 è R2, ñîåäèí¼ííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî. Ïóñòü U1 � íàïðÿæåíèåâ èõ îáùåì óçëå. Âåëè÷èíà U2

1

R1
+ (U−U1)

2

R2
äîëæíà áûòü ìèíèìàëüíîé. Ýòî êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí îòíîñèòåëüíî U1.Íàõîäÿ U1 = U

R2(
1

R1
+ 1

R2
)
, ïîëó÷èì R = R1 +R2.Ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ýëåêòðè÷åñêîé ñõåìû íàçûâàåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ îïåðàöèé:1) çàìåíà îäíîãî ðåçèñòîðà ñ ñîïðîòèâëåíèåì R1·R2

R1+R2
íà äâà ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûõ ðåçèñòîðà R1 è R2;2) çàìåíà îäíîãî ðåçèñòîðà ñ ñîïðîòèâëåíèåì R1 +R2 íà äâà ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ ðåçèñòîðà R1 è R2;3) îáúåäèíåíèå äâóõ óçëîâ ñ îäèíàêîâûì íàïðÿæåíèåì.13. Íàéäèòå îáùåå ñîïðîòèâëåíèå è ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçáèåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà äëÿ ñõåì(a) íà ðèñóíêå 8 ïðè R1 = R2 = R3 = R4 = R5; (b) íà ðèñóíêå 9.14. (a) Ïóñòü êâàäðàò ðàçðåçàí íà êâàäðàòû è ïðÿìîóãîëüíèêè, îòíîøåíèå ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðîíû ê âåðòèêàëüíîéó êîòîðûõ ðàâíî R. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ñõåìà ñîñòîèò èç ðåçèñòîðîâ ñîïðîòèâëåíèåì 1 è R èèìååò îáùåå ñîïðîòèâëåíèå 1.(b)* Ýëåêòðè÷åñêàÿ ñõåìà ñîñòîèò èç ðåçèñòîðîâ ñîïðîòèâëåíèåì 1 è R. Äîêàæèòå, ÷òî ñîïðîòèâëåíèå âñåé ñõåìûâûðàæàåòñÿ â âèäå P (R)

Q(R) , ãäå P (x) è Q(x) � ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè.() Ïóñòü íàïðÿæåíèÿ â äâóõ óçëàõ, ñîåäèíåííûõ ñ íåêîòîðûì ðåçèñòîðîì, ðàçëè÷íû. Äîêàæèòå, ÷òî îáùåå ñîïðî-òèâëåíèå ñõåìû ðàñòåò ñ ðîñòîì R.(d) �åøèòå Çàäà÷ó D.Çàìå÷àíèå.Ñèëîé òîêà íà ðåçèñòîðå íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà Ik = ∆Uk

Rk

, ãäå ∆Uk � ðàçíîñòü íàïðÿæåíèé ìåæäó óçëàìè, ñîåäè-í¼ííûìè ñ ðåçèñòîðîì. Ïîêàæåì, ÷òî ñóììà ñèë òîêà íà ðåçèñòîðàõ, âûõîäÿùèõ èç íåêîíöåâîãî óçëà, ðàâíà íóëþ.Çà�èêñèðóåì íåêîòîðûé íåêîíöåâîé óçåë. Ïåðåíóìåðóåì óçëû òàê, ÷òîáû ýòîò óçåë áûë ïåðâûì, à ñîïðîòèâëåíèÿðåçèñòîðîâ, âûõîäÿùèõ èç ýòîãî óçëà, áûëè R1, R2, . . . , Rn. Ïîñìîòðèì, êàê çàâèñèò îáùåå âûäåëåíèå òåïëà ñõåìûîò U1. Îáùåå âûäåëåíèå òåïëà ðàâíî n
∑

i=1

(Ui−U1)
2

Ri
+C, ãäå C � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò U1. Ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿâ âåðøèíå ïàðàáîëû, òî åñòü ïðè U1 =

nP
i=1

Ui

Ri

nP
i=1

1
Ri

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïðè n
∑

i=1

Ui−U1

Ri
= 0.Èç íàøèõ îïðåäåëåíèé ñëåäóþò çàêîíû Êèðõãî�à:1) ñóììà ñèë òîêîâ íà ðåçèñòîðàõ, âûõîäÿùèõ èç îäíîãî óçëà, ðàâíà íóëþ;2) I1R1 + I2R2 + · · · + InRn = U äëÿ ëþáîãî ïóòè 1, 2, . . . , n îò íà÷àëà ê êîíöó, ãäå U � îáùåå íàïðÿæåíèå, íåçàâèñÿùåå îò ïóòè.Îáðàòíî, èç çàêîíîâ Êèðõãî�à ñëåäóåò, ÷òî òîêè ðàñïðåäåëÿþòñÿ òàê, ÷òîáû îáùåå âûäåëåíèå òåïëà áûëî ìè-íèìàëüíûì.
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�ÅØÅÍÈß: ×ÀÑÒÜ I.1a. �àçðåæåì òðåóãîëüíèê ïî ìåäèàíå, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà (�èñóíîê 10a).1b. �àçðåæåì òðåóãîëüíèê ïî ïðÿìîé, êîòîðàÿ äåëèò óãîë α â îòíîøåíèè 2 : 1 (�èñóíîê 10b).1. �àçðåæåì òðåóãîëüíèê ïî ïðÿìîé, êîòîðàÿ îòñåêàåò îò óãëà γ óãîë, ðàâíûé β (�èñóíîê 10).1d. �àçðåæåì òðåóãîëüíèê ïî ïðÿìîé, êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà ñòîðîíå, ïðîòèâîïîëîæíîé óãëó γ, îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñûýòîãî óãëà (�èñóíîê 10d).1e. Ïåðâûé ñïîñîá. Âîçüìåì 4-çâåííóþ ëîìàííóþ ABCDE ñ ðàâíûìè çâåíüÿìè è ðàâíûìè óãëàìè 130◦ ìåæäó çâåíüÿìè.Ïðîäîëæèì çâåíüÿ AB, BC è DE. Ïóñòü BFG � òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé äàííûìè ïðÿìûìè. Òîãäà óãëû òðåóãîëüíèêà
BFG ðàâíû 30◦, 20◦ è 130◦. Òåì ñàìûì ïîñòðîåíî èñêîìîå ðàçðåçàíèå òðåóãîëüíèêà: òðåóãîëüíèê BFG íóæíî ðàçðåçàòü ïîëîìàííîé BCD.Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü δ = 10◦. Âîçüìåì 5-çâåííóþ ëîìàíóþ ABCDEF ñ ðàâíûìè çâåíüÿìè è ðàâíûìè óãëàìè 180◦−δ ìåæäóçâåíüÿìè. Ñîåäèíèâ åå êîíöû A è F , ïîëó÷èì ñèììåòðè÷íûé øåñòèóãîëüíèê ñ óãëàìè A = F = 2δ. Ïîñòðîèì òðåóãîëüíèê
AFG ñ óãëàìè GAF = 2δ è GFA = 3δ òàê, ÷òîáû çâåíî AB ëåæàëî íà AG. Øåñòèóãîëüíèê BCDEFG � òîæå ñèììåòðè÷íûé,ïîñêîëüêó óãëû B è F ðàâíû δ. Òåì ñàìûì èñêîìîå ðàçðåçàíèå ïîñòðîåíî, ïîñêîëüêó óãëû òðåóãîëüíèêà AFG ðàâíû 30◦,
20◦ è 130◦ ñîîòâåòñòâåííî: òðåóãîëüíèê AFG íóæíî ðàçðåçàòü ïî ëîìàíîé ABCDEF .Òðåòèé ñïîñîá (�èñóíîê 10e). Òðåóãîëüíèê ABC ðàçðåçàåòñÿ ïî 3-çâåííîé ëîìàíîé KLMN , ãäå K ∈ BC, N ∈ AB, BK =
KL = LM = MN = NA, ∠BKL = ∠LMN = π − α, ∠KLM = ∠MNA = π − β.1f. �àçðåç ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî âòîðîìó èëè òðåòüåìó ñïîñîáó ðåøåíèÿ çàäà÷è 1e.1g. �àçðåæåì òðåóãîëüíèê ïî òðåì ïåðïåíäèêóëÿðàì, îïóùåííûì èç öåíòðà âïèñàííîé îêðóæíîñòè íà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà.
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ABd e�èñóíîê 10.2a. Îïóñòèì âûñîòó èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà.2b. Èç âåðøèíû óãëà â 120◦ ïðîâåä¼ì ðàçðåçû ïîä óãëîì â 30◦ ê ñòîðîíàì. Çàòåì ðàçðåæåì ïîëó÷åííûé ðàâíîñòîðîííèéòðåóãîëüíèê, ñîåäèíèâ åãî öåíòð ñ âåðøèíàìè.2. Åñëè n ≥ 4 ÷¼òíî, ðàçäåëèì îäíó èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà (îáîçíà÷èì å¼ a) íà n/2 ðàâíûõ ÷àñòåé. ×åðåç òî÷êè äåëåíèÿïðîâåä¼ì âñåâîçìîæíûå îòðåçêè, ïàðàëëåëüíûå äðóãèì ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà, äî ïåðâîãî ïåðåñå÷åíèÿ ìåæäó ñîáîé èëèñî ñòîðîíàìè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñå ïîëó÷åííûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé ñòîðîíå a.Ïðîâåäÿ ýòó ïðÿìóþ, ïîëó÷èì èñêîìîå ðàçðåçàíèå.Åñëè n ≥ 7 íå÷¼òíî, ðàçðåæåì òðåóãîëüíèê âûøåîïèñàííûì ñïîñîáîì íà n− 3 ÷àñòè, à çàòåì îäèí èç ïîëó÷åííûõ òðåóãîëü-íèêîâ ðàçðåæåì íà 4 ÷àñòè òåì æå ñïîñîáîì (ò.å. ïðîâåäÿ ñðåäíèå ëèíèè).Çàìå÷àíèå. Åñòåñòâåííûé âîïðîñ: à ÷òî áóäåò äëÿ n = 5? Îêàçûâàåòñÿ, ïðèìåðû â çàäà÷àõ 2a è 2b èñ÷åðïûâàþò âñå òðå-óãîëüíèêè, êîòîðûå ìîæíî ðàçðåçàòü íà 5 ïîäîáíûõ èñõîäíîìó. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî êðàñèâîãî �àêòà áóäåò îïóáëèêîâàíîâ îäíîì èç áëèæàéøèõ íîìåðîâ æóðíàëà �Êâàíò�.3a. �àçðåç îáÿçàòåëüíî ñîåäèíÿåò âåðøèíó òðåóãîëüíèêà ñ òî÷êîé íà ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå. Åñëè óãëû ïðè ýòîé òî÷êåðàçëè÷íû, òî èõ ñóììà ìåíüøå π, ïîñêîëüêó îíè ðàâíû äâóì óãëàì èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà. Çíà÷èò, óãëû ðàâíû, è òîãäàîíè ïðÿìûå.Ïîïóòíî ìû óñòàíîâèëè ïðîñòîé, íî ïîëåçíûé �àêò, êîòîðûì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ â îñòàëüíûõ ïóíêòàõ äàííîé çàäà÷è.Ôàêò 1. Åñëè ê íåêîòîðîìó óçëó ðàçáèåíèÿ ïðèìûêàþò òîëüêî äâà ìàëûõ òðåóãîëüíèêà, òî â äåéñòâèòåëüíîñòè èñõîäíûéòðåóãîëüíèê - ïðÿìîóãîëüíûé. Åñëè âîçíèêëà ñèòóàöèÿ èç �àêòà 1, áóäåì ãîâîðèòü äëÿ êðàòêîñòè, ÷òî �ïîëó÷åíà ïðÿìî-óãîëüíîñòü�.3b. Ïóñòü òðåóãîëüíèê ðàçðåçàí íà òðè ïîäîáíûõ åìó. Íàèìåíüøèé èç åãî óãëîâ íå ìîæåò áûòü ðàçðåçàí. Ó ìàëîãî òðåóãîëü-íèêà, êîòîðûé ñîäåðæèò ýòîò óãîë, âñå âåðøèíû � íà ñòîðîíàõ èñõîäíîãî. Ëèáî îäíà, ëèáî äâå èç ýòèõ âåðøèí ñîâïàäàþòñ âåðøèíàìè èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà. Â ïåðâîì ñëó÷àå îñòà¼òñÿ âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê, à âî âòîðîì � òðåóãîëüíèê.Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óáåæäàåìñÿ íåñëîæíûì ïåðåáîðîì, ÷òî ïðè äàëüíåéøåì ðàçðåçàíèè íà äâà òðåóãîëüíèêà ïîëó÷àåì ïðÿìî-óãîëüíîñòü.Ìû óñòàíîâèëè åù¼ îäèí ïîëåçíûé �àêò.Ôàêò 2. Ïóñòü èñõîäíûé òðåóãîëüíèê èìååò óãëû α ≤ β ≤ γ . Òîãäà óãîë α íå ìîæåò áûòü ðàçðåçàí. Âñå âåðøèíû ìà-ëîãî òðåóãîëüíèêà, êîòîðûé åãî íàêðûâàåò, ëåæàò íà ãðàíèöå èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà. Ýòîò ìàëûé òðåóãîëüíèê ìû áóäåìíàçûâàòü α-òðåóãîëüíèêîì.3. Óïîðÿäî÷èì óãëû èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà: α ≤ β ≤ γ, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû îáîçíà÷èì A, B, C. Ïóñòü òðåóãîëüíèêðàçðåçàí íà ÷åòûðå ïîäîáíûõ åìó, íî îðèåíòèðîâàííûõ ïðîòèâîïîëîæíî. �àññìîòðèì îòðåçîê, êîòîðûé îòñåêàåò îò íåãî
α-òðåóãîëüíèê. 6



Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü � ÷åòûðåõóãîëüíèê. Òîãäà ÷åðåç êîíöû äàííîãî îòðåçêà äîëæíû ïðîõîäèòü åùåêàêèå-òî ðàçðåçû, èíà÷å ñðàçó ïîëó÷àåì ïðÿìîóãîëüíîñòü. ×òîáû ïîëó÷èëîñü ðîâíî 4 ìàëûõ òðåóãîëüíèêà, òàêèõ ðàçðåçîâäîëæíî áûòü ðîâíî äâà, ïðè÷åì îíè äîëæíû èìåòü îáùóþ òî÷êó íà ñòîðîíå, ïðîòèâîïîëîæíîé óãëó α. Çàìåòèì òåïåðü,÷òî â ïîëó÷åííîé ñõåìå ðàçðåçàíèÿ óãëû âñåõ ìàëûõ òðåóãîëüíèêîâ îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèÿïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòèðîâàííîñòè ìû íàõîäèì âñå óãëû òðåõ òðåóãîëüíèêîâ, íàêðûâàþùèõ óãëû èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà.Ïîñëå ýòîãî îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ óãëû �öåíòðàëüíîãî� òðåóãîëüíèêà: îíè îêàçûâàþòñÿ ðàâíû π − 2α, π − 2β è π − 2γ. Òàêêàê π − 2α ≥ π − 2β ≥ π − 2γ, òî π − 2α = γ. Îòñþäà β = π − α− γ = α. Òåì ñàìûì ïîëó÷àåì, ÷òî èñõîäíûé òðåóãîëüíèê �ðàâíîáåäðåííûé, âîïðåêè óñëîâèþ.Ïóñòü òåïåðü îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü � òðåóãîëüíèê, è ïóñòüD � âåðøèíà óãëà γ â α-òðåóãîëüíèêå. Åñëè êàêîé-ëèáî óãîë òðåóãîëü-íèêà BDC íå ðàçðåçàí, òî î÷åâèäíûé ïåðåáîð ïðèâîäèò ê ïðÿìîóãîëüíîñòè. Çíà÷èò, âñå òðè âåðøèíû B, D, C ñîåäèíåíûñ íåêîòîðîé òî÷êîé O âíóòðè òðåóãîëüíèêà. Î÷åâèäíî, ∠ABC > ∠OBC è ïîòîìó ∠OBC = α. Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ íàîðèåíòàöèþ ∠OCB = γ = ∠ACB � ïðîòèâîðå÷èå.4a. Ìíîãîóãîëüíèê M äîëæåí áûòü öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷åíûì. Â ñàìîì äåëå, ó âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ìîæåò áûòüíå áîëåå äâóõ ñòîðîí, ïàðàëëåëüíûõ äàííîìó íàïðàâëåíèþ l. Ïîýòîìó åñëè Jl(M) = 0 äëÿ ëþáîé íàïðàâëåííîé ïðÿìîé l,òî ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà M ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû ðàâíûõ è ïàðàëëåëüíûõ. Ïóñòü ìíîãîóãîëüíèê M = A1A2 . . . A2n. Èçâûïóêëîñòè ìíîãîóãîëüíèêàM ñëåäóåò, ÷òî åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü � A1A2 ‖ An+1An+2, A2A3 ‖ An+2An+3, . . . , AnAn+1 ‖
A2nA1. Ïîýòîìó −−−→

A1Ak = −−−−−−−−→
An+1An+k äëÿ êàæäîãî k = 2, 3, . . . , n. Çíà÷èò, ñåðåäèíà îòðåçêà A1An+1 � öåíòð ñèììåòðèèìíîãîóãîëüíèêà M .4b. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èç êíèãè [1℄.�àññìîòðèì âñå îòðåçêè, ÿâëÿþùèåñÿ ñòîðîíàìè ìíîãîóãîëüíèêîâ M,M1,M2, . . . ,Mk. Îòìåòèì íà ýòèõ îòðåçêàõ âñå òî÷êè,ÿâëÿþùèåñÿ âåðøèíàìè ìíîãîóãîëüíèêîâ M,M1,M2, . . . ,Mk. Òîãäà ìû ïîëó÷èì êîíå÷íîå ÷èñëî áîëåå ìåëêèõ îòðåçêîâ,êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü çâåíüÿìè. Êàæäàÿ ñòîðîíà êàæäîãî èç ìíîãîóãîëüíèêîâ M,M1,M2, . . . ,Mk ñîñòîèò èç îäíîãî èëèíåñêîëüêèõ çâåíüåâ. Íà ðèñ. 11 èçîáðàæåíî ðàçáèåíèå ìíîãîóãîëüíèêà íà áîëåå ìåëêèå ÷àñòè. Ñòîðîíà ñîñòîèò èç òðåõçâåíüåâ AM , MN , NB; èç òðåõ çâåíüåâ ñîñòîèò òàêæå ñòîðîíà NP çàøòðèõîâàííîãî íà ÷åðòåæå ìíîãîóãîëüíèêà.Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòà Jl(M) ìíîãîóãîëüíèêàM (èëè ëþáîãî èç ìíîãîóãîëüíèêîâM1,M2, . . . ,Mk) ìîæíîâçÿòü àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó íå ñòîðîí, à çâåíüåâ, ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé l, òàê êàê äëèíà êàæäîé ñòîðîíû ðàâíà ñóììåäëèí ñîñòàâëÿþùèõ åå çâåíüåâ. Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóììû, ñòîÿùåé â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ çàäà÷è 4b, íóæíîñîñòàâèòü àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó äëèí âñåõ çâåíüåâ, ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé l, ïðè÷åì ýòè çâåíüÿ íóæíî ó÷èòûâàòü ïî âñåììíîãîóãîëüíèêàì M1,M2, . . . ,Mk.�àññìîòðèì íåêîòîðîå çâåíî, êîòîðîå öåëèêîì (êðîìå, ìîæåò áûòü, êîíöîâ) ðàñïîëîæåíî âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà M (çâå-íî EF íà ðèñóíêå 11). Òîãäà ê íåìó ïðèìûêàþò äâà ìíîãîóãîëüíèêà èç ÷èñëà ìíîãîóãîëüíèêîâ M1,M2, . . . ,Mk, ïðè÷åìîíè ïðèìûêàþò ê ðàññìàòðèâàåìîìó çâåíó ñ ðàçíûõ ñòîðîí (îäèí � ñïðàâà, äðóãîé � ñëåâà). Ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèèèíâàðèàíòà îäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàññìàòðèâàåìîå çâåíî âîéäåò ñ îäíèì çíàêîì, à ïðè âû÷èñëåíèè èíâàðèàíòà äðóãîãîìíîãîóãîëüíèêà � ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, è â îáùåé àëãåáðàè÷åñêîé ñóììå çâåíüåâ ýòè äâà ÷ëåíà âçàèìíî óíè÷òîæàòñÿ.Ìû âèäèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ çàäà÷è 4b ìîæíî ñîâñåì íå ó÷èòûâàòü çâåíüåâ, ðàñïîëîæåííûõâíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà M .�àññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðîå çâåíî, ðàñïîëîæåííîå íà êîíòóðå ìíîãîóãîëüíèêà M è ïàðàëëåëüíîå ïðÿìîé l (çâåíî AM íàðèñóíêå 11). Ê íåìó ïðèìûêàåò òîëüêî îäèí èç ìíîãîóãîëüíèêîâM1,M2, . . . ,Mk, ïðè÷åì ñ òîé æå ñòîðîíû, ñ êàêîé ïðèìûêàåòê ðàññìàòðèâàåìîìó çâåíó ìíîãîóãîëüíèê M . Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî çâåíî âîéäåò â ñóììó Jl(M1) + Jl(M2) + · · ·+ Jl(Mk) ñ òåìæå çíàêîì, ÷òî è â èíâàðèàíò Jl(M).Èòàê, ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ â çàäà÷å 4b ðàâíà Jl(M), óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

�èñóíîê 11.4. Ïóñòü ìíîãîóãîëüíèê M ðàçðåçàëè íà ìíîãîóãîëüíèêè M1,M2, . . . ,Mk è ñëîæèëè èç íèõ ìíîãîóãîëüíèê M ′, èñïîëüçóÿòîëüêî ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû ÷àñòåé. Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû Jl(Mi) íå ìåíÿþòñÿ ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñàõ ìíîãîóãîëü-íèêîâ Mi. Ïîýòîìó ïî çàäà÷å 4b
Jl(M) = Jl(M1) + · · · + Jl(Mk) = Jl(M ‘),÷òî è òðåáîâàëîñü.4d. Äëÿ ëþáîãî êâàäðàòà M ′ è ëþáîé íàïðàâëåííîé ïðÿìîé l èìååì Jl(M

′) = 0. Ïîýòîìó ïî çàäà÷å 4 Jl(M) = Jl(M
′) = 0.Òîãäà ïî çàäà÷å 4a ìíîãîóãîëüíèê M öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷åí.5a. Ñëåäóåò èç 4b.5b. Åñëè óãîë nπ êðàòåí φ ïðè íåêîòîðîì íå÷åòíîì n, òî Jl,φ(M) = 0 àâòîìàòè÷åñêè. Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî nπ íå êðàòåí

φ íè ïðè êàêîì íå÷åòíîì n. ßñíî, ÷òî åñëè íè îäèí èç óãëîâ ìåæäó ïðÿìîé l è ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà M íå êðàòåí φ, òî
Jl,φ(M) = 0. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî Jl,φ(M) = 0 è óãîë ìåæäó íåêîòîðîé ñòîðîíîé AB è ïðÿìîé l êðàòåí φ. Òîãäà ñòîðîíà
AB âíîñèò íåíóëåâîé âêëàä â Jl,φ(M). Ïîýòîìó åå âêëàä äîëæåí ñîêðàòèòüñÿ ñî âêëàäàìè îñòàëüíûõ ñòîðîí. Çíà÷èò, óòðåóãîëüíèêà äîëæíà áûòü åùå îäíà ñòîðîíà, ñêàæåì BC, îáðàçóþùàÿ ñ l óãîë, êðàòíûé φ. Âñå òðè ñòîðîíû çàäåéñòâîâàíû7



áûòü íå ìîãóò, ïîñêîëüêó AB±BC±CA 6= 0 ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé, AB = BC,è ∠B = nφ äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî n. Íàîáîðîò, äëÿ ëþáîãî òàêîãî òðåóãîëüíèêà Jl,φ(M) = 0, ïðè óñëîâèè, ÷òî óãîë ìåæäó
AB è l êðàòåí φ, à óãîë ìåæäó AC è l íå êðàòåí φ. Ìû ïåðå÷èñëèëè âñå âîçìîæíîñòè.5ñ. �àññìîòðèì íàïðàâëåííóþ ïðÿìóþ l, ñîäåðæàùóþ íåêîòîðóþ ñòîðîíó s. Òîãäà Jl,φ(M) 6= 0 ïî çàäà÷å 5b. Çíà÷èò, è
Jl,φ(M ′) 6= 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ñòîðîíà s′ òðåóãîëüíèêà M ′, òàêàÿ ÷òî óãîë ìåæäó s è s′ êðàòåí φ. Èç ýòîãî âñåñëåäóåò.5d. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ψ = 0. Èç çàäà÷è 5a ñëåäóåò, ÷òî äâà òðåóãîëüíèêà M è M ′ � òîðò è êîðîáêà � äîëæíû èìåòüîäèíàêîâûå èíâàðèàíòû Jl,φ(M) äëÿ ëþáîé íàïðàâëåííîé ïðÿìîé l. Èç çàäà÷è 5 ïîëó÷àåì, ÷òî ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ Mè M ′ ìîæíî çàíóìåðîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî óãëû ìåæäó ñòîðîíàìè ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè êðàòíû φ. Ïóñòü, íàïðèìåð,ñîîòâåòñòâåííûå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâM èM ′ èìåþò ðàâíûå íîìåðà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α1, α2, α3, α′

1, α′
2, α′

3 óãëû, êîòîðûåîáðàçóþò ýòè ñòîðîíû ñ íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé ïðÿìîé. Òîãäà αi −α′
i = kiφ äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ki è i = 1, 2, 3. Ñ äðóãîéñòîðîíû, αi − αi+1 = α′

i+1 − α′
i äëÿ i = 1, 2, 3, ãäå ìû ñ÷èòàåì ïî îïðåäåëåíèþ α4 = α1. Èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû 6 ëèíåéíûõóðàâíåíèé ëåãêî ïîëó÷àåì íóæíîå ñëåäñòâèå. Â ÷àñòíîñòè, íàéäóòñÿ öåëûå ÷èñëà k, l,m, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî, äëÿêîòîðûõ k(α1 − α2) + l(α2 − α3) +m(α3 − α1) = 0.5e. Äîêàçàòåëüñòâî Óòâåðæäåíèÿ I äëÿ Çàäà÷è A. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé íåðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ñêëàäûâàíèè ÷àñòåé â êîðîáêó îäíà èç íèõ îñòàâàëàñü íåïîäâèæíîé, à âòîðóþ ïðèëîæèëè ê íåé,ïîâåðíóâ íà íåêîòîðûé óãîë φ âîêðóã íåêîòîðîé òî÷êè O. Âîçìîæíû 2 ñëó÷àÿ.(1) Óãîë φ íåñîèçìåðèì ñ π. Òîãäà èç çàäà÷è 5d ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.(2) Óãîë φ ñîèçìåðèì ñ π.Äëÿ ëþáîé íàïðàâëåííîé ïðÿìîé l îáîçíà÷èì ÷åðåç L ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ïîëó÷àþùèõñÿ èç ïðÿìîé l ïîâîðîòàìè âîêðóãòî÷êè O íà óãëû, êðàòíûå φ. Ââåäåì íà ìíîæåñòâå íàïðàâëåííûõ ïðÿìûõ �óíêöèþ f ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: f(XY ) = 1,åñëè XY ∈ L, f(XY ) = −1, åñëè Y X ∈ L, è f(XY ) = 0 � èíà÷å.Ïóñòü âíà÷àëå òî÷êà O íå ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé òðåóãîëüíèêà M . Òîãäà íàéäóòñÿ äâå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà M , ñêàæåì, ABè BC, íå ñîäåðæàùèå òî÷êè O. Äëÿ ïðÿìîé l, ñîäåðæàùåé ñòîðîíó AB, Jf (M) = ±|AB| (èíà÷å ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî îäèíèç óãëîâ òðåóãîëüíèêà M êðàòåí φ, òî åñòü ñîèçìåðèì ñ π). Ïóñòü M ′ � òðåóãîëüíèê, êîòîðûé ïîëó÷èëñÿ èç M ïîñëåïåðåêëàäûâàíèÿ ÷àñòåé. �àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî çàäà÷å 5a, ïîëó÷àåì, ÷òî Jf (M ′) = Jf (M) = ±|AB|. Çíà÷èò, ñòîðîíà äëèíû

|AB| òðåóãîëüíèêàM ′ îáðàçóåò ñî ñòîðîíîé AB óãîë, êðàòíûé φ. Àíàëîãè÷íî, ñòîðîíà äëèíû |BC| òðåóãîëüíèêàM ′ îáðàçóåòñî ñòîðîíîé BC òðåóãîëüíèêà M óãîë, êðàòíûé φ. Òîãäà, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî óãîë φ ñîèçìåðèì ñ π, àíàëîãè÷íî ðåøåíèþçàäà÷è 5d ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå kα+ lβ +mγ = 0 äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ k, l, m, íå ðàâíûõ íóëþ îäíîâðåìåííî.Íàì îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà O ñîâïàëà ñ îäíîé èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà M . Ââåäåì åùå îäèí èíâàðèàíò.Ïóñòü OX � íåêîòîðûé ëó÷ ñ íà÷àëîì O. Äëÿ ëþáîãî íàïðàâëåííîãî îòðåçêà AB îáîçíà÷èì ÷åðåç JOX(AB) äëèíó ïåðåñå÷å-íèÿ AB∩OX, ïðè÷åì îíà áåðåòñÿ ñî çíàêîì +, åñëè AB ñîíàïðàâëåí ñ ëó÷îì OX, à èíà÷å � ñî çíàêîì −. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãîìíîãîóãîëüíèêà P îáîçíà÷èì ÷åðåç JOX,φ(P ) ñóììó âåëè÷èí JOY (AB), ãäå AB ïðîáåãàåò âñå âåêòîðû ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà
P , à OY � âñå ëó÷è, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç OX ïîâîðîòàìè íà óãëû, êðàòíûå óãëó φ. Òîãäà äàííûé èíâàðèàíò íå ðàâåííóëþ äëÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà M , ñîäåðæàùèõ âåðøèíó O. �àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ çàäà÷è 5d, ïîëó÷àåì òðåáóåìîåñîîòíîøåíèå kα+ lβ +mγ = 0 äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ k, l, m, íå ðàâíûõ íóëþ îäíîâðåìåííî.6a. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ çàäà÷è 4b.6b. Ëþáîé òðåóãîëüíèê AiBiCi ìîæíî ñîåäèíèòü ñî ñòîðîíîé AB öåïî÷êîé òðåóãîëüíèêîâ A1B1C1, A2B2C2, . . . , AiBiCi, âêîòîðîé ñîñåäíèå òðåóãîëüíèêè èìåþò îáùèé îòðåçîê ãðàíèöû, ïðè÷åìA1B1 ñîäåðæèòñÿ â AB. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,÷òî åñëè îäíà èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêàAjBjCj îáðàçóåò ñ ïðÿìîé AB óãîë âèäà kα+lβ+mγ, òî è äâå äðóãèå � òîæå. Ïîñëåäíååóòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.6. Çàäà÷à 6b ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ðàçîáëà÷àþùóþ �óíêöèþ f ñëåäóåò èñêàòü â âèäå �óíêöèè îò k, l è m.Èòàê, ïóñòü f(XY ) = f(k, l,m), ãäå öåëûå ÷èñëà k, l, m òàêîâû, ÷òî óãîë ìåæäó îðèåíòèðîâàííûìè ïðÿìûìè XY è AB ðàâåí
kα+ lβ+mγ. Ïî îïðåäåëåíèþ, óãîë ìåæäó îðèåíòèðîâàííûìè ïðÿìûìè XY è AB � ýòî óãîë, íà êîòîðûé íóæíî ïîâåðíóòüïðÿìóþ AB, ÷òîáû îíà ñîâïàëà ñ ïðÿìîé XY , ñ ó÷åòîì íàïðàâëåíèÿ. Óãîë ìåæäó îðèåíòèðîâàííûìè ïðÿìûìè îïðåäåëåí ñòî÷íîñòüþ äî 2π. Ïîýòîìó öåëûå ÷èñëà k+ 2, l+ 2, m+ 2 îïðåäåëÿþò òîò æå óãîë, ÷òî è ÷èñëà k, l, m. Çíà÷èò, ìû ïîëó÷àåìóñëîâèå, êîòîðîìó îáÿçàíà óäîâëåòâîðÿòü íàøà �óíêöèÿ: f(k + 2, l + 2,m+ 2) = f(k, l,m). Ïîñêîëüêó α, β, γ íåñîèçìåðèìû,òî  òî÷íîñòüþ äî çàìåíû k, l,m → k + 2, l + 2,m + 2 ÷èñëà k, l,m îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îðèåíòèðîâàííîé ïðÿìîé XY .Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ f(k+2, l+2,m+2) = f(k, l,m), êîððåêòíî îïðåäåëÿåò �óíêöèþíà ìíîæåñòâå îðèåíòèðîâàííûõ ïðÿìûõ. (Ìû ïîëàãàåì f(XY ) = 0, åñëè XY îòëè÷íà îò ëèíèé ðàçðåçîâ.)Íàéäåì, êàêèì åùå óñëîâèÿì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü �óíêöèÿ f(k, l,m). Âî-ïåðâûõ, f(XY ) = −f(Y X), ïîýòîìó

f(k + 1, l + 1,m+ 1) = −f(k, l,m). (1)Èç ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò òàêæå f(k + 2, l + 2,m+ 2) = f(k, l,m).�àññìîòðèì òåïåðü óñëîâèå Jf (AiBiCi) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó òðåóãîëüíèêà ABC âåðøèíû ðàñïîëîæåíû â óêàçàííîìïîðÿäêå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à ó òðåóãîëüíèêà AiBiCi � ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïóñòü óãîë ìåæäó îðèåíòèðîâàííûìèïðÿìûìè AiBi è AB ðàâåí kα+ lβ+mγ. Òîãäà óãîë ìåæäó ïðÿìûìè AiCi è AB áóäåò ðàâåí (k−1)α+ lβ+mγ, à óãîë ìåæäóïðÿìûìè CiBi è AB áóäåò ðàâåí kα+ (l + 1)β +mγ. Ïîýòîìó
Jf (AiBiCi) = f(k, l,m)|AiBi| − f(k, l + 1,m)|BiCi| − f(k − 1, l,m)|CiAi|.Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèêè AiBiCi è ABC ïîäîáíû, òî óñëîâèå Jf (AiBiCi) = 0 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

f(k, l,m)|AB| − f(k, l + 1,m)|BC| − f(k − 1, l,m)|CA| = 0. (2)�àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, óñëîâèå Jf (ABC) 6= 0 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
f(0, 0, 0)|AB| − f(0,−1, 0)|BC| − f(1, 0, 0)|CA| 6= 0. (3)Èòàê, íàì äîñòàòî÷íî íàéòè �óíêöèþ f(k, l,m), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (1)�(3). Çàìåòèì, ÷òî âòîðîå ñîîòíîøåíèå çàäàåòîãðàíè÷åíèÿ íà �óíêöèþ f(k, l,m) ïðè �èêñèðîâàííîì m. Ïîýòîìó îïðåäåëèì �óíêöèþ äëÿ m = 0, à ïðè îñòàëüíûõ m îíà8



îïðåäåëèòñÿ èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ. Óñìîòðåâ îãðîìíûé ïðîèçâîë, âîçüì¼ì f(k, 0, 0) = 1 äëÿ âñåõ k. Òîãäà f(k, 1, 0) = (|CA|−
|AB|)/|BC| äëÿ âñåõ k. Äàëåå, ìîæíî ïðèíÿòü f(k, l, 0) = ((|CA| − |AB|)/|BC|)l, à äåëàÿ ïîïðàâêó íà ïåðâîå ñîîòíîøåíèå,ïîëó÷àåì

f(k, l,m) = (−1)m ·
�
|CA| − |AB|

|BC|

�l−m

.Äëÿ äàííîé �óíêöèè f(k, l,m) ñîîòíîøåíèÿ (1)�(3) ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.6d. Äîêàçàòåëüñòâî Óòâåðæäåíèÿ I äëÿ Çàäà÷è B. Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç çàäà÷ 6a è 6.6e. Îòâåò àâòîðàì íåèçâåñòåí.7. Êàæäîìó êðèâîëèíåéíîìó ìíîãîóãîëüíèêóM ñîïîñòàâèì ÷èñëî J(M): ñóììà äëèí ãðàíè÷íûõ äóã, ê êîòîðûì ìíîãîóãîëü-íèê ïðèìûêàåò ñ �âîãíóòîé� ñòîðîíû, ìèíóñ ñóììà äëèí äóã, äëÿ êîòîðûõ ìíîãîóãîëüíèê ïðèìûêàåò ñ �âûïóêëîé� ñòîðîíû.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èíâàðèàíò J(M) îäèíàêîâ äëÿ êðèâîëèíåéíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, îäèí èç êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ èç äðó-ãîãî ðàçðåçàíèåì ïî îòðåçêàì è äóãàì îêðóæíîñòåé è ñêëàäûâàíèåì ïîëó÷åííûõ ÷àñòåé. Â òî æå âðåìÿ äëÿ êðóãà J(M) 6= 0,à äëÿ êâàäðàòà J(M) = 0.�ÅØÅÍÈß: ×ÀÑÒÜ II.8. �åîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå.Êóá ABCDA′B′C′D′ ðàçðåçàåòñÿ íà 6 òåòðàýäðîâ AC′BB′, AC′B′A′, AC′A′D′, AC′D′D, AC′DC,
AC′CB øåñòüþ ïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç ïàðó ïðîòèâîïîëîæíûõ âåðøèí A,C′ êóáà è îäíó èç îñòàâøèõñÿ âåðøèí.�àâåíñòâî äàííûõ òåòðàýäðîâ ñëåäóåò èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè (íàïðèìåð, òåòðàýäðAC′BB′ ïåðåõîäèò â òåòðàýäðAC′A′D′ïðè ïîâîðîòå êóáà íà 120◦ âîêðóã ïðÿìîé AC′).Àëãåáðàè÷åñêîå ðåøåíèå. Êóá 0 6 x, y, z 6 1 ìîæíî ðàçðåçàòü íà 6 òåòðàýäðîâ 0 6 x 6 y 6 z 6 1, 0 6 x 6 z 6 y 6 1,
0 6 y 6 x 6 z 6 1, 0 6 y 6 z 6 x 6 1, 0 6 z 6 x 6 y 6 1, 0 6 z 6 y 6 x 6 1.9a. Ïðîâåäåì ëèíèþ, ñîåäèíÿùóþ ñåðåäèíû áîëüøèõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà.9b. �àçäåëèì äâå áîëüøèå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà íà q ðàâíûõ ÷àñòåé, à äâå ìåíüøèå � íà p ðàâíûõ ÷àñòåé. Ïðîâåäåì÷åðåç ñîîòâåòñòâåííûå òî÷êè äåëåíèÿ ëèíèè, ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíàì ïðÿìîóãîëüíèêà.9. Ïóñòü äàí ïðÿìîóãîëüíèê 1 × x, x = 4

√
2. Îòðåæåì îò íåãî ïðÿìîóãîëüíèê 1 × 1

x
. Îò ïîëó÷åííîé ïîëîñêè 1 × (x − 1

x
)îòðåæåì äâà ïðÿìîóãîëüíèêà (x2−1)×(x− 1

x
). Îò íîâîé ïîëîñêè (3−2x2)×(x− 1

x
) îòðåæåì ïðÿìîóãîëüíèê (3−2x2)×( 3

x
−2x).Ó ïîëó÷åííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà (3 − 2x2) × (3x− 4

x
) îòíîøåíèå ñòîðîí òàêæå ðàâíî x, ïîñêîëüêó x4 = 2.9d. Ïóñòü

r = a1 +
1

a2 +
1

a3 +
1

a4 + . . .� ïåðèîäè÷åñêàÿ öåïíàÿ äðîáü. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ak ïåðèîäè÷åñêàÿ, òî äëÿ íåêîòîðîãî n
r = a1 +

1

a2 + . . .
1

a2n +
1

r

.Îòòàëêèâàÿñü îò äàííîãî ðàâåíñòâà, íåòðóäíî ïîñòðîèòü ðàçðåçàíèå ïðÿìîóãîëüíèêà 1 × r íà íåñêîëüêî êâàäðàòîâ è îäèíïðÿìîóãîëüíèê ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí r. Äåéñòâèòåëüíî, îòðåæåì âíà÷àëå îò ïðÿìîóãîëüíèêà 1×r êâàäðàòû 1×1 â êîëè÷åñòâå
a1 øòóê. Ïîëó÷èì ïîëîñêó 1 × (r − a1) ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí

1

r − a1
= a2 +

1

a3 + . . .
1

a2n +
1

r

.Îò äàííîé ïîëîñêè îòðåæåì îòðåæåì a2 êâàäðàòîâ (r − a1) × (r − a1) è ò. ä. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ïîëó÷èì â èòîãåïðÿìîóãîëüíèê ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí r.Èç ïîñòðîåííîãî ðàçðåçàíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà 1× r íåòðóäíî ïîëó÷èòü òðåáóåìîå ðàçðåçàíèå ïðÿìîóãîëüíèêà 1 ×√
r: íóæíîñæàòü ïðÿìîóãîëüíèê 1 × r â √

r ðàç âäîëü ñòîðîíû r.9å. Ïðÿìîóãîëüíèê ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí a ðàçðåçàí íà 3 âåðòèêàëüíûõ ïîëîñêè. Â ïåðâîé ïîëîñêå ñâåðõó âíèç: ïðÿìîóãîëü-íèêè ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí a, 1
a
; âî âòîðîé: a, a, 1

a
; â òðåòüåé: a, 1

a
, 1

a
. Äåéñòâèòåëüíî:

1

a+ 1
a

+ 1
1
a

+ 1
a

+a
+ 1

1
a

+a+a
= a;

(a2 + 1)(2a2 + 1)(a2 + 2) = (a2 + 1)(a2 + 2) + (a2 + 1)(2a2 + 1) + (2a2 + 1)(a2 + 2);
2a6 + 2a4 − 4a2 − 3 = 0.Ìíîãî÷ëåí 2x3 + 2x2 − 4x − 3 íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè p

q
� íåñîêðàòèìàÿ äðîáü è êîðåíüìíîãî÷ëåíà, òî p äåëèò ñâîáîäíûé ÷ëåí, à q äåëèò ñòàðøèé. Ëåãêî ïðîâåðèòü ïåðåáîðîì, ÷òî ±3,±1,± 3

2
,± 1

2
íå ÿâëÿþòñÿêîðíÿìè äàííîãî ìíîãî÷ëåíà.9f. Ëåãêî ïîñòðîèòü ïðèìåðû ðàçðåçàíèé íà 4, 6 è 8 ÷àñòåé. Ïî ðàçðåçàíèþ íà n ÷àñòåé ñòðîèòñÿ ðàçðåçàíèå íà n+ 3 ÷àñòè.10a. Ïóñòü ei - ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî íåêîòîðîãî ìíîãîãðàííèêà Mj . �àññìîòðèì öèëèíäð C ñ îñüþ e è ðàäèóñîì 1. Äâó-ãðàííûé óãîë ïðè ðåáðå e âûñåêàåò íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ëåíòó L äëèíîé α è øèðèíîé l. Íà ïîâåðõíîñòè ïîäöèëèíäðà

Ci ñ îñüþ ei è ðàäèóñîì 1 öèëèíäðà C äâóãðàííûé óãîë ïðè ei âûñåêàåò ëåíòó Li øèðèíû αi è äëèíû li. Òàê êàê ìíîãîãðàí-íèêè ðàçðåçàíèÿ íå ïåðåñåêàþòñÿ è ïîêðûâàþò âåñü ìíîãîãðàííèêM , ëåíòà L ðàçðåçàåòñÿ íà ëåíòû L1, L2, . . . , Ln. Îñòàëîñüóñòàíîâèòü åñòåñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ëåíòû L è ïðÿìîóãîëüíèêà l × α, ÷òîáû ïîëó÷èòü åãî ðàçðåçàíèå íàïðÿìîóãîëüíèêè li × αi.10b. Ëþáàÿ îáùàÿ òî÷êà ïðÿìîé ℓ è ìíîãîãðàííèêà M ÿâëÿåòñÿ ëèáî âíóòðåííåé òî÷êîé íåêîòîðîãî ìíîãîãðàííèêà Mi,ëèáî ëåæèò íà ãðàíèöå íåñêîëüêèõ ìíîãîãðàííèêîâ ðàçðåçàíèÿ. Ïóñòü e1, e2, . . . , en � ð¼áðà ìíîãîãðàííèêîâ ðàçðåçàíèÿ,9



êîòîðûå ëåæàò íà ïðÿìîé ℓ (èõ äëèíû l1, l2, . . . , ln). Ïóñòü f1, f2, . . . , fm � äëèíû âñåâîçìîæíûõ ïåðåñå÷åíèé íå ïî ðåáðóïðÿìîé ℓ ñ ãðàíÿìè ìíîãîãðàííèêîâMi. Èòàê, ð¼áðà e1, e2, . . . , en îáðàçóþò ñåìåéñòâî îòðåçêîâ íà ïðÿìîé ℓ. Áåç îãðàíè÷åíèÿîáùíîñòè e1, e2, . . . , es � âñå ð¼áðà, ëåæàùèå íà îäíîì èç òàêèõ îòðåçêîâ I. Äîêàæåì, ÷òî íàáîð ïðÿìîóãîëüíèêîâ e1×α1, e2×
α2, . . . , es × αs �-ðàâíîñîñòàâëåí ïðÿìîóãîëüíèêó l × π. Ïðîâåäÿ äîêàçàòåëüñòâî äëÿ âñåõ òàêèõ îòðåçêîâ è ïðèëîæèâ äðóãê äðóãó ïîëó÷åííûå ïðÿìîóãîëüíèêè øèðèíû π, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå çàäà÷è.Ïóñòü C - ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà ñ îñüþ I è ðàäèóñîì 1 áåç "êðûøåê". Äâóãðàííûå óãëû ïðè e1, e2, . . . , en âûñåêàþò íà Cëåíòû li × αi (ïðÿìîé äëèíû li è îêðóæíîñòíîé øèðèíû αi). Òàê êàê ìíîãîãðàííèêè íå ïåðåñåêàþòñÿ è ïîêðûâàþò âåñüìíîãîãðàííèê M, òî C ðàçðåçàåòñÿ íà ëåíòû li ×αi è fi × π. Ïðîäîëæèì âñå îêðóæíîñòíûå ðàçðåçû. Òîãäà C ðàçðåçàåòñÿ íàêîëüöà. Âûáðîñèì èç âñåõ êîëåö ëåíòû øèðèíû π (÷àñòè ëèøíèõ ëåíò ñ ïðÿìîé äëèíîé fi), à íåòðîíóòûå êîëüöà ðàçðåæåì íà 2ëåíòû îêðóæíîñòíîé øèðèíû π. Èç âñåãî îñòàâøåãîñÿ ìîæíî ñëîæèòü ëåíòó îêðóæíîñòíîé øèðèíû π, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåòïðÿìîóãîëüíèê øèðèíû π, ðàçðåçàííûé íà ÷àñòè ïðÿìîóãîëüíèêîâ l1 × α1, l2 × α2, . . . , ls × αs, ïîëó÷åííûå ïàðàëëåëüíûìèïåðåíîñàìè, âåðòèêàëüíûìè è ãîðèçîíòàëüíûìè ðàçðåçàìè.10. Íàáîð ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðâîìó ìíîãîãðàííèêó, îáúåäèí¼ííûé ñ íåêîòîðûì íàáîðîì ïðÿìîóãîëü-íèêîâ øèðèíû π, ïî 10a è 10b �-ðàâíîñîñòàâëåí îáúåäèíåíèþ íàáîðîâ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãîãðàííèêàìðàçáèåíèÿ. Òàêæå è äëÿ âòîðîãî. Îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî îòíîøåíèå �-ðàâíîñîñòàâëåííîñòè òðàíçèòèâíî è ñèììåòðè÷íî.Ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.10d. Ïóñòü M � ñåðåäèíà CD. AM è BM ïåðïåíäèêóëÿðíû CD, ïîýòîìó âåëè÷èíà óãëà ∠AMB åñòü âåëè÷èíà äâóãðàííîãîóãëà ïðè ðåáðå CD òåòðàýäðà. Ïóñòü äëèíà ðåáðà òåòðàýäðà ðàâíà a, òîãäà ïî �îðìóëå âûñîòû ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà
AM = BM =

√
3

2
a. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà AMB èìååì cosθ = AM2+BM2−AB2

2AMBM
= 1

3
.Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî cosnθ = an

3n , ãäå an - öåëîå è íå äåëèòñÿ íà 3. Áàçà èíäóêöèè äëÿ n = 0 è n = 1 î÷åâèäíà.Øàã èíäóêöèè. Ôîðìóëà äëÿ ñóììû êîñèíóñîâ ïðè n > 1: cos(n + 1)θ + cos(n − 1)θ = 2cosnθcosθ, îòêóäà cos(n + 1)θ =

2cosnθcosθ − cos(n− 1)θ =
2an−3an−1

3n+1 . Äåéñòâèòåëüíî, 2an − 3an−1 íå äåëèòñÿ íà 3.Çíà÷èò, coskθ 6= 1, îòñþäà kθ 6= 2πn, ò.å. θ 6= p

q
π.11a. Ïóñòü ïåðâûé íàáîð ðàçðåçàëè íà ïðÿìîóãîëüíèêè, ïåðåíåñëè èõ, ñëîæèâ âòîðîé íàáîð. Äîðàçðåæåì ïðÿìîóãîëüíèêè:ïðîäîëæèì âñå âåðòèêàëüíûå ðàçðåçû â ðàçðåçàíèè ïåðâîãî íàáîðà è âñå ãîðèçîíòàëüíûå - ó âòîðîãî. Ïîëó÷åííîå ðàçðåçà-íèå ìîæíî âûïîëíèòü ýëåìåíòàðíûìè ðàçðåçàìè: ñíà÷àëà ðàçðåçàåì ïåðâûé íàáîð ïî âñåì âåðòèêàëüíûì ðàçðåçàì, çàòåìðàçðåçàåì êàæäóþ âåðòèêàëüíóþ ïîëîñêó ãîðèçîíòàëüíûìè. Ñîáèðàåì ãîðèçîíòàëüíûå ñòðîêè ðàçðåçíèÿ âòîðîãî íàáîðà, àçàòåì îáúåäèíÿåì èõ.11b. Ââåä¼ì îïåðàöèþ äëÿ íàáîðà θ, π, yi1 , yi2 , . . . , yik

: èç èãðåêîâ óáèðàåòñÿ ñ íàèáîëüøèì íîìåðîì is òàêîé , ÷òî pθ + qπ +
µ1yi1 + µ2yi2 + · · ·+ µkyik

= 0, ãäå âñå êîý��èöèåíòû ðàöèîíàëüíûå è µs 6= 0. Ïðèìåíèì ýòó îïåðàöèþ ê íà÷àëüíîìó íàáîðóñêîëüêî ìîæíî ðàç. Ïîëó÷èì íàáîð θ, π, yj1 , yj2 , ...yjr
. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x èç Y ñóùåñòâóþò ðàöèîíàëüíûå

p, q, µ1, µ2, . . . , µr, ÷òî x = pθ + qπ + µ1yj1 + µ2yj2 + · · · + µryjr
. Ïóñòü p1θ + q1π + µ1yj1 + µ2yj2 + · · · + µryjr

= x = p2θ +
q2π + ξ1yj1 + ξ2yj2 + · · · + ξryjr

, òîãäà (p1 − p2)θ + (q1 − q2)π + (µ1 − ξ1)yj1 + · · · + (µs − ξs)yjs
= 0. Åñëè µt 6= ξt, òî äëÿíàáîðà θ, π, yj1 , yj2 , ...yjr

ìîæíî åù¼ ðàç ïðèìåíèòü îïèñàííóþ îïåðàöèþ � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò µt = ξt äëÿ âñåõ t. Îäíàêî
θ è π íåñîèçìåðèìû è íå ðàâíû íóëþ, çíà÷èò p1 = p2 è q1 = q2, ò.å. äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x èç Y ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûåðàöèîíàëüíûå p, q, µ1, µ2, . . . , µr, ÷òî x = pθ + qπ + µ1yj1 + µ2yj2 + · · · + µryjr

.11. Ïóñòü ïîëó÷åí íîâûé íàáîð ðàçðåçàíèåì ïðÿìîóãîëüíèêà x× y.�àçðåç âåðòèêàëüíûé: èâàðèàíò ïîìåíÿëñÿ íà x1f(y) + x2f(y) − xf(y) = 0.�àçðåç ãîðèçîíòàëüíûé: èíâàðèàíò ïîìåíÿëñÿ íà xf(y1) + xf(y2) − xf(y).Ïóñòü y1 = f(y1)θ + q1π + µ1y
′
1 + µ2y

′
2 + · · · + µny

′
n è y2 = f(y2)θ + q2π + ξ1y

′
1 + ξ2y

′
2 + · · · + ξny

′
n. Òîãäà y = y1 + y2 =

(f(y1)+f(y2))θ+(q1 +q2)π+(µ1 +ξ1)y
′
1 +(µ2 +ξ2)y

′
2 + · · ·+(µn +ξn)y′n. Òî åñòü f(y) = f(y1)+f(y2) è èíâàðèàíò íå ïîìåíÿëñÿ.11d. Òàê êàê èâàðèàíò ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ýëåìåíòàðíîì ïðåîáðàçîâàíèè íàáîðà (11), òî ïî 11a èíâàðèàíòû �-ðàâíîñîñòàâ-ëåííûõ íàáîðîâ ðàâíû. Îäíàêî èíâàðèàíò äëÿ íàáîðà (a× θ, l × π) ðàâåí a, à äëÿ b× π - íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè íàáîðûíå �-ðàâíîñîñòàâëåíû.11e. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà ïî Ëåììå I íàáîðû 6 ðàç a × θ, l1 × π è 8 ðàç b × π

2
, l2 × π � - ðàâíîñîñòàâëåíû.Îäíàêî ïåðâûé íàáîð �-ðàâíîñîñòàâëåí íàáîðó 6a × θ, l1 × π, à âòîðîé � íàáîðó ( b

2
+ l2) × π, çíà÷èò ïîñëåäíèå 2 íàáîðà

�-ðàâíîñîñòàâëåíû, íî ïî Ëåììå II îíè �-íå ðàâíîñîñòàâëåíû â ñèëó 10d. Ïðîòèâîðå÷èå.12a. Ëîáîâîå ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî îòíîøåíèå ñòîðîí ðàçðåçàåìîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàöèîíàëüíî. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn �äëèíû âåðòèêàëüíûõ ñòîðîí êâàäðàòîâ. Ñòîðîíû êâàäðàòîâ ìîãóò îáúåäèíÿòüñÿ â îòðåçêè. Ëèáî òàêîé îòðåçîê � ýòî ñòîðîíàáîëüøîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, è îòñþäà xi1 + xi2 + · · ·+ xis
= a èëè xi1 + xi2 + · · ·+ xis

= b, ëèáî ê ýòîìó îòðåçêó ñ äâóõ ñòîðîíïðèëåãàþò êâàäðàòîâ ðàçðåçàíèÿ, äëÿ ñòîðîí êîòîðûõ ìû ìîæåì çàïèñàòü xi1 + xi2 + · · · + xis
= xj1 + xj2 + · · · + xjt

èëè
xi1 + xi2 + · · · + xis

= xj1 + xj2 + · · · + xjs
, çäåñü xi1 , xi2 , . . . , xis

- ñòîðîíû êâàäðàòîâ ñ îäíîé ñòîðîíû è xj1 , xj2 , . . . , xjt
� ñäðóãîé.Çàïèøåì âñå òàêèå óðàâíåíèÿ (ïåðåìåííûìè áóäóò èêñû, a è b). Áóäåì âûðàæàòü ïî î÷åðåäè ïåðåìåííûå, êðîìå b, è ïîä-ñòàâëÿòü èõ â îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ. Íà÷í¼ì ñ a. Ïîñëå âñåõ èñïîëüçîâàííûõ âîçìîæíîñòåé ïîëó÷èì, ÷òî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿïåðâîé ãðóïïû (â íåé a) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïåðåìåííûå äðóãîé ãðóïïû (â íåé b) ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñ ðàöèîíàëüíûìèêîý��èöèåíòàìè: a = ξ1x1 + ξ2x2 + · · · + ξnxn + ξb

xi = µi1x1 + µi2x2 + · · · + µinxn + µib (i = 1, 2, . . . ,n)Ïåðåìåííûå â ëåâîé ÷àñòè âûðàæàþòñÿ óðàâíåíèÿìè, â êîòîðûõ êîý��èöèåíòû íåíóëåâûå òîëüêî ïðè ïåðåìåííûõ âòîðîéãðóïïû (äëÿ ïåðåìåííûõ âòîðîé ãðóïïû äîáàâëåíû óðàâíåíèÿ xi = xi).Äîêàæåì, ÷òî âî âòîðîé ãðóïïå òîëüêî b. Ïóñòü íå òàê. Ïóñòü xn âî âòîðîé ãðóïïå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðèäàäèì çíà÷åíèÿïåðåìåííûì âòîðîé ãðóïïû òàê, ÷òîáû âñå ðàâåíñòâà âûïîëíÿëèñü è âñå ïåðåìåííûå áûëè ïîëîæèòåëüíûå, òî ïîëó÷èìñîîòâåòñòâóþùåå ðàçðåçàíèå ïðÿìîóãîëüíèêà (äîêàæèòå). Âîçüì¼ì ïåðâîíà÷àëüíîå ðàçðåçàíèå, óâåëè÷èì xn íà ε òàê, ÷òîáûâñå èêñû è a îñòàëèñü ïîëîæèòåëüíûìè. Ïîëó÷èì áîëüøîé ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a+ξnε è b, ðàçðåçàííûé íà êâàäðàòûñî ñòîðîíàìè x1 + µ1nε, x2 + µ2nε, . . . , xn−1 + µn−1nε, xn + ε.Çàïèøåì ðàâåíñòâî ïëîùàäåé: (a+ ξnε)b = (x1 +µ1nε)
2 + (x2 +µ2nε)

2 + · · ·+ (xn−1 +µn−1nε)
2 + (xn + ε)2 ⇒ (µ2

1n +µ2
2n + · · ·+

µ2
n−1n + 1)ε2 + (2x1µ1n + 2x2µ2n + · · · + 2xn−1µn−1n + 2xn − ξnb)ε = 0Ìû âèäèì, ÷òî íå áîëüøå äâóõ ε óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó ðàâåíñòâó, îäíàêî ïåðâîíà÷àëüíî ìû ìîãëè âçÿòü ëþáîå ε èç íåêîòîðîéìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Çíà÷èò âñ¼-òàêè âî âòîðîé ãðóïïå íåò èêñîâ, òîëüêî b. Íó à êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, âñå ïåðåìåííûåïåðâîé ãðóïïû âûðàæàþòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ÷åðåç ïåðåìåííûå âòîðîé ãðóïïû, òî åñòü a = pb, ãäå p ðàöèîíàëüíî.10



�åøåíèå, îñíîâàííîå íà ñâåäåíèè ê Ëåììå II. Åñëè ïðÿìîóãîëüíèê a×b ìîæíî ðàçðåçàòü íà êâàäðàòû, òî îí �-ðàâíîñîñòàâëåíïðÿìîóãîëüíèêó b×a (ïîñêîëüêó êâàäðàò ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ïîâîðîòå íà 90◦.) Òîãäà ïî Ëåììå II îòíîøåíèå a
b
ðàöèîíàëüíî.�Ôèçè÷åñêîå� ðåøåíèå. Äàííîå óòâåðæåíèå ñëåäóåò òàêæå èç çàäà÷è 13b äëÿ R = 1.12b. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü a1, a2, . . . , an � ð¼áðà òåòðàýäðîâ, íà êîòîðûå ðàçðåçàí òåòðàýäð ñ ðåáðîì a. Òîãäà ïîçàäà÷å 10 íàáîð 6a1×θ, 6a2×θ, . . . , 6an×θ �-ðàâíîñîñòàâëåí íàáîðó 6a×θ, l×π. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî çàäà÷å 11 a1+a2+· · ·+an = a.�àâåíñòâî îáú¼ìîâ: a3

1 +a3
2 + · · ·+a3

n = a3. Âîçâîäèì ïåðâîå ðàâåíñòâî â êóá: a3
1 +a3

2 + · · ·+a3
n +A = a3, ãäå A > 0 � ïðèõîäèìê ïðîòèâîðå÷èþ ñî âòîðûì ðàâåíñòâîì.Èäåÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è ìîæíî äîêàçàòü òàêæå, ðàññìîòðåâ ðåáðî îäíîãî èç ìåíüøèõ òåòðàýä-ðîâ, öåëèêîì ëåæàùåå íà ãðàíè áîëüøåãî òåòðàýäðà. Òîãäà â ýòîì ðåáðå ñõîäèòñÿ íåñêîëüêî äâóãðàííûõ óãëîâ, ðàâíûõ θ, àèõ ñóììà äîëæíà áûòü ðàâíà π.13a. Ïóñòü U1 è U2 � íàïðÿæåíèÿ â âåðõíåì è íèæíåì íåêîíöåâûõ óçëàõ. Åñëè âûäåëåíèå òåïëà íà 2-îì è 3-åì ðåçèñòîðåáîëüøå âûäåëåíèÿ òåïëà íà 4-îì è 5-îì, çàìåíèì U1 íà U2. Ïîëó÷èì óìåíüøåíèå îáùåãî âûäåëåíèÿ òåïëà. Åñëè òåïëîòûðàâíû, òî ñäåëàâ òî æå ñàìîå, ïîëó÷èì óìåíüøåíèå îáùåãî âûäåëåíèÿ òåïëà. Çíà÷èò, ìèíèìóì âûäåëåíèÿ òåïëà äîñòèãàåòñÿïðè U1 = U2. Äàëåå ñõåìà î÷åâèäíî ñâîäèòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ê ñõåìå èç îäíîãî ðåçèñòîðà.13b. Ñõåìà î÷åâèäíî ñâîäèòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ê ñõåìå èç îäíîãî ðåçèñòîðà.14a. �åîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå. Ïî çàäà÷å 11à äàííîå ðàçðåçàíèå ïðÿìîóãîëüíèêà ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëå-ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (è îáðàòíûõ ê íèì). Çàìåòèì, ÷òî îáùåå ñîïðîòèâëåíèå ñõåìû ïðè ýëåìåíòàðíîì ïðåîáðàçîâàíèèíå ìåíÿåòñÿ."Ôèçè÷åñêîå ðåøåíèå". Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíàÿ ïëàñòèíêà ñäåëàíà èç îäíîðîäíîãî ïðîâîäÿùåãî ìàòåðèàëà. Áóäåìñ÷èòàòü åãî óäåëüíîå ñîïðîòèâëåíèå ðàâíûì 1. Ñîåäèíèì ïðîòèâîïîëîæíûå âåðòèêàëüíûå ñòîðîíû ïëàñòèíêè ñ ïîëþñàìèèñòî÷íèêà ïîñòîÿííîãî òîêà. Ñîïðîòèâëåíèå ïëàñòèíêè áóäåò ðàâíî îòíîøåíèþ ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðîíû ê âåðòèêàëüíîé.Ïóñòü òåïåðü ïðÿìîóãîëüíèê ðàçðåçàí íà ìåíüøèå ïðÿìîóãîëüíèêè. Íàíåñåì íà ïëàñòèíêó âñå ëèíèè ðàçðåçà. Çàìåòèì,÷òî òîê ïî ïëàñòèíêå èäåò â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïîýòîìó åñëè ìû ðàçðåæåì ïëàñòèíêó ïî âñåì ãîðèçîíòàëüíûìëèíèÿì, òî åå ñîïðîòèâëåíèå íå èçìåíèòñÿ.Òåïåðü ìîæíî ðàçðåçàòü ïëàñòèíêó ïî âñåì âåðòèêàëüíûì ëèíèÿì, ñîåäèíèâ ïðè ýòîì ïðîâîäàìè ïàðû âåðòèêàëüíûõ ñòîðîíìåíüøèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, êîòîðûå ñîâìåùàëèñü â èñõîäíîì ïðÿìîóãîëüíèêå. ßñíî, ÷òî ñîïðîòèâëåíèå âñåé öåïè ïðè ýòîìíå èçìåíèòñÿ.Êàæäàÿ èç ìåíüøèõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèíîê â ïîëó÷åííîé öåïè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçèñòîð, ñîïðîòèâëåíèå êîòîðîãîðàâíî îòíîøåíèþ ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðîíû ñîîòâåòñòâóþùåé ïëàñòèíêè ê âåðòèêàëüíîé.Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè, ÷òî îáùåå ñîïðîòèâëåíèå öåïè, ïîñòðîåííîé ïî ðàçðåçàíèþ ïðÿìîóãîëüíèêà, ðàâíî îòíîøåíèþ åãîñòîðîí. Èç ýòîãî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è 14a.14b. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Ïóñòü U = 1. Ïóñòü ìèíèìóì âûäåëåíèÿ òåïëà äîñòèãàåòñÿ ïðè U1, U2, . . . , Un. Çà�èêñèðó-åì U2, U3, . . . , Un è áóäåì ðàññìàòðèâàòü âûäåëåíèå òåïëà êàê �óíêöèþ îò U1. Ïîñêîëüêó ýòà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììîéêâàäðàòîâ ëèíåéíûõ �óíêöèé è íå ïîñòîÿííà, ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê êîý��èöèåíò ïðè U2

1 ïîëîæèòåëåí. Ìèíèìóì êâàä-ðàòè÷íîé �óíêöèè äîñòèãàåòñÿ â âåðøèíå ïàðàáîëû, ïîýòîìó U1 = a2(R)U2 + a3(R)U3 + · · · + an(R)Un + a1(R), ãäå ai(R)� îòíîøåíèå ìíîãî÷ëåíîâ îò R ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ U1 â íàøó êâàäðàòè÷íóþ �óíêöèþ.Ïîëó÷èì �óíêöèþ îò (n− 1)-îé ïåðåìåííîé. Ýòà �óíêöèÿ êàê �óíêöèÿ îò U2 íå ìîæåò áûòü ïîñòîÿííîé (ðàññìîòðèòå, êàêâåä¼ò ñåáÿ òåïëîòà ïðè áîëüøèõ U2). �àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ïîëó÷èì Un = Pn(R)
Qn(R)

. Ïåðåõîäÿ îáðàòíî, íàõîäèì
Ui = Pi(R)

Qi(R)
. Îòñþäà îáùåå ñîïðîòèâëåíèå ðàâíî U2

P
= P (R)

Q(R)
.�åîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî îòíîøåíèå ñòîðîí ðàçðåçàåìîãî ïðÿìîóãîëüíèêà åñòü îòíîøåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñöåëûìè êîý��èöèåíòàìè îò îòíîøåíèé ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � äëèíû âåðòèêàëüíûõ ñòîðîí ïðÿ-ìîóãîëüíèêîâ, à R1, R2, . . . , Rn � èõ îòíîøåíèÿ ñòîðîí ãîðèçîíòàëüíîé ê âåðòèêàëüíîé. Ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìîãóòîáúåäèíÿòüñÿ â îòðåçêè. Ëèáî òàêîé îòðåçîê � ýòî ñòîðîíà áîëüøîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, è îòñþäà xi1 + xi2 + · · ·+ xis

= a èëè
xi1Ri1 +xi2Ri2 +· · ·+xis

Ris
= b, ëèáî ê ýòîìó îòðåçêó ñ äâóõ ñòîðîí ïðèëåãàþò ïðÿìîóãîëüíèêè ðàçðåçàíèÿ, äëÿ ñòîðîí êîòî-ðûõ ìû ìîæåì çàïèñàòü xi1 +xi2 +· · ·+xis

= xj1 +xj2 +· · ·+xjt
èëè xi1Ri1 +xi2Ri2 +· · ·+xis

Ris
= xj1Rj1 +xj2Rj2 +· · ·+xjs

Rjs
,çäåñü xi1 , xi2 , . . . , xis

- ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ îäíîé ñòîðîíû è xj1 , xj2 , . . . , xjt
� ñ äðóãîé.Çàïèøåì âñå òàêèå óðàâíåíèÿ (ïåðåìåííûìè áóäóò èêñû, a è b). Áóäåì âûðàæàòü ïî î÷åðåäè ïåðåìåííûå, êðîìå b, è ïîä-ñòàâëÿòü èõ â îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ. Íà÷í¼ì ñ a. Ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ âñåõ âîçìîæíîñòåé ïîëó÷èì, ÷òî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿïåðâîé ãðóïïû (â íåé a) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïåðåìåííûå äðóãîé ãðóïïû (â íåé b) ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé, êîý��èöèåíòûêîòîðîé � îòíîøåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò R1, R2, . . . , Rn:

a = ξ1x1 + ξ2x2 + · · · + ξnxn + ξb
xi = µi1x1 + µi2x2 + · · · + µinxn + µib (i = 1, 2, . . . ,n)Ïåðåìåííûå â ëåâîé ÷àñòè âûðàæàþòñÿ óðàâíåíèÿìè, â êîòîðûõ êîý��èöèåíòû íåíóëåâûå òîëüêî ïðè ïåðåìåííûõ âòîðîéãðóïïû (äëÿ ïåðåìåííûõ âòîðîé ãðóïïû äîáàâëåíû óðàâíåíèÿ xi = xi).Äîêàæåì, ÷òî âî âòîðîé ãðóïïå òîëüêî b. Ïóñòü íå òàê, è xn âî âòîðîé ãðóïïå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðèäàäèì çíà÷åíèÿïåðåìåííûì âòîðîé ãðóïïû òàê, ÷òîáû âñå ðàâåíñòâà âûïîëíÿëèñü è âñå ïåðåìåííûå áûëè ïîëîæèòåëüíûìè, òî ïîëó÷èìñîîòâåòñòâóþùåå ðàçðåçàíèå ïðÿìîóãîëüíèêà (äîêàæèòå). Âîçüì¼ì ïåðâîíà÷àëüíîå ðàçðåçàíèå, óâåëè÷èì xn íà ε òàê, ÷òî-áû âñå èêñû è a îñòàëèñü ïîëîæèòåëüíûìè. Ïîëó÷èì áîëüøîé ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a + ξnε è b, ðàçðåçàííûé íàïðÿìîóãîëüíèêè ñ âåðòèêàëüíûìè ñòîðîíàìè x1 + µ1nε, x2 + µ2nε, . . . , xn−1 + µn−1nε, xn + ε.Çàïèøåì ðàâåíñòâî ïëîùàäåé: (a + ξnε)b = R1(x1 + µ1nε)

2 + R2(x2 + µ2nε)
2 + · · · + Rn−1(xn−1 + µn−1nε)

2 + Rn(xn + ε)2 ⇒
(R1µ

2
1n +R2µ

2
2n + · · · +Rn−1µ

2
n−1n + 1)ε2 + (2R1x1µ1n + 2R2x2µ2n + · · · + 2Rn−1xn−1µn−1n + 2Rnxn − ξnb)ε = 0Ìû âèäèì, ÷òî íå áîëüøå äâóõ ε óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó ðàâåíñòâó, îäíàêî ïåðâîíà÷àëüíî ìû ìîãëè âçÿòü ëþáîå ε èç íåêîòîðîéìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Çíà÷èò, âñ¼-òàêè âî âòîðîé ãðóïïå íåò èêñîâ, òîëüêî b. Íó à êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, âñå ïåðåìåííûåïåðâîé ãðóïïû âûðàæàþòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ÷åðåç ïåðåìåííûå âòîðîé ãðóïïû, òî åñòü a = pb, ãäå p � îòíîøåíèåìíîãî÷ëåíîâ îò R1, R2, . . . , Rn.14. Îòâåò: íåò, íå ìîæåò. Óâåëè÷èì ñîïðîòèâëåíèå ýòîãî ðåçèñòîðà, îñòàâèâ íàïðÿæåíèå íåèçìåííûì íà âñåõ óçëàõ. Òîãäàâûäåëåíèå òåïëà óìåíüøèòñÿ, à ïîñëå ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíåò åù¼ ìåíüøå, çíà÷èò îáùåå ñîïðîòèâëåíèå óâåëè÷èòñÿ.14d. Ïóñòü ïðÿìîóãîëüíèê ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí R ðàçðåçàí íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí R è 1

R
, ïðè÷¼ì åñòü õîòÿáû îäèí ïðÿìîóãîëüíèê âòîðîãî âèäà. Ñäåëàâ ðàñòÿæåíèå ñ êîý��èöèåíòîì R, ïîëó÷èì êâàäðàò, ðàçðåçàííûé íà êâàäðàòû11



è ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí 1
R2 . Ïî çàäà÷å 14a èìååì ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü ñ ñîïðîòèâëåíèåì 1 èç ðåçèñòîðîâñîïðîòèâëåíèÿ 1 è 1

R2 . Ïî çàäà÷å 14b, îáùåå ñîïðîòèâëåíèå åñòü îòíîøåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè îò R.Ïðèðàâíèâàåì ê åäèíèöå.1) Åñëè îòíîøåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íå òîæäåñòâåííî 1, òî R ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè.2) Åñëè ìíîãî÷ëåíû ðàâíû, òî åñëè óâåëè÷èòü R, îáùåå ñîïðîòèâëåíèå îñòàíåòñÿ åäèíèöåé. Òîãäà ñîïðîòèâëåíèå ðåçèñòîðîâ ññîïðîòèâëåíèåì 1
R2 óìåíüøèòñÿ. Åñëè óìåíüøàòü èõ ïî î÷åðåäè, òî ïî ðåøåíèþ çàäà÷è 14ñ ïîëó÷èì, ÷òî îáùåå ñîïðîòèâëåíèåóìåíüøèëîñü - ïðîòèâîðå÷èå.ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ: ÏÎËÍÛÅ ÈÍÂÀ�ÈÀÍÒÛ.Â äàííîé çàäà÷å áûëè ïîñòðîåíû ïðèìåðû èíâàðèàíòîâ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò äîêàçûâàòü íåâîçìîæíîñòü íåêîòîðûõ ðàçðå-çàíèé. Åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàêèå èç ýòèõ èíâàðèàíòîâ ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè, òî åñòü â êàêèõ ñëó÷àÿõ ñîâïàäåíèå èíâàðèàíòîâäëÿ äâóõ ìíîãîóãîëüíèêîâ âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå òðåáóåìîãî ðàçðåçàíèÿ? Îêàçûâàåòñÿ, áîëüøèíñòâî èç ïîñòðîåííûõ íàìèèíâàðèàíòîâ â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè.Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî èíâàðèàíòà � Jl(M) (èíâàðèàíòà Õàäâèãåðà). Êàê ìû ïîêàçàëè, åñëè ìíîãîóãîëüíèê M ìîæ-íî ðàçðåçàòü íà íåñêîëüêî ìíîãîóãîëüíèêîâ è ñëîæèòü èç íèõ íîâûé ìíîãîóãîëüíèê M ′, èñïîëüçóÿ òîëüêî ïàðàëëåëüíûåïåðåíîñû ÷àñòåé, òî Jl(M) = Jl(M

′) (çàäà÷à 4). Îêàçûâàåòñÿ, â íåêîòîðîì ñìûñëå âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå:Òåîðåìà Õàäâèãåðà��ëþðà. [1℄ Ìíîãîóãîëüíèê M ìîæíî ðàçðåçàòü íà íåñêîëüêî ìíîãîóãîëüíèêîâ è ñëîæèòü èç íèõìíîãîóãîëüíèê M ′, èñïîëüçóÿ òîëüêî ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû ÷àñòåé, åñëè è òîëüêî åñëè ïëîùàäè ìíîãîóãîëüíèêîâ M è M ′ðàâíû, è äëÿ ëþáîé íàïðàâëåííîé ïðÿìîé l âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Jl(M) = Jl(M
′).Ìû íå çíàåì, âåðíî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ èíâàðèàíòà Jl,φ(M) (ñðàâíè ñ çàäà÷åé 5a). Èçâåñòíî, ÷òî îíî ñïðà-âåäëèâî â ÷àñòíîì ñëó÷àå φ = π. Â ýòîì ñëó÷àå Jl,φ(M) ≡ 0, è äðóãàÿ òåîðåìà Õàäâèãåðà��ëþðà óòâåðæäàåò: ëþáûå äâàìíîãîóãîëüíèêà ðàâíîé ïëîùàäè íà ïëîñêîñòè ìîæíî ðàçðåçàòü íà ìíîãîóãîëüíèêè ñ ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíûìè ñòîðî-íàìè. Íà ïåðâûé âçãëÿä â ýòî óòâåðæäåíèå òðóäíî ïîâåðèòü � íàïðèìåð, ðàññìîòðèòå íà ïëîñêîñòè äâà ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà,ïîâåðíóòûå äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà íà ìàëûé óãîë.Òåïåðü ïåðåéäåì ê ìíîãîãðàííèêàì. Íàáîð ïðÿìîóãîëüíèêîâ, êîòîðûé ìû ñîïîñòàâëÿåì ìíîãîãðàííèêó, íàçûâàåòñÿ åãîèíâàðèàíòîì Äåíà (ýòî îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî îáùåïðèíÿòîìó àëãåáðàè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ [2℄). Óäèâèòåëüíî, ÷òîóòâåðæäåíèå, â íåêîòîðîì ñìûñëå îáðàòíîå Ëåììå I, òàêæå ñïðàâåäëèâî:Òåîðåìà Ñèäëåðà. [1℄ Åñëè äâà ìíîãîãðàííèêà èìåþò ðàâíûå îáúåìû è ñîîòâåòñòâóþùèå èì íàáîðû ïðÿìîóãîëüíèêîâñòàíîâÿòñÿ �-ðàâíîñîñòàâëåííûìè ïîñëå äîáàâëåíèÿ ê íèì ïîäõîäÿùèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ âèäà l × π, òî äâà èñõîäíûõ ìíî-ãîãðàííèêà ðàâíîñîñòàâëåíû.Ïîñòðîåííûé íàìè èíâàðèàíò �-ðàâíîñîñòàâëåííîñòè íàáîðîâ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà ïëîñêîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, íîàíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü ïîëíûé èíâàðèàíò (èíâàðèàíò Êåíü�åíà [4℄).Â çàêëþ÷åíèå îáñóäèì äîñòàòî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ íàìè óñëîâèé íà ÷èñëà α, β, γ è x â Çàäà÷àõ A, B, D. Ìû íå çíàåì,ìîæåò ëè ÷èñëî x â Çàäà÷å D áûòü êîðíåì ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè. Îäíàêî â áëèçêîé çàäà÷åî ðàçðåçàíèè êâàäðàòà íà ïîäîáíûå ïðÿìîóãîëüíèêè îòâåò îòðèöàòåëüíûé:Òåîðåìà Ëàñêîâè÷à�Ñåêêåðåøà�Ôðàéëèíãà��èííà. [3, 5℄ Äëÿ êàæäîãî x > 0 ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿ:(1) êâàäðàò ìîæíî ðàçðåçàòü íà ïîäîáíûå ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí x;(2) ÷èñëî x � àëãåáðàè÷åñêîå è âñå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, åìó ñîïðÿæåííûå, èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü;(3) ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà c1, c2, . . . , cn, òàêèå ÷òî

c1x+
1

c2x+
1

· · · +
1

cnx

= 1.Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàò ìîæíî ðàçðåçàòü íà ïîäîáíûå ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí 2 +
√

2, íî íåëüçÿ � íàïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí 1 +
√

2.Íàì íåèçâåñòíî ïîëíîå îïèñàíèå óãëîâ α, β, γ, äëÿ êîòîðûõ òðåóãîëüíèêè â Çàäà÷àõ A è B ìîæíî ðàçðåçàòü. Íåèçâåñòíîäàæå, ñóùåñòâóåò ëè íåïðÿìîóãîëüíûé, íåðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, êîòîðûé ìîæíî ðàçðåçàòü íà íåñêîëüêî ïîäîáíûõåìó, íî ïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòèðîâàííûõ òðåóãîëüíèêîâ.ÁËÀ�ÎÄÀ�ÍÎÑÒÈ.Àâòîðû áëàãîäàðíû Ñ. Äîðè÷åíêî, À. Çàñëàâñêîìó, Ê. Êîõàñþ, �. ×åëíîêîâó è À. Øàïîâàëîâó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À.[1℄ Áîëòÿíñêèé Â.�., �àâíîâåëèêèå è ðàâíîñîñòàâëåííûå �èãóðû, Ïîïóëÿðíûå ëåêöèè ïî ìàòåìàòèêå, âûïóñê 22, Ì. 1956.[2℄ Ôóêñ Ä., Ìîæíî ëè èç òåòðàýäðà ñäåëàòü êóá?, �Êâàíò� 11 (1990), 2�11.[3℄ Freiling C., Rinne D., Tiling a square with similar retangles, Math. Res. Lett. 1 (1994), 547�558.[4℄ Kenyon R., Tilings and disrete Dirihlet problems, Israel Journal of Mathematis 105 (1998), 61�84.[5℄ Laszkovih M., Szekeres G., Tiling of the square with similar retangles, Disr. Comp. Geometry 13 (1995), 569�572.
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