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ïËÏÎÞÁÎÉÅ ÓÔÁÔØÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ËÏÎÉËÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ, ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ
ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÅÒ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÔÁÔØÉ ÎÁÐÅÞÁÔÁÎÁ
× ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ ÖÕÒÎÁÌÁ.

ëÏÎÅÃ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á × ÔÅËÓÔÅ ÐÏÍÅÞÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞËÏÍ ¤. äÌÑ ËÏÔÁÎÇÅÎÓÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÍÅÖ-
ÄÕÎÁÒÏÄÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ cot, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÉÎÑÔÏÇÏ × òÏÓÓÉÉ ctg.

§ 6. òÁ×ÎÏË×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ËÏÎÉËÁ

úÁÍÅÎÉÍ ÒÁ×ÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ðÁÁÛÁ ÎÁ ÐÁÒÙ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÕÇÌÙ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ | ÔÁË, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÐÁÒÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ1.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ, ×Ï ÍÎÏÇÏÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁÍ 5.1 É 5.2.
ôÅÏÒÅÍÁ 6.1. ÷ÓÅ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ (ÉÌÉ ÉÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÈ) ÉÓÈÏÄ-

ÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÁÒ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× (ÎÏ
ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÏÂÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÐÁÒÙ!) | ×ÓÅÇÄÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ.

ãÅÎÔÒ ËÏÎÉËÉ (×ÓÅÇÄÁ ËÏÎÅÞÎÙÊ) ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ X(590) × åôó Ó ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁ-
ÔÁÍÉ ×ÉÄÁ

2 + cotB + cotC : 2 + cotC + cotA : 2 + cotA+ cotB = 4S + a2 : 4S + b2 : 4S + c2:

òÉÓ. 15.

ïÎÁ ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË GK2 × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ: GX590
KX590

= 1
12 · a

2+b2+c2
S .

ôÉÐ ËÏÎÉËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÇÌÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ:

• ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÇÏ ÕÇÌÙ ÍÅÎØÛÅ 3�
4 (1350), ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÓ (ÒÉÓ. 16);

• ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÕÇÏÌ, ÂÏÌØÛÉÊ 3�
4 , ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ (ÒÉÓ. 17);

• ÅÓÌÉ ÖÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÕÇÌÏ× × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ 3�
4 , ÔÏ ËÏÎÉËÁ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ÐÁÒÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ

ÐÒÑÍÙÈ3 (ÒÉÓ. 18).
1åÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÔÕÐÏÕÇÏÌØÎÙÊ, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ Ä×ÕÈ ÐÁÒ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÏÂÑÚÁ-

ÔÅÌØÎÏ ÐÏÐÁÄÕÔ ÎÁ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ | Á ÉÍÅÎÎÏ, Ë×ÁÄÒÁÔÏ× Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ, ÓÏÄÅÒ-
ÖÁÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ×ÅÒÛÉÎÕ ÔÕÐÏÇÏ ÕÇÌÁ.

2K | ÔÏÞËÁ ìÅÍÕÁÎÁ (X(6) Õ ëÉÍÂÅÒÌÉÎÇÁ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ÃÅÎÔÒÏÉÄÕ G | ÓÍ. [1]{[3],
[6]. ðÒÑÍÕÀ GK ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÓØÀ ìÅÍÕÁÎÁ.

3ðÒÉÞÅÍ Ä×Å ÐÁÒÙ ÒÁ×ÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÕÀ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÔÕÐÏÇÏ ÕÇÌÁ. þÅÒÅÚ
ÎÅÅ ÖÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ \ÓÅÒÅÄÉÎÎÁÑ" ÐÁÒÁÌÌÅÌØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÔÏÞËÕ X (590).
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òÉÓ. 16.

òÉÓ. 17.

òÉÓ. 18.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÐÏÞÔÉ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÐÏ×ÔÏÒÑÀÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍ
5.1 É 5.2 (Á ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 5.2).

÷ÙËÌÁÄËÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ, ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ×ÓÀÄÕ ÐÏÍÅÎÑÔØ ËÏÔÁÎÇÅÎÓÙ
ÐÏÌÏ×ÉÎÎÙÈ ÕÇÌÏ× ÎÁ �ÐÒÏÓÔÏ� ÉÈ ËÏÔÁÎÇÅÎÓÙ: cot A2 → cotA; cot B2 → cotB; cot C2 →
→ cotC.

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÎÉËÉ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ × ×ÉÄÅ

d(2 + d)x2 + e(2 + e)y2 + f(2 + f)z2 − 2(2 + e+ f + ef)zy −
− 2(2 + f + d+ fd)2(2 + d+ e+ de)yx = 0;

(ÇÄÅ d = cotA; e = cotB É f = cotC). ÷ÉÄ ËÏÎÉËÉ ÂÕÄÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØÓÑ ÚÎÁËÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ � =
16(1 + d)(1 + e)(1 + f)(3 + (d+ e+ f)).

é, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ d = −1 (Ô.Å. cotA = −1; A = 3
�4) ËÏÎÉËÁ ÒÁÓÐÁÄÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ

ÐÒÑÍÙÅ x− ey + (f + 2)z = 0 É x+ (e+ 2)y − fz = 0: é Ô.Ä. É Ô.Ð. ¤
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.1. �ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ� ÂÏÎÕÓ | ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ ëÉÐÅÒÔÁ!
ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, × ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ Ó ÒÁ×ÎÙÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÐÒÑÍÙÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ

ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÐÁÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ËÏÎËÕÒÅÎÔ-
ÎÙ.

á ËÁË ÖÅ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ × �ÒÁ×ÎÏË×ÁÄÒÁÔÎÏÍ� ÁÎÁÌÏÇÅ? ëÁÓÁÎÉÅ ×ÅÄØ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅ ÏÂÝÉÅ ÔÏÞËÉ ÏÂÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÒÏÊËÁ ÐÒÑÍÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÐÒÏÔÉ-
×ÏÌÅÖÁÝÉÍÉ ÉÍ �×ÅÒÈÎÉÍÉ� ÔÏÞËÁÍÉ ËÁÓÁÎÉÑ, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ × ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÏÉÄÅ G.

îÅÓÌÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÓÔÏÒÏÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ×ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔÙ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÕÇÌÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË), ÞÔÏ ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙÍÉ ÂÕÄÕÔ
ÅÝÅ Ä×Å ÔÒÏÊËÉ ÐÒÑÍÙÈ | ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ×ÅÒÛÉÎÙ Ó �ÎÉÖÎÉÍÉ� ÔÏÞËÁÍÉ (É ÔÏÞËÏÊ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ X(485) Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ

sinA
sinA+ cosA : sinB

sinB + cosB : sinC
sinC + cosC =

sinA csc
(
A+ �

4
)

: sinB csc
(
B + �

4
)

: sinC csc
(
C + �

4
)
:

üÔÏ | ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÔÏÞËÁ ÷ÅËÔÅÎÁ (Vecten point). åÅ ÅÝÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÐÏÓÔÒÏÉ× ÎÁ
ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ×Ï×ÎÅ, Á ÚÁÔÅÍ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÉÈ ÃÅÎÔÒÙ Ó ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍÉ
×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.)

äÒÕÇÁÑ ÖÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÉÈ ÏÂÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÁÒ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× (É ÔÏÞËÏÊ ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÏÓÔÉ ÚÄÅÓØ ÏËÁÖÅÔÓÑ X (3316) c ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ

sinA
2 sinA+cosA : sinB

2 sinB+cosB : sinC
2 sinC+cosC . (íÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ×ÓÅ ÜÔÉ ÎÅÓÌÏÖÎÙÅ ×ÙËÌÁÄËÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ)

(ÒÉÓ. 19).

òÉÓ. 19.

ôÕÔ-ÔÏ É ÒÏÄÉÌÁÓØ ÇÉÐÏÔÅÚÁ | Á ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ËÏÎ-
ËÕÒÅÎÔÎÏÓÔÉ? ôÏÌØËÏ ÎÁÄÏ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ, ÐÏ ËÁËÏÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÔÒÏÊËÕ ÔÏÞÅË ÎÁ
ÓÍÅÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ. ðÅÒ×ÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÉÛÌÏ × ÇÏÌÏ×Õ (É ËÁË ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÐÒÉÛÌÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÕÄÁÞÎÏ) |
ÓÔÁÎÅÍ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÓÍÅÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÁÒ, ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÔÒÅÚ-
ËÉ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ÎÉÖÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÂÝÉÈ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ É ËÏÎÃÏÍ × ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÍÅÌÉ ÂÙ ÄÌÉÎÕ,
ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÐÁÒÙ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ
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ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ ÏÔÒÅÚËÏ× (ÐÒÉÞÅÍ ×ÓÅ ÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ ÏÔËÌÁ-
ÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÌÉÂÏ ×Ï×ÎÅ, ÌÉÂÏ ×Ï×ÎÕÔÒØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ).

ëÏÍÐØÀÔÅÒ ÜÔÕ ÄÏÇÁÄËÕ ÐÏÄÔ×ÅÒÄÉÌ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ, É ÄÁÖÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ.
óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÏÎÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÖÅÌÅÚÑËÅ | ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÔÒÏÊËÉ ÐÒÑÍÙÈ

ÐÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÎÏ É ÐÒÉÔÏÍ �ÚÁÍÅÔÁÀÔ� ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ çíô (ÐÏ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÍÕ ÓÏ×ÓÅÍ ËÏÒÏÔËÏ |
locus) | Á ÉÍÅÎÎÏ, Ô.Î. ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ ëÉÐÅÒÔÁ | ÜÔÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÏÌÏ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, É ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÏÉÄ G É ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ H (ÒÉÓ. 20).

òÉÓ. 20.

ðÏÎÁÞÁÌÕ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ (ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.1) ÚÁÓÔÁÌ ÍÅÎÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÒÁÓÐÌÏÈ, ÎÏ ÐÏ-
ÔÏÍ Ñ ÏÂÒÁÔÉÌ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á, × Ó×ÅÔÅ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ó£ ÓÔÁÌÏ ×ÙÇÌÑÄÅÔØ
ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÛ ×ÙÂÏÒ ÔÒÅÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÏÂÝÉÈ ÐÒÑÍÙÈ × �ÒÁ×ÎÏË×ÁÄÒÁÔÎÏÊ�
ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÈ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÏ×, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÎÁ ÓÍÅÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÁÒ, ËÁË ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÈ, Ó ÏÄÉÎÁËÏ-
×ÙÍÉ ÐÒÉ ÎÉÈ ÕÇÌÁÍÉ ' (−�

2 ≤ ' ≤ �
2 ), ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÕÇÌÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �×ÎÅÛÎÑÑ�

×ÅÒÛÉÎÁ, Á ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ | �×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ�. ðÒÅÄÅÌØÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ' = ±�
2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÔÏ-

ÃÅÎÔÒ î | ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÔÏÇÄÁ ÕÈÏÄÑÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ
É �ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ� | Ó ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÏÚÉÃÉÊ | × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ
×ÙÓÏÔ.

á ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍÕ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ' = 0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÔÏÞËÁ
÷ÅËÔÅÍÁ X(485).

îÏ É Ó ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ ëÉÐÅÒÔÁ ÄÅÌÁ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁËÉÅ ÖÅ.
÷ÏÔ ÅÅ ÓÈÏÖÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÐÅÒÓÐÅËÔÏÒÏ× ëÉÐÅÒÔÁ
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÒÛÉÎÙ Pa('); Pb('); Pc(') ÔÒÅÈ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÏ×, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ËÁË ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÈ, Ó ÏÄÉÎÁËÏ-
×ÙÍÉ ÐÒÉ ÎÉÈ ÕÇÌÁÍÉ '(−�

2 ≤ ' ≤ �
2 ), ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÕÇÌÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �×ÎÅÛÎÑÑ�

×ÅÒÛÉÎÁ, Á ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ | �×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ� (ÒÉÓ. 21).
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òÉÓ. 21.

ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ APa('); BPb('); CPc(') ×ÓÅÇÄÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÞËÁÈ P', É ×ÓÅ
ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÏÒ-
ÔÏÃÅÎÔÒ H É ÃÅÎÔÒÏÉÄ G. üÔÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÑÍÏÊ OK (ÔÁË
ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÏÓÉ âÒÏËÁÒÁ).

éÔÁË, ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÐÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ | ÎÏ ×ÓÅ ÖÅ ÐÏËÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÑÓÎÙÍ É ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÍ
ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ É ÄÁÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÂÏÉÈ çíô (ÐÅÒÓÐÅËÔÏÒÏ× ëÉÐÅÒÔÁ | É �ÒÁ×ÎÏË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ�
| Ô.Å. ÐÏËÁ ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÐÒÉ×ÅÌÉ ÅÝÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ 6.1 É 6.2)

îÉÖÅ ÍÙ ÜÔÉ ÐÒÏÂÅÌÙ ×ÏÓÐÏÌÎÉÍ, ÎÏ ÐÒÅÖÄÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÅÝÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Á ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ ëÉÐÅÒÔÁ É ×ÏÏÂÝÅ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ËÏÎÉË ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×, ÐÒÏÓÔÏ ÉÚ ÌÀÂ×É, ËÁË ÇÏ-
×ÏÒÉÔÓÑ, Ë ÞÉÓÔÏÍÕ ÉÓËÕÓÓÔ×Õ. (åÓÌÉ ËÏÇÏ-ÔÏ ÉÚ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ ÜÔÏ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ | ×ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ
ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ ÉÍÅÀÔÓÑ × [1], [2], [6], [8], [9]. ÷ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ [1] É [8]. ðÏÍÉÍÏ
×ÓÅÇÏ ÐÒÏÞÅÇÏ, ÔÁÍ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÞÉÓÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 6.2, ÏÓÎÏ-
×ÁÎÎÏÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÍÏÝÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ | ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ óÏÎÄÁ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏ, Ó ÅÅ ÐÏÍÏÝØÀ
ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.1 | É ÍÙ ÏÞÅÎØ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ
ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ).

éÔÁË, ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÂÙÔØ:
æÁËÔ 6.1. ÷ÓÑËÁÑ ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ËÏÎÉËÁ ÅÓÔØ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÎÅËÏ-

ÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÐÒÑÍÁÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ | ÔÏ ÐÏÓÌÅ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÌÕÞÉÍ ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ; ÅÓÌÉ ËÁÓÁÅÔÓÑ | ÐÁÒÁÂÏÌÕ; ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÎÅÔ | ÔÏ ÜÌ-
ÌÉÐÓ. þÔÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ | ÏÎÁ É ÔÏÌØËÏ ÏÎÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ
ÐÒÉ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÉ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ).

æÁËÔ 6.2. åÓÌÉ ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ËÏÎÉËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ H, ÔÏ ÏÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÒÁ×-
ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÀÀ ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ (Ô.Å. ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÅÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ), Á ÃÅÎÔÒ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
üÊÌÅÒÁ (ÏÎÁ ÖÅ | ÄÅ×ÑÔÉ ÔÏÞÅË).

(á ÔÁË ËÁË ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ ëÉÐÅÒÔÁ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÓÏÄÅÒÖÉÔ, ÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÐÒÁ-
×ÅÄÌÉ×Ï É ÄÌÑ ÎÅÅ.)

æÁËÔ 6.3. þÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ ëÉÐÅÒÔÁ Ó ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ X (98) | ÔÏÞËÁ ôÁÒÒÉ (Tarry point).

æÁËÔ 6.4. áÓÉÍÐÔÏÔÙ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ ëÉÐÅÒÔÁ (ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ × ÅÅ ÃÅÎÔÒÅ) ÅÓÔØ
ÐÒÑÍÙÅ óÉÍÓÏÎÁ{÷ÁÌÌÉÓÁ4, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÓÉ âÒÏËÁÒÁ OK Ó ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ.

æÁËÔ 6.5. ãÅÎÔÒ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ ëÉÐÅÒÔÁ ÅÓÔØ ÔÁËÖÅ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ É
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÐÏÄÅÒÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÃÅÎÔÒÏÉÄÁ G | ÉÚ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅ-
ÎÉÑ ÜÔÏ ÔÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÌÉÖÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ Ë ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÕ H.

4åÓÌÉ ÏÐÕÓËÁÔØ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ ò ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ ÎÁ ÐÒÑÍÙÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÔÏ
ÉÈ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÓÌÕÖÁÔ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÏ×ÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÅÄÁÌØÎÙÍ (ÉÌÉ ÐÏÄÅÒÎÙÍ) ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÏÍ ÔÏÞËÉ ò ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ÏÔÒÅÚÏË ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ ò ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ á÷ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. á ÐÒÑÍÙÅ, ÜÔÉ ÏÔÒÅÚËÉ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ, É ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
ÐÒÑÍÙÍÉ óÉÍÓÏÎÁ{÷ÁÌÌÉÓÁ ÔÏÞËÉ ò .
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æÁËÔ 6.6. çÉÐÅÒÂÏÌÁ ëÉÐÅÒÔÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ × ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅÍ: (

b2 − c2) yz +
(
c2 − a2) zx+

(
a2 − b2

)
xy = 0:

÷ÐÅÞÁÔÌÑÅÔ, ÎÅ ÐÒÁ×ÄÁ ÌÉ (ÒÉÓ. 22)?

òÉÓ. 22.

é ÍÙ ÔÅÐÅÒØ, Ó ÞÉÓÔÏÊ ÓÏ×ÅÓÔØÀ, ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÏÂÅÝÁÎÎÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÍ | ÏÂÁ ÏÎÉ ÎÏÓÑÔ
×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ É ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ëÏÎ×ÅÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÎÁÞÁÌÁ
ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏ× Ï ÎÉÈ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.2 (ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ëÏÎ×ÅÑ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á). ÷ ËÏÎÃÅ ÐÒÏÛÌÏÇÏ
×ÅËÁ ×ÙÄÁÀÝÉÊÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉË äÖÏÎ ëÏÎ×ÅÊ ××ÅÌ × ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÉÍ×ÏÌ:
S� =

def
2SABC · cot �, ÇÄÅ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, SABC | ÐÌÏÝÁÄØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, Á � | ÎÅ-

ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÕÇÏÌ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ (É Ô.Ä.) ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÔÁË:
S� · S' =

def
S�'.

ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÎÏÔÁÃÉÑ ëÏÎ×ÅÑ ÂÕË×ÁÌØÎÏ �ÚÁÔÏÞÅÎÁ� ÐÏÄ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÏÓÔÒÏ-
ÅÎÉÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÄÁÎÎÏÇÏ. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÉÍ×ÏÌÏ× ëÏÎ×ÅÑ.

1) SA = b2+c2−a2
2 ;SB = c2+a2−b2

2 ;SC = a2+b2−c2
2 .

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, SA = 2S · cosA
sinA = 2S · b2+c2−a2

2bc · bc2S = b2+c2−a2
2 (ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÓÉÎÕÓÏ× É ÆÏÒ-

ÍÕÌÙ ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÐÏÌÏ×ÉÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎ ÎÁ ÓÉÎÕÓ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ�
| ÇÄÅ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, A;B;C É a; b; c | ÕÇÌÙ É ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC).
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2) SB + SC = a2;SC + SA = b2;SC + SA = c2 (ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ); É ÔÏÇÄÁ ÅÝÅ
SA + SB + SC = a2+b2+c2

2 .

3) SBC +SCA+SAB = 4S2 (ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Å, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÍ × ÌÀÂÏÍ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ: cotBcotC + cotCcotA+ cotAcotB = 1).

4) ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÁ H (tanA : tanB : tanC) É ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÅÍÕ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÃÅÎÔÒÁ
ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ï

(
a2cotA : b2cotB : c2cotC

)
× ÓÉÍ×ÏÌÁÈ ëÏÎ×ÅÑ ÐÒÉÍÕÔ ×ÉÄ: H =

1
SA : 1

SB : 1
SC = SBC : SCA : SAB (É ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÍÁÓÓÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÅÓÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÉÈ

ÐÒÁ×ÕÀ ÆÏÒÍÕ ÚÁÐÉÓÉ, ÅÓÔØ 4S2, ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 3); O = a2SA : b2SB : c2SC = (SB + SC)SA :
(SC + SA)SB : (SC + SA)SB (ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 2) | É × ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÓÕÍÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁ×ÎÁ,
ÐÏÎÑÔÎÏ, 2 (SBC + SCA + SAB) = 8S2.

5) æÏÒÍÕÌÁ ëÏÎ×ÅÑ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ BC ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË
BPaC É ÐÕÓÔØ ∠CBPa = �;∠BCPa =  (−�

2 ≤ �;  ≤ �
2 , ÐÒÉÞÅÍ ÏÂÁ ÕÇÌÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-

ÎÙÅ: ÕÇÏÌ � ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙ ÉÌÉ
ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÂÈÏÄÁ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× CBPa É CBA. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÕÇÏÌ 
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙ ÉÌÉ ÎÅÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÅ-
ÎÉÑ ÏÂÈÏÄÁ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× BCP a É BóA).
ôÏÇÄÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÏ×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ: Pa = −a2 : SC + S : SB + S� (ÒÉÓ. 23).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ P ÍÏÖ-
ÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×: Pa = SPBC :
SAPC : SABP (ÐÅÒÅÄ ÐÌÏÝÁÄØÀ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÚÎÁË �ÐÌÀÓ�, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÏÒÉ-
ÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC, ÅÓÌÉ ÖÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙ, ÔÏ
ÓÔÁ×ÉÔÓÑ �ÍÉÎÕÓ� | ÓÍ. [2], [6], [10]).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ5, ÕÇÌÙ �;  ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, Á × ÔÒÏÊËÅ
ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÂÕÄÅÔ ÐÅÒ×ÁÑ.

òÉÓ. 23.
5ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÁÚÂÉÒÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ | É, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ.
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ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Pa = −1
2a · c1 · sin� : 1

2b · b1 · sin( +C) : 1
2c · c1 · sin(� +B) =(ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÄÁÌÅÅ

ÆÏÒÍÕÌÕ ÓÕÍÍÙ ÓÉÎÕÓÏ×, Á ÔÁËÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ)

= −a · c1 · sin� : b · b1 · (sin  cosC + sinC cos ) : c · c1 · (sin� cosB + sinB cos�):

ôÅÐÅÒØ ÕÍÎÏÖÉÍ ×ÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ a
c1·sin� =(ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÉÎÕÓÏ×) = a

b1·sin  , ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÅÒ×ÁÑ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÓÒÁÚÕ ÐÒÉÍÅÔ ÉÓËÏÍÙÊ ×ÉÄ: −a2. á ÓÏ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚÏÊÄÕÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÅÔÁÍÏÒÆÏÚÙ:

a · b · b1 · (sin  cosC + sinC cos )
b1 · sin  = (ab cosC + ab sinC) cot  = (ab sinC) cotC + (ab sinC) cot  =

2S cotC + 2S cot  = SC + S :

é, ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ÔÒÅÔØÑ ÐÒÅÄÓÔÁÎÅÔ ËÁË ÓÕÍÍÁ SB + S�6.¤
ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÎ×ÅÑ ÍÙ ÔÅÐÅÒØ ÂÙÓÔÒÅÎØËÏ ÄÏËÁÖÅÍ ÏÂÁ ÎÁÛÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÎÁÞÁ×

ÓÏ ×ÔÏÒÏÇÏ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 6.2. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ëÏÎ×ÅÑ,

ÓÒÁÚÕ ÎÁÊÄÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×:

Pa(') = −a2 : SC + S' : SB + S';
Pb(') = SC + S' : −b2 : SA + S';
Pc(') = SB + S' : SA + S' : −c2

(ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Å ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ
ÓÄ×ÉÇÁÍÉ).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ Ä×Å ÔÏÞËÉ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÏ × ×ÉÄÅ∣∣∣∣∣∣

p q r
p1 q1 r1
p2 q2 r2

∣∣∣∣∣∣
= 0; Ô.Å. (q1r2 − q1r2) p + (p2r1 − p1r2) q + (p1q2 − p2q1) r = 0 (ÓÍ. [2], [6], [10]), ÔÏ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ APa(') ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ, ËÁË

∣∣∣∣∣∣

p q r
1 0 0
p1 q1 r1

∣∣∣∣∣∣
= 0 É ÐÒÑÍÁÑ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ

0 : −r1 : q1. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÑÍÏÊ BPb(') ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ,
× ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÒÏÊËÁ r2 : 0 : −p2.

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÐÒÑÍÙÈ Ó ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ Ó×ÑÚÁÎÙ ×ÓÅ Ó ÔÅÍ

ÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ

∣∣∣∣∣∣

p q r
p1 q1 r1
p2 q2 r2

∣∣∣∣∣∣
, ÔÏÌØËÏ Ä×Å ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÅÇÏ ÓÔÒÏËÉ | ÜÔÏ ÕÖÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ

ÐÒÑÍÙÈ, Á ÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË7 (ÓÍ. [2], [6], [10]).
÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ:

Pa;b(') =

∣∣∣∣∣∣

p q r
0 −r1 q1
r2 0 −p2

∣∣∣∣∣∣
= r1p2 : q1r2 : r1r2 =

= (SB + S')(SC + S') : (SC + S')(SA + S') : (SB + S')(SA + S') =

= 1
SA + S'

: 1
SB + S'

: 1
SC + S'

:

6óÏ×ÅÒÛÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÄÒÏÂÉ b1 · sin  ÚÁÍÅÎÑÔØ ÎÁ b1 · sin  ÕÖÅ ÎÅÔ
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

7á ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÐÁÒÕ ÔÏÞÅË, É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÐÒÑÍÙÈ | ÅÓÔØ ÎÉ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÏÞÅÒÅÄÎÏÅ ÐÒÏÑ×ÌÅÎÉÅ ×ÅÌÉËÏÇÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ
Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ | ÓÍ. [1], [2].
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ëÁË ×ÉÄÉÍ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÙÄÅÒÖÉ×ÁÀÔ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÓÄ×ÉÇÉ | ÞÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÍÏÖÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ
ÌÉÛØ ÏÄÎÏ: Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÁÒ ÐÒÑÍÙÈ, Ô.Å. ÔÏÞËÉ Pb;c(') É
Pc;a(') | ÉÍÅÀÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÁËÉÅ ÖÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÐÅÒÓÐÅËÔÏÒÏ×
ëÉÐÅÒÔÁ ÄÏËÁÚÁÎÏ:

ÐÒÑÍÙÅ APa('); BPb('); CPc(') ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ' (−�
2 ≤ ' ≤ �

2 ) ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ×
ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÞËÁÈ P' = 1

SA+S' : 1
SB+S' : 1

SC+S' .
ðÒÉÞÅÍ, ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ' = ±�

2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ î, ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍÕ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÀ
' = 0 | ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÃÅÎÔÒÏÉÄ G.

îÁËÏÎÅÃ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÍ P':
P l' = a2 (SA + S') : b2 (SB + S') : c2 (SB + S'). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÎÅËÁÑ

ÐÒÑÍÁÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ8: p = a2SA + a2t : q = b2SB + b2t : c2SB + c2t, ÇÄÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒ
t = S' = 2Scot' ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−∞; ; +∞). íÏÖÎÏ ÄÁÖÅ ÓÞÉÔÁÔØ,
ÞÔÏ t ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÐÒÉ ' = 0. ðÒÑÍÁÑ ÜÔÁ ÐÒÉ t = 0 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ
O = a2SA : b2SB : c2SC | ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ; Á
ÐÒÉ t = ∞ | ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ìÅÍÕÁÎÁ K = a2 : b2 : c2 | Ô.Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓØÀ âÒÏËÁÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
ABC.

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒÓÐÅËÔÏÒÏ× ëÉÐÅÒÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÑÍÏÊ OK,
É, ÚÎÁÞÉÔ (ÐÏ æÁËÔÕ 6.1), É ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÚÁÍÅÔÁÅÔ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÇÉ-
ÐÅÒÂÏÌÕ. ¤

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 6.1. ÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÎÁÞÁÌÕ | Ô.Å. Ë �ÒÁ×ÎÏË×ÁÄÒÁÔÎÏÊ� ËÏÎÆÉ-
ÇÕÒÁÃÉÉ. ÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ (ÒÉÓ. 24).

òÉÓ. 24.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 6.2. óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕ-
ÌÅ ëÏÎ×ÅÑ,

Pa(') = −a2 : SC + S : SB + S�;
îÏ

S� = 2Scot� = 2S
(BR+RQ

QPa(')

)
= 2S

( la cotB + la
xa

)
= (ÐÏÓËÏÌØËÕ la

xa
= cot') =

8îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ P1 (x1 : y1 : z1) É P2 (x2 : y2 : z2) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ × ×ÉÄÅ x = x1 + x2t : y = y1 + y2t : z = z1 + z2t . îÁÐÒÉÍÅÒ, ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ÔÏÞÅË (Ä×ÕÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ É ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ), ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÐÏÓËÏÌØ-
ËÕ �ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ� ÓÔÒÏËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ �ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ�. é ÐÒÉ t = 0 ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞËÕ P1, Á ÐÒÉ
t = ∞ | P2 . ÷ÅÄØ ÅÓÌÉ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ t ×ÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÔÏ ×ÏÚÎÉËÎÅÔ ÔÏÞËÁ x2 + x1

t : y2 + y1
t : z2 + z1

t , ËÏÔÏÒÁÑ
ÐÒÉ t→∞ × ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÅÒÅÊÄÅÔ × ÔÏÞËÕ P2 .
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2ScotB · cot'+2Scot' = SB · S'
2S + S':

é, ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, S = SC ·S'
2S + S'.

úÎÁÞÉÔ, Pa(') = −a2 · 2S : 2S · SC + S' (2S + SC) : 2S · SB + S' (2S + SB).
äÒÕÇÉÅ Ä×Å ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ:

Pb(') = 2S · SC + S' (2S + SC) : −b2 · 2S : 2S · SA + S' (2S + SA);
Pc(') = 2S · SB + S' (2S + SB) : 2S · SA + S' (2S + SA) : −c2 · 2S:

óÏ×ÅÒÛÉ× ÚÁÔÅÍ, ÓÌÅÄ × ÓÌÅÄ É ÛÁÇ × ÛÁÇ, ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å
ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ APa('); BPb('); CPc(') ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ
'(−�

2 ≤ ' ≤ �
2 ) ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÞËÁÈ

P' = 1
2S · SA + S' (2S + SA) : 1

2S · SB + S' (2S + SB) : 1
2S · SC + S' (2S + SC) :

ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÍ P', ÔÏÞËÉ P l' | ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÑ-
ÍÕÀ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ p = 2S · SA · a2 + a2 (2S + SA) t : q = 2S · SB · b2 +
+ b2 (2S + SB) t : r = 2S · SC · c2 + c2 (2S + SC) t.

ðÒÉ t = 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞËÕ O = a2SA : b2SB : c2SC (ÓÏËÒÁÔÉ× ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ 2S) |
ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ; Á ÐÒÉ t = ∞ | ÎÅËÕÀ ÔÏÞËÕ
P Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ 2S · a2 +SA·a2 : 2S · b2 +SB·b2 : 2S · c2 +SC ·c2, ËÏÔÏÒÙÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÙ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ O = a2SA : b2SB : c2SC (Ó ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÁÓÓÏÊ
8S2; ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 4) ÓÉÍ×ÏÌÏ× ëÏÎ×ÅÑ) É ÔÏÞËÕ ìÅÍÕÁÎÁ K = 2S · a2 : 2S · b2 : 2S · c2 (c ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ
ÍÁÓÓÏÊ 2S(a2 + b2 + c2)).

éÚ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÒÙÞÁÇÁ ÔÏÇÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ P ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ OK (Ô.Å. ÎÁ ÏÓÉ
âÒÏËÁÒÁ) É ÄÅÌÉÔ ÅÇÏ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ OP

KP = 1
4 · a

2+b2+c2
S .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÁ×ÎÏË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ� ÐÅÒÓÐÅËÔÏÒÏ× ÅÓÔØ ÔÁËÖÅ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ
ÏÂÒÁÚ ÐÒÑÍÏÊ OK, É, ÚÎÁÞÉÔ (ÐÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 6.2) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÇÉÐÅÒ-
ÂÏÌÕ ëÉÐÅÒÔÁ. ¤

§ 7. ëÏÎÉËÉ ÂÙ×ÁÀÔ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ

÷ÓÅ ×ÙÛÅÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÎÅ×ÏÌØÎÏ ÎÁ×ÏÄÑÔ ÎÁ ÍÙÓÌØ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÏÎÆÉÇÕ-
ÒÁÃÉÑ, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÁÑ ÔÅÍ ÉÌÉ ÉÎÙÍ ÚÁËÏÎÁÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ É ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ 6 ÔÏÞÅË, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ É ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÓÅÇÄÁ ÚÁÄÁÅÔ
ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÏÎÉËÕ, ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ.

õ×Ù, ÜÔÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ÖÉÚÎØ, ËÁË É ÐÏÌÏÖÅÎÏ, ÕÓÔÒÏÅÎÁ
ÎÅ ÔÁË ÐÒÏÓÔÏ, ËÁË ÐÏÒÏÊ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÚ×ÅÉ×ÁÀÝÉÊ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÉÌÌÀÚÉÀ.
òÅÞØ ÐÏÊÄÅÔ Ï ÔÒÅÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ, ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÐÏÐÁÒÎÏ ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ

ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ | ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ íÁÌØÆÁÔÔÉ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 6 ÔÏÞÅË Ba; Ca; Cb; Ab; Ac; Bc, × ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÒÉÓ. 25).
ëÁÖÅÔÓÑ, ËÕÄÁ ÕÖ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÅÊ! | Ó×ÏÅÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÄÁÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÎÅ

ÒÁÄÏ×ÁÔØ ÇÌÁÚ ÞÅÌÏ×ÅËÁ, ÄÁÖÅ ÄÁÌÅËÏÇÏ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. é ÐÏÔÏÍÕ Õ ÎÁÓ É ÔÅÎÉ ÓÏÍÎÅÎÉÊ ÎÅ ×ÏÚ-
ÎÉËÌÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÎÅËÏÅÍÕ ÜÌÌÉÐÓÕ | ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÉÚÇÏÔÏ×ÌÅÎÎÙÊ
ÎÁ ÓËÏÒÕÀ ÒÕËÕ ÒÉÓÕÎÏË × öÉ×ÏÊ çÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÁÛÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, ×ÒÏÄÅ ÂÙ, ÐÏÄÔ×ÅÒÄÉÌ.
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òÉÓ. 25.

BCa = 5;52378 ÓÍ, CAb = 4;04904 ÓÍ, ABc = 8;19303 ÓÍ, BCa · CAb · ABc = 183;25 ÓÍ3, CBa =
3;87017 ÓÍ, BAc = 6;06245 ÓÍ, ACb = 7;83 ÓÍ, CBa ·BAc ·ACb = 183; 79 ÓÍ3

ðÒÏÚÒÅÎÉÅ ÎÁÓÔÕÐÉÌÏ ÌÉÛØ ÐÏÓÌÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔÅÌØÎÙÈ É ÂÅÓÐÌÏÄÎÙÈ ÕÓÉÌÉÊ, ×ÔÕÎÅ
ÐÏÔÒÁÞÅÎÎÙÈ ÎÁ ÐÒÏ×ÅÒËÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ ëÁÒÎÏ (ÔÅÏÒÅÍÁ 1.1).

ðÏÓËÏÌØËÕ AAb = AAc; BBc = BBa É CCa = CCb (ËÁË ÏÔÒÅÚËÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ,
ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ), ÔÏ ÎÕÖÎÏ ÂÙÌÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

BCa · CAb ·ABc = CBa ·BAc ·ACb | Á ÏÎÏ ×ÅÓØÍÁ ÕÐÏÒÎÏ ÜÔÏÍÕ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÑÌÏÓØ (ÒÉÓ. 26).

òÉÓ. 26.

CAb = 2;33164 ÓÍ, ABc = 23;48376 ÓÍ, BCa · CAb · ABc = 355;61 ÓÍ3, CBa = 2;13965 ÓÍ, BAc =
7;65637 ÓÍ, ACb = 22;51 ÓÍ, CBa ·BAc ·ACb = 368;82 ÓÍ3
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ôÏÇÄÁ, ÎÁËÏÎÅÃ, ×ÅÒÎÕÌÉÓØ Ë ÒÉÓÕÎËÕ, �×ÙÔÑÎÕÌÉ� ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË | É ÓÔÁÌÏ ÚÁÍÅÔÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ
Bc ÎÁ ËÁÒÔÉÎËÅ ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÜÌÌÉÐÓÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÍ ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ 5 ÔÏÞÅË.

ðÏÍÅÒÉÌÉ ÚÁÔÅÍ ÎÕÖÎÙÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ É ×ÙÞÉÓÌÉÌÉ ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÜÔÏ
ÄÅÌÁÔØ) | ËÁË ×ÉÄÎÏ ÐÏ ÒÉÓÕÎËÕ, ÏÎÉ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ.

òÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÏÎÉ ÏËÁÚÁÌÉÓØ É ÎÁ �ÓÔÁÒÔÏ×ÏÊ� ËÁÒÔÉÎËÅ (ÇÄÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÌÅÇËÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ, ÞÔÏ
ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÏÞÅË ÎÁ ËÏÎÉËÅ ÎÅ ÌÅÖÉÔ) | ÐÒÁ×ÄÁ, ÌÉÛØ × ÄÅÓÑÔÙÈ ÄÏÌÑÈ. îÁ ÓÔÏÌØ ÄÅÌÉËÁÔÎÕÀ
ÒÁÚÎÉÃÕ ÇÌÁÚ, ×ÉÄÉÍÏ, ÎÅ ÒÅÁÇÉÒÕÅÔ.

§ 8. íÅÔÏÄÉËÏ-ÌÉÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ:
ÔÏÞËÁ íÁÌØÆÁÔÔÉ ËÁË ÌÉÞÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÏÔÓÞÅÔÁ

ïÓÔÁÎÏ×ÌÀÓØ ÎÁ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ íÁÌØÆÁÔÔÉ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ | ×ÅÄØ ÜÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÏÎÁ × ÂÏÌØÛÏÊ
ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÐÏÓÏÂÓÔ×Ï×ÁÌÁ ÍÏÅÍÕ Õ×ÌÅÞÅÎÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ, ×ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÐÅÒÅÒÏÓÛÅÍÕ
× ÎÅÞÔÏ ÂÏÌØÛÅÅ, ÞÅÍ ÐÒÏÓÔÏ ÚÁÂÁ×Á | ÒÅÞØ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÉÄÅÔ ÏÂ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÓÕÂßÅËÔÉ×ÎÏÍ
×ÏÓÐÒÉÑÔÉÉ.

á ÄÅÌÏ ÂÙÌÏ ÔÁË.
÷ ËÏÎÃÅ 90-ÙÈ ÇÏÄÏ× ÐÒÏÛÌÏÇÏ ×ÅËÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÏÉÈ ÕÞÅÎÉËÏ× (Ñ Ë ÔÏÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÕÖÅ ÌÅÔ ÐÑÔØ

ËÁË ÕÓÐÅÌ ÏÔÒÁÂÏÔÁÔØ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÛËÏÌÅ) ÐÏÖÁÌÏ×ÁÌÓÑ, ÞÔÏ ÎÉËÁË ÎÅ ÍÏÖÅÔ
ÓÐÒÁ×ÉÔØÓÑ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞËÏÊ ÉÚ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÚÁÏÞÎÏÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ | ÐÏ ÔÉÐÕ ÎÙÎÅÛÎÉÈ
�ðÏËÏÒÉ ÷ÏÒÏÂØÅ×Ù çÏÒÙ� (×ÅÄÕÝÉÅ ÷õúÙ ÓÔÒÁÎÙ, ÎÁÄÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÅÝÅ É × ÚÁÓÔÏÊÎÙÅ ÄÁÖÅ ÇÏ-
ÄÙ ÐÙÔÁÌÉÓØ ËÁË-ÔÏ ÚÁÒÁÎÅÅ ÏÔÂÉÒÁÔØ ÂÕÄÕÝÉÈ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× | ×ÏÔ É ÐÒÏ×ÏÄÉÌÉ
ÐÏÄÏÂÎÙÅ ËÏÎËÕÒÓÙ, ÔÏÌØËÏ, ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÐÏÄ ÔÁËÉÍÉ ÂÒÏÓËÉÍÉ ÌÏÚÕÎÇÁÍÉ, ÚÁ ×ÅÒÓÔÕ ÏÔÄÁÀÝÉÍÉ
ÒÅËÌÁÍÎÙÍ ÚÁÐÁÛËÏÍ9). ÷ÒÏÄÅ ÂÙ, ÔÏ ÂÙÌÁ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ ÆÉÚÔÅÈÏ×ÓËÁÑ | Á ÓÁÍÁ ÚÁÄÁÞÁ ÆÏÒÍÕ-
ÌÉÒÏ×ÁÌÁÓØ ÔÁË:

÷ ÕÇÌÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÐÉÓÁÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÅÝÅ É
×ÎÅÛÎÅ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ ÐÏÐÁÒÎÏ. äÏËÁÚÁÔØ10, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÐÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ËÁÓÁÎÉÑ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

òÅÛÉÔØ ÍÎÅ ÅÅ ÓÒÁÚÕ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ | ÚÎÁÎÉÊ ÂÙÌÏ ÍÁÌÏ×ÁÔÏ: Ñ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÎÅ
ÐÏÄÏÚÒÅ×ÁÌ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÔÁÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ íÁÌØÆÁÔÔÉ, ÎÏ ÄÁÖÅ É Ï ÔÅÏÒÅÍÅ þÅ×Ù
ÉÍÅÌ ×ÅÓØÍÁ ÓÍÕÔÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ï ÅÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ × ÆÏÒÍÅ ÓÉÎÕÓÏ× É ÓÌÙÈÏÍ
ÎÅ ÓÌÙÈÉ×ÁÌ.

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÄÏÌÇÏ É ÕÐÏÒÎÏ ÎÁÄ ÎÅÀ ÂÉÌÓÑ, Á ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÏÞÉÔÙ×ÁÌ (ÎÅ ÐÏÍÎÀ ÐÒÉ ËÁËÉÈ
ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ÐÏÐÁ×ÛÕÀ ÍÎÅ × ÒÕËÉ) ËÎÉÖÅÞËÕ [10] | ÔÁËÏÅ ÈÏÒÏÛÏ É ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÅ
××ÅÄÅÎÉÅ × ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÏÞÉÔÙ×ÁÌ ÔÁË ÐÒÏÓÔÏ,
ËÁË ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ, ÄÌÑ ÄÕÛÉ | É ÎÁÄÏ ÖÅ ÔÁËÏÍÕ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÉÍÅÎÎÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÍÁÓÓ É ÐÏÓÌÕÖÉÌÁ
ËÌÀÞÏÍ Ë ÒÁÚÇÁÄËÅ.

÷ ÏÄÉÎ ÐÒÅËÒÁÓÎÙÊ ÄÅÎØ ËÁÚÁ×ÛÉÅÓÑ ÒÁÚÒÏÚÎÅÎÎÙÍÉ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÉ (ÓÏ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×ÏÍ ×ÒÏÄÅ ÂÙ ÌÉÛÎÉÈ ËÕÓÏÞËÏ× É ËÁËÉÈ-ÔÏ Ñ×ÎÏ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÄÅÔÁÌÅÊ) ×ÄÒÕÇ ÓÌÏÖÉÌÉÓØ ×
ÅÄÉÎÕÀ É ÐÒÅËÒÁÓÎÕÀ ËÁÒÔÉÎÕ.

ôÒÕÄÎÏ ÐÅÒÅÄÁÔØ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÎÁÈÌÙÎÕ×ÛÉÅ ÔÏÇÄÁ ÎÁ ÍÅÎÑ ÜÍÏÃÉÉ | ×ÅÓØ ÜÔÏÔ ÐÒÑÍÏ-ÔÁËÉ ÛË×ÁÌ
ÐÏÚÉÔÉ×Á (×ÏÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÍÏÄÎÏÅ × ÎÁÛÉ ÄÎÉ ÓÌÏ×ÅÞËÏ). äÕÍÁÅÔÓÑ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒÅÖÉÔØ
ÌÉÞÎÏ, É ÉÍÅÎÎÏ ÒÅÛÉ× ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÓÌÏÖÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉÞÅÓËÕÀ) ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÍ É ËÒÁÓÉ×ÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ11 (ÒÉÓ. 27).

9ìÉÞÎÏ ÄÌÑ ÍÅÎÑ ÏÔÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÍ. ëÓÔÁÔÉ, ÐÏ ÉÈÎÅÍÕ, ÐÏ ÒÅËÌÁÍÎÏÍÕ | ÎÉËÁËÏÊ ÎÅ ÌÏÚÕÎÇ, Á ÓÌÏÇÁÎ.
10ôÏÇÄÁ ÅÝÅ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÐÁÍÑÔØ, × ÈÏÄÕ ÂÙÔÏ×ÁÌÏ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÅ, ÔÏÔÁÌÉÔÁÒÎÏ-ÂÅÚÌÉËÏÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ×

ÖÅÓÔËÏ-ÔÒÅÂÏ×ÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ×ÓËÏÒÏÓÔÉ ÐÏÍÅÎÑ×ÛÅÅÓÑ ×Ï ×ÓÅÊ ÕÞÅÂÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÔÏÌÅÒÁÎÔÎÏÅ �ÄÏËÁ-
ÖÉÔÅ�. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ, ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÓÏÓÔÏÑÌ ÂÙ × ÐÏ×ÓÅÍÅÓÔÎÏÍ ×ÎÅÄÒÅÎÉÉ ÏÂÏÒÏÔÁ �ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÐÏÖÁÌÕÊÓÔÁ� | Á
ÔÁÍ É ×Ï×ÓÅ ÉÚßÑÔÉÑ ÜÔÏÇÏ, ÎÁ ÇÌÁÚÁÈ ÕÓÔÁÒÅ×ÁÀÝÅÇÏ ÍÏÒÁÌØÎÏ, ÓÌÏ×Á ÉÚ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ.

11óËÁÖÅÍ, ÜÔÏ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÔÅ ÏÝÕÝÅÎÉÑ, ËÏÇÄÁ ÐÅÒ×ÙÊ ÒÁÚ ÐÒÙÇÁÅÛØ Ó ÐÁÒÁÛÀÔÏÍ | ÈÏÔÑ É ÔÅ, É ÜÔÉ ÓÏÐÒÏ-
×ÏÖÄÁÀÔÓÑ ×ÙÂÒÏÓÏÍ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÁÄÒÅÎÁÌÉÎÁ × ËÒÏ×Ø. ëÏÍÕ-ÔÏ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÉÌÉ
ÓÍÅÛÎÙÍ ÉÌÉ ÞÅÍ ÅÝÅ ÐÏÈÌÅÝÅ | ÎÏ ÜÔÏ ÎÉÞÔÏÖÎÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅ (× ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ Ó ÔÏÇÄÁÛÎÉÍÉ ËÁÔÁËÌÉÚÍÁÍÉ | ÎÁ
×ÓÑËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÁÐÏÍÎÀ: ÔÏ ÂÙÌÉ ÓÕÒÏ×ÙÅ ÄÅ×ÑÎÏÓÔÙÅ ÇÏÄÙ | ÐÏÓÔÁ×É×ÛÉÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÎÁÓÅÌÅÎÉÑ òÏÓÓÉÉ É
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òÉÓ. 27.

ôÅÏÒÅÍÁ 8.1. ðÒÑÍÙÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÐÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ
ËÁÓÁÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ íÁÌØÆÁÔÔÉ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ í1 | ÔÁË
ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÐÅÒ×ÏÊ ÔÏÞËÅ áÄÖÉÍÁ{íÁÌØÆÁÔÔÉ12 (X (179) | 1st Ajima-Malfatti point).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï13. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË: −1
r I; 1

rA IA; 1
rB IB; 1

rC IC (Ô.Å.,
ÎÁÇÒÕÚÉÍ ÃÅÎÔÒ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÅÅ �ÏÂÒÁÔÎÙÍ� ÒÁÄÉÕÓÏÍ14, ×ÚÑÔÙÍ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ �ÍÉÎÕÓ�, Á
ÃÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ íÁÌØÆÁÔÔÉ | ÉÈ �ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ� ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ) | ÓÍ.[2], [3], [6], [10].

ðÕÓÔØ M1 | ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ïÄÎÁËÏ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÁ −1
r I; 1

rA IA; ÉÍÅÅÔ (ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ
ÒÙÞÁÇÁ) Ó×ÏÉÍ ÃÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ ×ÅÒÛÉÎÕ A, Á ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÁ 1

rB IB; 1
rC IC ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ A1.

ïÔÓÀÄÁ (ÉÚ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ É ÒÙÞÁÇÁ) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ M1 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ
AA1 (ÒÉÓ. 28).

ä×Á ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (−1
r I; 1

rB IB É 1
rA IA; 1

rC IC , Á ÔÁËÖÅ −1
r I; 1

rC IC É 1
rA IA; 1

rB IB) ÕËÁ-
ÚÙ×ÁÀÔ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ M1 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÁËÖÅ ÐÒÑÍÙÍ BB1 É CC1. ¤

úÁÈÏÔÅÌÏÓØ, ËÏÎÅÞÎÏ, Ó ËÅÍ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ ÌÀÄÅÊ Ó×ÅÄÕÝÉÈ ÐÏÄÅÌÉÔØÓÑ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ.
óÒÅÄÉ ÍÏÉÈ ÔÏÇÄÁÛÎÉÈ ÚÎÁËÏÍÙÈ ÔÁËÏ×ÙÈ ÂÙÌÏ ÔÏÇÄÁ ÎÅ ÍÎÏÇÏ | Á ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ, ÄÏ×ÏÌØÎÏ
ÂÌÉÚËÉÊ ÐÒÉÑÔÅÌØ ÅÝÅ ÐÏ ÍÅÈÍÁÔÕ, áÎÄÒÅÊ íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ óÔÏÒÏÖÅ×15, ËÁË ÒÁÚ ÎÅÚÁÄÏÌÇÏ ÄÏ ÏÐÉ-
ÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ ÏÔÂÙÌ ÎÁ ðíö × á×ÓÔÒÁÌÉÀ.

�ÂÒÁÔÓËÉÈ� ÒÅÓÐÕÂÌÉË ÎÁ ÇÒÁÎØ, Á ÔÏ É ÚÁ ÇÒÁÎØ ×ÙÖÉ×ÁÎÉÑ) | ÎÕ, ÒÅÛÉÌ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÔÁÍ ÓÅÂÅ ÚÁÄÁÞËÕ Ó ËÒÕÖÏÞ-
ËÁÍÉ | É Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÉÍ ÐÅÒÅÖÉ×ÁÎÉÑ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÉÎÏÇÄÁ ÇÒÅÀÔ ÄÕÛÕ ÒÏ×ÎÙÍ, ÔÅÐÌÙÍ Ó×ÅÔÏÍ; Á ÇÒÑÚØ ×ÓÑËÁÑ
ËÁË-ÔÏ ÈÏÔÑ É ×ÓÐÏÍÉÎÁÅÔÓÑ, ÎÏ ÎÅ ÞÁÓÔÏ (ÔÅÍ ÐÁÞÅ, ÐÉÝÕ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÝÅÄÒÏ ÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÄÎÉ ÎÙÎÅÛÎÉÅ. . . ÎÏ �ÈÏ-
ÄÉÔØ ÂÙ×ÁÅÔ ÓËÌÉÚËÏ ÐÏ ËÁÍÅÛËÁÍ ÉÎÙÍ | ÉÔÁË, Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÂÌÉÚËÏ, ÍÙ ÌÕÞÛÅ ÕÍÏÌÞÉÍ�). á ×ÏÏÂÝÅ-ÔÏ, ÐÏÄÏÂÎÏÅ
ÉÎÆÁÎÔÉÌØÎÏÅ ÍÉÒÏ×ÏÓÐÒÉÑÔÉÅ, ËÁË ÏËÁÚÁÌÏÓØ, Ó×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÎÏÇÉÍ ÂÏÔÁÎÉËÁÍ (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ×ÓÑÞÅÓËÉÍ ÓÌÏ×ÁÒÉËÁÍ
ÍÏÌÏÄÅÖÎÏÇÏ ÓÌÅÎÇÁ É ÖÁÒÇÏÎÁ, ÔÁË É ËÉÛÁÝÉÍ × ÉÎÔÅÒÎÅÔÅ, | ÜÔÏ ÞÅÌÏ×ÅË, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏ ÕÞÉÔÓÑ,
ÕÄÅÌÑÑ ÍÁÌÏ ×ÎÉÍÁÎÉÑ ÄÒÕÇÉÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÖÉÚÎÉ). ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ×ÏÔ ËÁËÉÅ ÏÔËÒÏ×ÅÎÉÑ ×ÙÄÁÀÝÅÇÏÓÑ ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ä. å. íÅÎØÛÏ×Á ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ × [13]: �. . . ÷ 1915 ÇÏÄÕ ÍÙ ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ,
Á × 1916 ÇÏÄÕ | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ. á ÐÏÔÏÍ ÎÁÓÔÕÐÉÌ ÔÙÓÑÞÁ ÄÅ×ÑÔØÓÏÔ ÓÅÍÎÁÄÃÁÔÙÊ ÇÏÄ. üÔÏ ÂÙÌ ÏÞÅÎØ
ÐÁÍÑÔÎÙÊ ÇÏÄ × ÎÁÛÅÊ ÖÉÚÎÉ, × ÔÏÔ ÇÏÄ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ ×ÁÖÎÅÊÛÅÅ ÓÏÂÙÔÉÅ, ÐÏ×ÌÉÑ×ÛÅÅ ÎÁ ×ÓÀ ÎÁÛÕ ÄÁÌØÎÅÊÛÕÀ
ÖÉÚÎØ: ÍÙ ÓÔÁÌÉ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÒÑÄÁÍÉ.� ðÅÞÁÌØÎÏ É ÓÔÒÁÛÎÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÏ, ÞÔÏ ÐÏÄÒÁ-
ÓÔÁÅÔ (Á ÔÏ ÕÖÅ É ×ÙÒÏÓÌÏ) ÐÏËÏÌÅÎÉÅ, ÏÔÄÅÌØÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏÑÓÎÑÔØ, Á × ÞÅÍ ÖÅ
ÚÄÅÓØ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÒÉËÏÌ.

12þÔÏ ÏÎÁ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, É × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ Ó ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÄÁ×ÎÉÈ ÐÏÒ | Ñ ÕÚÎÁÌ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÚÄÎÅÅ.
13É Ñ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÕÂÅÖÄÅÎ | ÉÚÑÝÎÅÅ, ÞÅÍ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÎÉÖÅ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÏÐÒÏÓÔÕ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.
14÷ÅÌÉÞÉÎÁ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÒÁÄÉÕÓÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÅ ËÒÉ×ÉÚÎÏÊ.
15óÉÌØÎÙÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÓÔ-ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌ É ËÒÕÐÎÙÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ÷ á×ÓÔÒÁÌÉÉ

ÄÏÌÇÏÅ ×ÒÅÍÑ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌ × ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÅ ÓÂÏÒÎÙÈ ËÏÍÁÎÄ ÄÌÑ ÕÞÁÓÔÉÑ × ííï É ôÕÒÎÉÒÅ çÏÒÏÄÏ×, × ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÉ
ÍÅÓÔÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ ÓÒÅÄÉ ÛËÏÌØÎÉËÏ× É ÓÔÕÄÅÎÔÏ×.
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òÉÓ. 28.

îÕ, Ñ É ÏÔÐÒÁ×ÉÌ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÄÅÐÅÛÕ × ÄÁÌÅËÉÊ ÇÏÒÏÄ ëÁÎÂÅÒÒÁ | ÓÔÁÒÙÍ ÄÅÄÏ×-
ÓËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÔÅÒÎÅÔ × ÔÅ ×ÒÅÍÅÎÁ ÅÝÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁÞÉÎÁÌ ÏÐÕÔÙ×ÁÔØ ÐÌÁÎÅÔÕ Ó×ÏÅÀ
ÐÁÕÔÉÎÏÊ É ÄÏ òÏÓÓÉÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÄÏÔÑÎÕÌÓÑ.

é ÇÄÅ-ÔÏ ÞÅÒÅÚ ÍÅÓÑÃ ÐÒÉÛÅÌ ÏÔ×ÅÔ Ó ÏËÁÚÉÅÊ | ÍÎÅ ÐÏÚ×ÏÎÉÌ ÎÅËÉÊ ÞÅÌÏ×ÅË, ÌÅÔÁ×ÛÉÊ ÐÏ
ËÁËÉÍ-ÔÏ ÔÁÍ Ó×ÏÉÍ ÄÅÌÁÍ × á×ÓÔÒÁÌÉÀ, É ÐÒÉ ×ÓÔÒÅÞÅ ÐÅÒÅÄÁÌ ÎÅÂÏÌØÛÕÀ ÐÏÓÙÌËÕ ÏÔ á.í. |
Ó ÐÉÓØÍÏÍ É ËÎÉÖËÏÊ.

áÎÄÒÅÊ ÏÔ×ÅÞÁÌ, ÞÔÏ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÄÁ×ÎÏ ÞÉÔÁÌ ÇÄÅ-ÔÏ ÓÔÁÔØÀ ÐÒÏ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÀ íÁÌØ-
ÆÁÔÔÉ | × ËÏÔÏÒÏÊ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÏÓÔØ ÐÒÑÍÙÈ ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ
ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÒÏÊËÕ ÌÀÂÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ | Á ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ
ÚÁÍÅÎÉÔØ ÔÏÇÄÁ ÎÁ ÃÅÎÔÒÙ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ (Ô.Å. Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ), ÐÅ-
ÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ (ÒÉÓ. 29).

òÉÓ. 29.

é ÐÏÎÑÔÎÏ ÐÏÞÅÍÕ | ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó ÍÁÓÓÁÍÉ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÒÁÂÏÔÁÅÔ� ÂÅÚÏ ×ÓÑ-
ËÉÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ É × ÜÔÏÊ, ÎÅÍÎÏÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ, ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

ïÄÎÁËÏ × ÓÔÁÔØÅ ÓÏÄÅÒÖÁÌÓÑ É ÄÒÕÇÏÊ, ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÏ×ÙÊ É ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÊ ÄÌÑ ÍÅÎÑ ÆÁËÔ:

ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ ×ÅÒÛÉÎ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ ×ÚÑÔØ ÅÇÏ ÜËÓÃÅÎÔÒÙ 16.

á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á
16ïÔ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ ÓÌÏ×Á excenter | ÃÅÎÔÒ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.



26 áÌÅËÓÅÊ íÑËÉÛÅ×

ôÅÏÒÅÍÁ 8.2. åÓÌÉ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÚÁÍÅÎÉÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÅÇÏ ÜËÓÃÅÎÔÒÁÍÉ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÒÏÊËÁ ÐÒÑÍÙÈ ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÔÓÑ ×
ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ðÒÑÍÙÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÐÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ËÁ-
ÓÁÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ íÁÌØÆÁÔÔÉ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ M2 | ÔÁË
ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ×ÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ áÄÖÉÍÁ{íÁÌØÆÁÔÔÉ. (X (180) | 2nd Ajima-Malfatti point) (ÒÉÓ. 30).

òÉÓ. 30.

�÷ ûÔÁÔÁÈ (ÐÉÓÁÌ ÄÁÌÅÅ óÔÏÒÏÖÅ×) ÅÓÔØ ÞÅÌÏ×ÅË, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÄÏÂÎÙÍÉ ×ÅÝÁÍÉ ÓÉÌØÎÏ ÉÎ-
ÔÅÒÅÓÕÅÔÓÑ É ÄÁÖÅ ÓÏÞÉÎÉÌ ÎÁ ÓÅÊ ÓÞÅÔ ÃÅÌÕÀ ËÎÉÇÕ. óÌÕÞÁÊÎÏ ÏÎÁ ÐÏÐÁÌÁÓØ ÍÎÅ × ÒÕËÉ | É,
ÔÁË ËÁË, ÎÁÓËÏÌØËÏ ×ÉÖÕ, ×ÓÅ ÜÔÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÍÏÒÏÞËÉ ÔÅÂÑ ÓÅÒØÅÚÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ (Á ×ÏÔ
ÍÅÎÑ | ÔÁË ×ÐÅÞÁÔÌÑÀÔ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ ÏÞÅÎØ), ÔÏ ÐÅÒÅÓÙÌÁÀ ÅÅ ÔÅÂÅ ×ËÕÐÅ Ó ÅÍÅÊÌÏÍ Á×ÔÏÒÁ.�

á×ÔÏÒÏÍ ÜÔÉÍ ÏËÁÚÁÌÓÑ ÎÅ ËÔÏ ÉÎÏÊ, ËÁË ÂÕÄÕÝÉÊ ÓÏÚÄÁÔÅÌØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÅÊÛÅÊ åôó [5]
ëÌÁÒË ëÉÍÂÅÒÌÉÎÇ, Á ËÎÉÖËÁ [14] | ÅÅ ÂÕÍÁÖÎÏÊ ÐÒÅÄÔÅÞÅÊ, ÔÁË ÓËÁÚÁÔØ, ÌÁÊÔ-×ÅÒÓÉÅÊ |
ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÌÉÛØ 400 ÔÏÞÅË (ÔÅËÕÝÉÊ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÎÁÓÞÉÔÙ×ÁÅÔ 5509 ÔÁËÏ-
×ÙÈ | ÐÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ ÎÁ ÉÀÌØ ÍÅÓÑÃ 2013 ÇÏÄÁ)17.

é ËÎÉÖËÁ É ÍÅÊÌ ÏÞÅÎØ ÄÁÖÅ ÐÒÉÇÏÄÉÌÉÓØ | É ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÔÁË, ÞÔÏ ÇÄÅ-ÔÏ ÇÏÄÁ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ
ÉÍÅÎÎÏ ëÌÁÒË ëÉÍÂÅÒÌÉÎÇ ÒÅÄÁËÔÉÒÏ×ÁÌ ÍÏÀ ÐÅÒ×ÕÀ ÁÎÇÌÏÑÚÙÞÎÕÀ ÓÔÁÔØÀ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ [15]18.

á ×ÏÔ ÏÄÏÌÅÔØ �×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ� ÓÌÕÞÁÊ ÍÎÅ ×ÓÅ ÎÉËÁË ÎÅ ÕÄÁ×ÁÌÏÓØ, ËÁË Ñ ÎÁÄ ÎÉÍ ÎÅ ÂÉÌÓÑ.
é ×ÏÔ, ÎÁËÏÎÅÃ, ËÔÏ-ÔÏ ÎÁÄÏÕÍÉÌ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ ÚÁ ÐÏÍÏÝØÀ Ë éÇÏÒÀ æÅÄÏÒÏ×ÉÞÕ ûÁÒÙÇÉÎÕ |

×ÙÄÁÀÝÅÍÕÓÑ ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÇÅÏÍÅÔÒÕ É ÂÌÅÓÔÑÝÅÍÕ ËÏÍÐÏÚÉÔÏÒÕ ÚÁÄÁÞ19.
17ôÏ ÅÓÔØ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÓÔØ ×ÒÏÄÅ ÂÙ ÕÖÅ É ÚÁÛËÁÌÉ×ÁÅÔ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ × Ñ×ÎÙÊ, Ó ÐÒÁÇÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ,

ÁÂÓÕÒÄ. îÏ, ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÉÍÅÎÎÏÊ ÐÁÒÏÊ ÃÅÎÔÒÏ× X (3588) ÉX (5393) | ÍÎÅ ÂÙ ÎÅ ÈÏÔÅÌÏÓØ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ,
ÓÕÄÉÔØ ÓÔÏÌØ ÓÔÒÏÇÏ.

óÁÍ ëÌÁÒË ÌÀÂÉÔ, ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÞÉÍ, ÕÐÏÄÏÂÌÑÔØ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ Ú×ÅÚÄÁÍ × ÎÏÞÉ É ÅÍÕ (ËÁË, ×ÐÒÏÞÅÍ, É ÌÀÂÏÍÕ
�ÔÏÞÅÞÎÏÍÕ� ÆÁÎÕ - ÆÁÎÁÔÉËÕ) ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÐÒÉÛÌÉÓØ ÂÙ ÐÏ ×ËÕÓÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÔÒÏËÉ:

ðÏÓÌÕÛÁÊÔÅ! ÷ÅÄØ, ÅÓÌÉ Ú×ÅÚÄÙ ÚÁÖÉÇÁÀÔ |
ÚÎÁÞÉÔ | ÜÔÏ ËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÎÕÖÎÏ?
úÎÁÞÉÔ | ËÔÏ-ÔÏ ÈÏÞÅÔ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÂÙÌÉ?
úÎÁÞÉÔ | ËÔÏ-ÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ ÜÔÉ ÐÌÅ×ÏÞËÉ
ÖÅÍÞÕÖÉÎÏÊ?

18óÌÏ×ÏÍ, ËÁË × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÒÁÓÓËÁÚÏ× á×ÅÒÞÅÎËÏ, �. . . É ×Ó£ ÚÁ×ÅÒÔÅ. . . � é ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ, ÓÐÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ, ÐÏÓÌÅ
×ÓÅÇÏ ÐÒÏÉÚÏÛÅÄÛÅÇÏ, ÏÔÒÉÃÁÔØ ÓÔÏÌØ Ñ×ÎÏÅ ×ÍÅÛÁÔÅÌØÓÔ×Ï òÕËÉ ðÒÏ×ÉÄÅÎÉÑ × ÖÉÚÎØ É ÓÕÄØÂÕ ÏÔÄÅÌØÎÏ ×ÚÑÔÏÇÏ
ÞÅÌÏ×ÅËÁ?

19é, ÄÏÂÁ×ÌÀ | ìÉÞÎÏÓÔÉ, Ó ÂÏÌØÛÏÊ ÂÕË×Ù. éÓÞÅÚÁÀÝÉÊ ×ÉÄ Homo Sapiens'Á × ÜÐÏÈÕ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÑ.
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é.æ. ÔÏÇÄÁ ÇÄÅ-ÔÏ ÒÁÚ × ÎÅÄÅÌÀ ÞÉÔÁÌ ÌÅËÃÉÉ ÕÞÉÔÅÌÑÍ × íçéõõ20, ÞÔÏ ×ÏÚÌÅ ÍÅÔÒÏ �áÜÒÏ-
ÐÏÒÔ�. ôÁÍ-ÔÏ Ñ ÅÇÏ É ÏÄÎÁÖÄÙ ÐÏÄÓÔÅÒÅÇ × ÐÅÒÅÒÙ×Å ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÏÊ × ËÏÒÉÄÏÒÞÉËÅ É ÒÁÓÓËÁÚÁÌ Ï
ÎÉËÁË ÎÅ ÐÏÄÄÁÀÝÅÊÓÑ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞËÅ | ÔÁË É ÐÏÚÎÁËÏÍÉÌÉÓØ. ðÏÒÁÚÉÌÁ, ÐÏÍÎÉÔÓÑ, ×ÎÅÛÎÑÑ
ÏÔËÒÙÔÏÓÔØ É ÄÅÍÏËÒÁÔÉÞÎÏÓÔØ ÏÂÝÅÎÉÑ é.æ.21 | ÏÎ ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ É ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÄÏÂÒÏÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ
×ÙÓÌÕÛÁÌ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÅÍÕ �ÞÅÌÏ×ÅËÁ Ó ÕÌÉÃÙ�, ÓËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÐÏÄÕÍÁÅÔ É ÎÁÚÎÁÞÉÌ
×ÓÔÒÅÞÕ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ.

é ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ÔÕ, ×ÔÏÒÕÀ ×ÓÔÒÅÞÕ ÒÁÓÔÏÌËÏ×ÁÌ ÍÎÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ, ÐÏ ÅÇÏ ÓÌÏ×ÁÍ,
ÎÁ ÎÅËÏÅÍ ÍÅÔÏÄÅ, ÉÍ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÍ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ.

óÕÔØ ÍÅÔÏÄÁ ÂÕÄÅÔ ×ÉÄÎÁ ÉÚ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÄÁÌÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÎÏ ÐÒÅÖÄÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ É
ÄÏËÁÖÅÍ ÏÄÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÔÒÁÐÅÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ
ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ.

ìÅÍÍÁ 8.1 (ÏÂ ÏÔÒÅÚËÅ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ ÔÒÁÐÅÃÉÉ). ÷ ÔÒÁÐÅÃÉÉ ABCD Ó
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ a = AD; b = BC ÐÒÏ×ÅÌÉ ÏÔÒÅÚÏË MN , ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ. éÚ×ÅÓÔÎÏ ÏÔ-
ÎÏÛÅÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË ÄÅÌÉÔ ÂÏËÏ×ÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ: � = BM

AM = CN
DN . ôÏÇÄÁ ÄÌÉÎÁ ÜÔÏÇÏ

ÏÔÒÅÚËÁ l ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÌÉÎÁÍÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ É ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ: l = �a+b
�+1 .

òÉÓ. 31.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÐÌÏÝÁÄÅÊ. ðÕÓÔØ h1; h2; h| ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ
×ÙÓÏÔÙ × ÔÒÁÐÅÃÉÑÈ MDCN;AMND É ABCD. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ h = h1 + h2 É h1

h2
= BM

AM = � (ÞÔÏ
×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÏÄÏÂÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×) (ÒÉÓ. 31).

ðÏÓËÏÌØËÕ SABCD = SMBCN +SAMND, ÔÏ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÒÁÐÅÃÉÉ (�ÐÏÌÕÓÕÍÍÁ
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÎÁ ×ÙÓÏÔÕ�), ÉÍÅÅÍ:

1
2 (a+ b)h = 1

2 (b+ l)h1 + 1
2 (a+ l)h2 ⇔

⇔ (a+ b) (h1 + h2) = (b+ l)h1 + (a+ l)h2:

òÁÚÄÅÌÉ× ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ h2, ÐÏÌÕÞÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ-
ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ l : (a+ b) (�+ 1) = (b+ l)� + (a+ l). ïÔÓÀÄÁ, ÐÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ
ÐÏÄÏÂÎÙÈ, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÉÓËÏÍÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ. ¤

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 8.2 (ÐÏ é. æ. ûÁÒÙÇÉÎÕ). óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ þÅ×Ù
× ÆÏÒÍÅ ÓÉÎÕÓÏ× (ÓÍ. [1]{[4], [6]), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ
ÓÉÎÕÓÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÕÇÌÏ× ÒÁ×ÎÏ ÅÄÉÎÉÃÅ:

sin ∠IcIaA1
sin ∠IbIaA1

· sin ∠IaIbB1
sin ∠IcIbB1

· sin ∠IbIcC1
sin ∠IaIcC1

= 1:

ïÐÕÓÔÉ× ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ ÉÚ ÔÏÞËÉ A1 ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ IcIa É IaIb, ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÔÒÅÚËÉ dA;b É dA;c ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ sin ∠IcIaA1

sin ∠IbIaA1
= sin�1

sin�2
= dA;b

dA;c .
ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ÏÐÕÓÔÉ× ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ ÉÚ ÔÏÞÅË B1 (ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ IaIb É IbIc) É C1 (ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ

IbIc É IcIa) | ÐÏÌÕÞÉÍ ÅÝÅ Ä×Å ÐÁÒÙ ÏÔÒÅÚËÏ×: dB;c, dB;a É dC;a, dC; ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
20íÏÓËÏ×ÓËÉÊ çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÊ éÎÓÔÉÔÕÔ õÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ õÞÉÔÅÌÅÊ; ÚÁÔÅÍ | íéðëòï (íÏÓËÏ×ÓËÉÊ éÎ-

ÓÔÉÔÕÔ ðÏ×ÙÛÅÎÉÑ ë×ÁÌÉÆÉËÁÃÉÉ òÁÂÏÔÎÉËÏ× ïÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ); Á ÎÙÎÅ | íéïï (íÏÓËÏ×ÓËÉÊ éÎÓÔÉÔÕÔ ïÔËÒÙ-
ÔÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ). ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÁÂÂÒÅ×ÉÁÔÕÒÁ, ÂÕÄÔÏ ÂÙ ÎÅÑ×ÎÏ, ÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ ÎÁÌÉÞÉÅ ×ÓÑËÉÈ ÔÁÍ íéúï |
ÚÁ×ÅÄÅÎÉÊ, ÎÅ ÔÁË ÌÉ?

21÷ÐÒÏÞÅÍ, ÐÏÚÖÅ ÍÎÅ ÐÒÉÈÏÄÉÌÏÓØ ×ÉÄÙ×ÁÔØ é.æ. É × ÄÒÕÇÉÈ, ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÓÔÏÌØ ÄÏÂÒÏÄÕÛÎÙÈ, ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ.
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ôÏÇÄÁ × ÕÓÌÏ×ÉÉ þÅ×Ù ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÉÎÕÓÏ× ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ× |
Ô.Å. × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÉÈ ÄÌÉÎ, ÐÏËÁÚÁÔØ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏ dA;b

dA;c ·
dB;c
dB;a ·

dC;a
dC;b = 1 (ÒÉÓ. 32).

òÉÓ. 32.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ×ÓÑ ÜÔÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÒÁÄÉÕÓÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ íÁÌØÆÁÔÔÉ
rA; rB; rC É ÞÅÒÅÚ ÏÔÒÅÚËÉ dA; dB; dC .

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÒÅÞØ ÉÄÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ Ï ÄÌÉÎÁÈ ÏÔÒÅÚËÏ× (× ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÅ ×ÅÄÅÔ Ë ÐÕ-
ÔÁÎÉÃÅ, ÍÙ ÉÇÎÏÒÉÒÕÅÍ ÓÌÏ×Ï �ÄÌÉÎÁ�), ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÃÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ íÁÌØÆÁÔÔÉ Ó ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÏÔÍÅÔÉÍ ÚÄÅÓØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ ÜÔÉ
ÂÕÄÕÔ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ
IAA⊥IbIc | ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × �ÜËÓÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÍ�
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ �ÏÂÏÒÁÞÉ×ÁÀÔÓÑ� ÅÇÏ ×ÙÓÏÔÁÍÉ | ×ÅÄØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ É ×ÎÅÛÎÑÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÕÇÌÁ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ | É ÃÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ íÁÌØÆÁÔÔÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÜÔÉÍ
�ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁÍ-×ÙÓÏÔÁÍ�) | Á ÔÁËÖÅ ÔÒÏÊËÕ �A; �B; �C ÏÔÒÅÚËÏ×, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÜËÓÃÅÎÔÒÙ Ó
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÃÅÎÔÒÁÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ íÁÌØÆÁÔÔÉ (ÏÔÒÅÚËÉ IaIA É Ô.Ä.).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÁËÖÅ ÂÕË×ÏÊ ' = ∠IaIcI = ∠IAB (ËÁË ÏÐÉÒÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ ÄÕÇÕ, ÐÏÓËÏÌØËÕ
ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË BIAIc Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÐÉÓÁÎÎÙÍ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÂÕÄÕÞÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎ ÉÚ Ä×ÕÈ ÐÒÑÍÏ-
ÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ÏÂÝÅÊ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÏÊ).

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÏÔ ÓÌÏ×, ÎÁËÏÎÅÃ, Ë ÄÅÌÕ | Ô.Å. ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ×Ù×ÏÄÕ ÎÕÖÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÔÒÁÐÅÃÉÀ ICIBBBc É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË dA;b ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ÅÅ

ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ É ÄÅÌÉÔ ÂÏËÏ×ÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ �A;b = IBA1
ICA1

= rB
rC . éÚ ÌÅÍÍÙ 8.1 ÔÏÇÄÁ

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ dA;b =
rB
rC
·ICBc+IBB

1+ rB
rC

. îÏ, × ÎÁÛÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, IBB = dB, Á ICBc = IÓIó · sin' =
IÓIó · rA

IAA (ÉÚ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ IAAC ′) = �C · rAdA .
éÔÁË, ÐÏÓÌÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ,

dA;b = dA · dB · rC + rA·rB·�C
(rB + rC)dA

:
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ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ dA;c ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÅÈÉÔÒÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÉÎ-
ÄÅËÓÏ× ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ B ↔ C, A↔ A 22:

dA;c = dA · dC · rB + rA·rC·�B
(rB + rC)dA

:

úÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ Ï ÏÂÏÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÏÄÉÎÁËÏ×Ù. é ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, × ÓÉÌÕ �ÒÁ×ÎÏÐÒÁ×ÎÏÇÏ� ÉÈ
ÏÐÉÓÁÎÉÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ� ÐÅÒÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎ É ÓÔÏÒÏÎ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ, ÂÕÄÕÔ ÔÁËÖÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ É × Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÁÒÁÈ.

úÎÁÞÉÔ, × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ þÅ×Ù ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÓÏËÒÁÔÑÔÓÑ, É × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ dA;b
dA;c ·

dB;c
dB;a ·

dC;a
dC;b ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÌÉÛØ ÞÉÓÌÉÔÅÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ.

á ÔÏÇÄÁ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÙ ÞÉÓÌÉÔÅÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÁÒ: dA;b, dB;a (ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ
ÄÒÕÇÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ B ↔ A, C ↔ C | ËÏÔÏÒÙÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ ÜÔÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ); É, ÎÁ
ÓÈÏÖÉÈ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÈ, dB;c, dC;b É dC;a, dA;c.

÷ÏÔ ÍÙ É ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÎÁËÏÎÅÃ-ÔÏ, ÞÔÏ dA;b
dA;c ·

dB;c
dB;a ·

dC;a
dC;b = 1. ¤

ëÁË ×ÉÄÉÍ, ÍÅÔÏÄ é.æ. É ×ÐÒÁ×ÄÕ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÂÏÌØÛÏÊ ÐÒÏÂÉ×ÎÏÊ ÓÉÌÏÊ É × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÓÒÁÂÏÔÁÌ ÂÅÚÕËÏÒÉÚÎÅÎÎÏ23.

á ×ÓÅ ÖÅ, ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ×ÚÇÌÑÎÕÔØ ÎÁ ÞÉÓÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. þÔÏ ÔÁËÏ×ÏÅ ÉÍÅ-
ÅÔÓÑ | ÌÉÞÎÏ Õ ÍÅÎÑ ÓÏÍÎÅÎÉÊ ÎÅÔ (ËÁË ÎÅÔ É ÓÏÍÎÅÎÉÊ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÉÚÙÓËÁÎÎÙÍ É ÔÒÕÄÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍÙÍ).

íÏÖÅÔ, ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ÅÇÏ ÐÏÓÞÁÓÔÌÉ×ÉÔÓÑ ËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ?

§ 9. �ðÏÌÕ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ� ÜÌÌÉÐÓ

÷ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÉËÕ, Ó×ÑÚÁÎÎÕÀ Ó ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÍÉ ÐÏÌÕ×ÐÉÓÁÎÎÙÍÉ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ (×ÎÅÛÎÅÊ) ÐÏÌÕ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ,
×ÐÉÓÁÎÎÕÀ × ÏÄÉÎ ÉÚ ÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ (×ÎÅÛÎÉÍ) ÏÂÒÁÚÏÍ.

üÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ-ÔÁËÉ ÂÏÇÁÔÙÊ ÎÁÂÏÒ ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ( Ï ÍÎÏÇÉÈ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ × [6], [11], [12]).

ïÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ (×Ï×ÓÅ ÎÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ! | ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÉÍÅÀÔÓÑ × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ×ÙÛÅ ÓÐÉÓËÅ)
ÓÅÊÞÁÓ ÐÏÍÏÖÅÔ ÎÁÍ ×ÙÑ×ÉÔØ ÏÞÅÒÅÄÎÕÀ ËÏÎÉËÕ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 9.1. åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÌÕ×ÐÉÓÁÎÎÕÀ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË
ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÔÏ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÔÏÞËÉ ÅÅ ËÁÓÁÎÉÑ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÕÇÌÁ, × ËÏÔÏÒÙÊ ÏÎÁ
×ÐÉÓÁÎÁ, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÉÎÃÅÎÔÒ24 I ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÅÌÉÔÓÑ ÉÍ ÐÏÐÏÌÁÍ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ.
ôÅÏÒÅÍÁ 9.1. ÷ÓÅ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË ËÁÓÁÎÉÑ ÔÒÅÈ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ó ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ I.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÎÉÑ (ÒÉÓ. 33):

A′1A′2B′2C ′1; B′1B′2C ′2A′1; C ′1C ′2A′2B′1
22õÓÏÍÎÉ×ÛÉÅÓÑ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÔÒÁÐÅÃÉÉ IBICCCb | ÌÉÂÏ ÐÒÏÓÔÏ

ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÎÅÅ (É ÓÏÓÅÄËÕ) ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ.
23ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ É ÚÄÅÓØ ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÃÅÎÔÒÙ ÇÏ-

ÍÏÔÅÔÉÊ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÐÁÒÙ ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ | ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÇËÏ �×ÙÄÅÒÖÉ×ÁÅÔ� ÜÔÉ ÎÅÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÕÓÉÌÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ.

24ïÔ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ incenter | ÃÅÎÔÒ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.
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òÉÓ. 33.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 9.1, ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÄÅÌÑÔÓÑ ÉÎÃÅÎÔÒÏÍ I ÐÏÐÏÌÁÍ,
ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁÍÉ.

úÎÁÞÉÔ, ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËA′1A′2B′1B′2C ′1C ′2 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË-ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ
(É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ×ÙÐÕËÌÙÊ É ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË).

á ÏËÏÌÏ ÌÀÂÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ-ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, × ÓÉÌÕ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÁÓËÁÌÑ, ×ÓÅÇÄÁ
ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÏÎÉËÕ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2.1 ÉÚ § 2). á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ
×ÓÑËÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÌÉÎÉÊ, M1M2 |
ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ), ÏÂÝÉÊ ÄÌÑ ÔÒÅÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ | ÔÏ ÔÏÞËÁ I É ÂÕÄÅÔ ÃÅÎÔÒÏÍ ÜÔÏÊ
ËÏÎÉËÉ (ËÁÖÄÁÑ ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× Ó ËÏÎÃÁÍÉ ÎÁ
ËÏÎÉËÅ | É ÐÏÔÏÍÕ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÃÅÎÔÒ | ÓÍ. [1], [6]). ¤

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.1. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ (ÓÍ. [6], [12]) ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÉÍÉ ÒÁ-
ÄÉÕÓÙ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÐÏÌÕ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÞÅÒÅÚ ÕÇÌÙ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÒÁÄÉÕÓ
×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÎÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ: rA = r

cos2 A
2

; rB = r
cos2 B

2
; rA = r

cos2 C
2

, ÌÅÇËÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ
ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎ ËÏÎÉËÉ É ×ÙÐÉÓÁÔØ ÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ.

òÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ×ÓÅ ÖÅ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ×ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ×ÙËÌÁÄËÉ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.2. ÷ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ É ×ÐÉÓÁÔØ ËÏÎÉËÕ. ôÁË

ËÁË ÅÇÏ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÔÏ ÜÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÉ-
ÁÎÛÏÎÁ | ÓÍ.[1], [6].

é ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ: ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÎÉËÉ, ËÁËÏ× ÅÅ ×ÉÄ,
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÅÅ ÃÅÎÔÒÁ É Ô.Ä.

îÏ × ÜÔÉÈ ÚÁÍÅÔËÁÈ ÍÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÉ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ ÏËÏÌÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏ× ËÏ-
ÎÉËÉ.

éÚÕÞÅÎÉÅ ÖÅ ËÏÎÉË ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ | ÔÅÍÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÁÑ, É ×ÐÏÌÎÅ ÚÁÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ, ÎÁ ÎÁÛ ×ÚÇÌÑÄ,
ÏÔÄÅÌØÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.3. åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØÓÑ ÎÁ ÍÎÅÎÉÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ, ÔÏ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÐÏÌÕ×-
ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ×ÎÅÛÎÉÅ (ÚÁÍÅÎÅ ÌÉÂÏ ÐÏÌÎÏÊ, ÌÉÂÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ | × ÌÀÂÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ-
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ÃÉÑÈ), ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ËÏÎÉËÉ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÔ.
ôÅÏÒÅÍÁ 9.2. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ËÏÎÉËÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÜÌÌÉÐÓ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁ ÓÅÊ ÒÁÚ ÏÂÏÊÄÅÍÓÑ ÂÅÚ ×ÙÐÉÓÙ×ÁÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ

×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÚÎÁË ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ×ÉÄ ËÏÎÉËÉ | Á ÐÒÏÓÔÏ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÎÉËÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ
ÏËÏÌÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ-ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÅÓÔØ ÜÌÌÉÐÓ (ÒÉÓ. 34).

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ, × ÓÉÌÕ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ, ÔÁËÏÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ �×ÐÉÓÁÔØ� × ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉË.

ðÏÎÑÔÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ËÏÎÉËÉ (ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÐÏ ÏÂÒÁÔ-
ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÁÓËÁÌÑ) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ
ÓÔÏÒÏÎ.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÃÅÎÔÒ ÎÁÛÅÊ ËÏÎÉËÉ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞ-
ÎÏÊ(ÏÂÙÞÎÏÊ) ÔÏÞËÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÎÉËÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÁÒÁÂÏÌÏÊ (ÃÅÎÔÒ ËÏÔÏÒÏÊ |
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎ). îÅ ÍÏÖÅÔ ÏÎÁ ÂÙÔØ É ÐÁÒÁÂÏÌÏÊ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, Ô.Å. ÐÁÒÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑ-
ÍÙÈ | ÈÏÔÑ ÃÅÎÔÒÏÍ ÔÁËÏÇÏ �×ÙÒÏÖÄÅÎÃÁ� É ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÌÀÂÕÀ (ËÏÎÅÞÎÕÀ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ!)
ÔÏÞËÕ ÎÁ �ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÊ� ÐÁÒÁÌÌÅÌÉ, ÎÏ, ÑÓÎÏÅ ÄÅÌÏ, ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ
ÒÁÚÍÅÓÔÉÔØÓÑ ÎÁ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ Ä×ÕÈ ÐÒÑÍÙÈ.

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ËÏÎÉËÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÉÂÏ ÜÌÌÉÐÓ, ÌÉÂÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ.
âÕÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÄ×ÉÇÁÔØ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ | Ë ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

òÉÓ. 34.

éÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÔÁËÉÈ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÑÈ ËÏÎÉËÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÚ-
ÍÅÎÉÔØ Ó×ÏÊ ×ÉÄ | ×ÅÄØ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÐÅÒÅÖÉÔØ �ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ ËÁÔÁÓÔÒÏÆÕ�, Ô.Å. ×
ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÏÂÅÒÎÕÔØÓÑ ÐÁÒÁÂÏÌÏÊ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ).

á ÜÔÏ-ÔÏ É ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ÃÅÎÔÒ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ËÏÎÅÞÅÎ (× ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ)
É Ä×ÕÈ ÐÒÑÍÙÈ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÍÅÓÔÉÔØ ÎÁ ÎÉÈ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ.

÷ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÄÅÆÏÒÍÉÒÕÅÍÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÓÔÑÎÕÔÓÑ × ÔÏÞËÉ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÅ Ó ×ÅÒ-
ÛÉÎÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ | ÞÁÓÔÎÙÊ
ÓÌÕÞÁÊ ÜÌÌÉÐÓÁ.

úÎÁÞÉÔ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÏÌÏ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ËÏÎÉËÁ ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌÁ ÓÏÂÏÀ
ÜÌÌÉÐÓ. ¤
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§ 10. ëÏÎÉËÉ ÏÔ çÒÉÇÏÒØÅ×Á

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÍÙ ÂÅÇÌÏ ÏÚÎÁËÏÍÉÍÓÑ ÅÝÅ Ó ÔÒÅÍÑ ËÏÎÉËÁÍÉ, ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÚÉÍÏÊ ÜÔÏÇÏ ÇÏÄÁ
ÕÞÁÝÉÍÓÑ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ èÉÍÉÞÅÓËÏÇÏ ìÉÃÅÑ (çïõ � 1303) äÍÉÔÒÉÅÍ çÒÉÇÏÒØÅ×ÙÍ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ×ËÌÀÞÅÎÙ × ëÏÌÌÅËÃÉÀ ëÉÍÂÅÒÌÉÎÇÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÏÔÔÕÄÁ
�ËÏÐÉÐÁÓÔÏÍ�25 (ÒÉÓ. 35)26.

X(5430) = ãåîôò ðåò÷ïê ëïîéëé çòéçïòøå÷á
âÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ëÉÍÂÅÒÌÉÎÇ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ ÌÉÛØ ÐÅÒ×ÕÀ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ | ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÎÅÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÄ×É-
ÇÁÍÉ. ïÎ ÞÁÓÔÏ ÔÁË ÐÏÓÔÕÐÁÅÔ × ÓÌÕÞÁÑÈ \ÇÒÏÍÏÚÄËÉÈ" ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. | ðÒÉÍ. ÒÅÄ.):
(1 + cscA=2)(cscB=2 + cscC=2)− cot 2A=2.

ðÕÓÔØ LA | ÐÒÑÍÁÑ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÏÊ BC É ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ BC (ÜÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÀ ÔÏÞËÕ A); ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÍ LB É LC ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ. ðÏÌÏÖÉÍ A′ = LB ∩ LC , ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ B′ É C ′ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ. ðÕÓÔØ AB
| ÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ A ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ Ó ÏÓØÀ A′B′, Á AC | ÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ A ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ Ó ÏÓØÀ
A′C ′. ðÕÓÔØ C1 | ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABAB É ÐÒÑÍÏÊ AB, Á B2
| ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ACAC É ÐÒÑÍÏÊ AC. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ A1; B1
É C2; A2 ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ. ôÏÇÄÁ |AB2| = |CB1|; |BA1| = |CA2|; |AC1| = |BC2|, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ
ëÁÒÎÏ, ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË A1; A2; B1; B2; C1; C2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÉËÅ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÊ ËÏÎÉËÉ
çÒÉÇÏÒØÅ×Á × ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

x2 + y2 + z2 − 2 csc(A=2)yz − 2 csc(B=2)zx− 2 csc(C=2)xy = 0

òÉÓ. 35.
25÷ ÒÕÓÓËÏÍ ÐÅÒÅ×ÏÄÅ | ÐÒÉÍ. ÒÅÄ.
26ðÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ×Ù×ÅÄÅÔ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÎÉÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
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(óÏÏÂÝÅÎÏ áÌÅËÓÅÅÍ íÑËÉÛÅ×ÙÍ ÏÔ ÉÍÅÎÉ äÍÉÔÒÉÑ çÒÉÇÏÒØÅ×Á, íÏÓË×Á, 28 ÍÁÒÔÁ, 2013 Ç.)
ðÅÒÓÐÅËÔÏÒÏÍ ÐÅÒ×ÏÊ ËÏÎÉËÉ çÒÉÇÏÒØÅ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒ X(188). (Randy Hutson, 30 ÍÁÒÔÁ,

2013 Ç.)
åÓÌÉ Õ ×ÁÓ ÅÓÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ \The Geometer's Sketchpad", ×Ù ÍÏÖÅÔÅ Õ×ÉÄÅÔØ X(5430)
X(5430) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÔÁËÉÅ ÃÅÎÔÒÙ: {8, 188}, {236, 3161}
X(5431) = ãåîôò ÷ôïòïê ëïîéëé çòéçïòøå÷á
âÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ:
(1 + secA=2)(secB=2 + secC=2)− tan 2A=2.

ðÕÓÔØ LA | ÐÒÑÍÁÑ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ BC É ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
ABC × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÏÔ BC (ÏÂÌÁÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÔÏÞËÕ A), ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ LB É LC
ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ. ðÕÓÔØ A′ = LB ∩ LC ; ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ B′ É C ′ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ. ðÕÓÔØ AB | ÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ A
ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ A′B′, Á AC | ÏÂÒÁÚ A ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A′C ′.
C1 | ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABAB É ÐÒÑÍÏÊ AB, B2 | ÔÏÞËÁ
ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ACAC É ÐÒÑÍÏÊ AC. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ A1; B1 É C2; A2
ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ. ôÏÇÄÁ |AB2| = |CB1|; |BA1| = |CA2|; |AC1| = |BC2|, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÒÎÏ ÛÅÓÔØ
ÔÏÞÅË A1; A2; B1; B2; C1; C2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÉËÅ. âÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÊ
ËÏÎÉËÉ çÒÉÇÏÒØÅ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

x2 + y2 + z2 − 2 sec(A=2)yz − 2 sec(B=2)zx− 2 sec(C=2)xy = 0

ðÅÒÓÐÅËÔÏÒÏÍ ×ÔÏÒÏÊ ËÏÎÉËÉ çÒÉÇÏÒØÅ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒ X(5451). (Randy Hutson, 8 ÁÐÒÅÌÑ 2013
Ç.) óÍ. ÔÁËÖÅ X(5452).

åÓÌÉ Õ ÷ÁÓ ÅÓÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ \The Geometer's Sketchpad", ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ X(5431).
X(5431) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÃÅÎÔÒÙ {178, 5451} (ÒÉÓ. 36).

òÉÓ. 36.

X(5452) = ãåîôò ëïîéëé ðòé÷áìï÷á
ôÒÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ: f(A;B;C) : f(B;C;A) : f(C;A;B), ÇÄÅ

f(A;B;C) = cos2(A=2)[− sinA cos2(A=2) + sinB cos2(B=2) + sinC cos2(C=2)]
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(Randy Hutson, 19 ÁÐÒÅÌÑ 2013 Ç.).
âÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ:

a2(b+ c− a)[a3 − a2b− a2c+ ab2 + ac2 − (b+ c)(b− c)2].

ðÕÓÔØ A′B′C ′ | ÁÎÔÉËÏÍÐÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ (ÔÁËÖÅ ÁÎÔÉÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÉÌÉ ÁÎÔÉÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ)
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC (ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÁÎÔÉËÏÍÐÌÅÍÅÎÔÁÒÅÎ ÄÁÎÎÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÄÁÎÎÙÊ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÍ). ðÕÓÔØ A′′ | ÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ A′ ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ Ë ÏÔÒÅÚËÕ BC, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ B′′ É C ′′ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ. ðÕÓÔØ A1
| ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A′′BC É ÐÒÑÍÏÊ BC, A2 | ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ
×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A′BC É BC. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÏÞËÉ B1; B2; C1; C2 ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ.
ôÏÇÄÁ |AC2| = |BC1|; |BA1| = |CA2|; |CB1| = |AB2|, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÒÎÏ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË
A1; A2; B1; B2; C1; C2 ÌÅÖÁÔ ÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÉËÅ, ÎÁÚ×ÁÎÎÏÊ × ÞÅÓÔØ áÌÅËÓÁÎÄÒÁ ðÒÉ×ÁÌÏ×Á27.
âÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÎËÉ ðÒÉ×ÁÌÏ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

x2 + y2 + z2 + f(a; b; c)yz + f(b; c; a)zx+ f(c; a; b)xy = 0;

ÇÄÅ f(a; b; c) = 2[(b− c)2 + a2]=[(b− c)2 − a2], ÉÌÉ, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ,

x2 + y2 + z2 − g(A;B;C)yz − g(B;C;A)zx− g(C;A;B)xy = 0;

ÇÄÅ g(A;B;C) = tan(B=2) tan(C=2)[cot2(B=2) + cot2(C=2)].
(óÏÏÂÝÅÎÏ äÍÉÔÒÉÅÍ çÒÉÇÏÒØÅ×ÙÍ 15 ÁÐÒÅÌÑ, 2013 Ç.).28

ëÏÎÉËÁ ðÒÉ×ÁÌÏ×Á | Ä×ÕÞÅ×ÉÁÎÎÁÑ ËÏÎÉËÁ ÃÅÎÔÒÏ× X(7) É X(8), Ô.Å. ËÏÎÉËÁ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ
ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ intouch29 É extouch30 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×31. åÅ ÃÅÎÔÒ X(5452) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÃÅÎ-
ÔÒÏÍ ËÏÎÉËÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ A, B, C, X(101); X(294); X(651); X(666), ËÏÔÏÒÁÑ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ
ÓÏÐÒÑÖÅÎÁ Ë ÐÒÑÍÏÊ öÅÒÇÏÎÎÁ (ÔÁË ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÒÑÍÕÀ üÊÌÅÒÁ ÁÎÔÉËÏÍÐÌÉÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ). üÔÁ ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ËÏÎÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÅÓÔÏÍ ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÌÀÓÏ×
ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ X(55). ôÁËÖÅ, X(5452) = \ÐÅÒÅËÒÅÓÔÎÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ" (ÎÁ ÁÎ-
ÇÌÉÊÓËÏÍ | crossdi�erence | Ï ÓÍÙÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÔÅÒÍÉÎÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ × óÌÏ×ÁÒÅ (Glossary) Õ
ëÉÍÂÅÒÌÉÎÇÁ [5]) ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÏÌÑÒÅ ÃÅÎÔÒÁ X(6) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏ-
ÓÔÉ. (Randy Hutson, 19 ÁÐÒÅÌÑ 2013 Ç.).

ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ \The Geometer's Sketchpad" ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ X(5452).
X(5452) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÃÅÎÔÒÙ: {2, 1814}, {6, 354}, {9, 1040},

{33, 210}, {55, 2195}, {218, 226}, {219, 3686}, {294, 497}, {650, 1376}, {2238, 2911}
X(5452) = X(2)−\ÞÅ×ÁÓÏÐÒÑÖÅÎÎÁÑ" (ÎÁ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÍ | Ceva conjugate | Ï ÓÍÙÓÌÅ ÜÔÏÇÏ

ÔÅÒÍÉÎÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ × óÌÏ×ÁÒÅ (Glossary) Õ ëÉÍÂÅÒÌÉÎÇÁ [5]) Ë X(55) (ÒÉÓ. 37).

27áÌÅËÓÁÎÄÒ áÎÄÒÅÅ×ÉÞ ðÒÉ×ÁÌÏ× | ËÁÎÄÉÄÁÔ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË, ÚÁ×ÅÄÕÀÝÉÊ ËÁÆÅÄÒÏÊ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉËÉ × íÏÓËÏ×ÓËÏÍ èÉÍÉÞÅÓËÏÍ ìÉÃÅÅ. äÏ×ÏÄÉÔÓÑ ×ÎÕÞÁÔÙÍ ÐÌÅÍÑÎÎÉËÏÍ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÍÕ ÒÕÓÓËÏÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ
é×ÁÎÕ é×ÁÎÏ×ÉÞÕ ðÒÉ×ÁÌÏ×Õ.

28äÍÉÔÒÉÊ çÒÉÇÏÒØÅ× ÚÄÅÓØ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ËÏÎÉËÉ ÉÚ § 4 | ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ
4.2 É ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.4.

29ôÁË × ÁÎÇÌÏÑÚÙÞÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ×
ÄÁÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ. ÷ ÎÁÛÅÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÜÔÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÞÁÓÔÏ ÉÍÅÎÕÀÔ ôÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÏÍ öÅÒÇÏÎÎÁ.

30ôÁË × ÁÎÇÌÏÑÚÙÞÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ
× ÄÁÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ó ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ.

31á ×ÏÔ �×ÐÉÓÁÎÎÏ-ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ� ÓÕÔØ ÜÔÏÊ ËÏÎÉËÉ, ÎÅ ÕËÒÙ×ÛÁÑÓÑ ÏÔ ëÉÍÂÅÒÌÉÎÇÁ.
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