


óÔÕÄÅÎÔÁÍ É ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ

ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ� ËÏÎÉËÁÈ
áÌÅËÓÅÊ íÑËÉÛÅ×

÷ ÓÔÁÔØÅ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ËÏÎÉËÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ, ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ÷ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÜÔÁ ÔÅÍÁÔÉËÁ ÓÔÁÌÁ ÏÞÅÎØ ÐÏÐÕÌÑÒ-
ÎÏÊ. îÏ×ÙÊ ÉÍÐÕÌØÓ ÅÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÀ ÐÒÉÄÁÌÉ ÇÉÐÏÔÅÚÙ ûÔÅÊÎÇÁÒÃÁ ÏÂ ÜÌÌÉÐÓÁÈ, ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÙÅ
× [1], [2]. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÏÐÒÏ×ÅÒÇÎÕÔÙ, Á ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÏËÁÚÁÎÙ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÓÔÁÔØÅ [3],
ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ ÎÁÛÅÇÏ ÖÕÒÎÁÌÁ. éÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ \ÍÅÈÁÎÉ-
ÞÅÓËÏÇÏ" ÍÅÔÏÄÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÄÎÕ ÉÚ ÇÉÐÏÔÅÚ, Á
ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÑÄ ÄÒÕÇÉÈ ÐÌÁÎÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × [4].

ôÅÏÒÅÍÙ 4.1 É 4.2 ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ó ä. ó. çÒÉÇÏÒØÅ×ÙÍ, ÕÞÁÝÉÍÓÑ
11 ËÌÁÓÓÁ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ èÉÍÉÞÅÓËÏÇÏ ìÉÃÅÑ � 1303.

ëÏÎÅÃ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á × ÔÅËÓÔÅ ÐÏÍÅÞÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞËÏÍ ¤ äÌÑ ËÏÔÁÎÇÅÎÓÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÍÅÖ-
ÄÕÎÁÒÏÄÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ cot, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÉÎÑÔÏÇÏ × òÏÓÓÉÉ ctg.

óÔÁÔØÑ ÐÅÞÁÔÁÅÔÓÑ Ó ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ.

§ 1. ÷×ÏÄÎÁÑ ÞÁÓÔØ

ëÁË ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ1 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ
ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. þÅÒÅÚ ÞÅÔÙÒÅ ÖÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ×ÏÏÂÝÅ
ÇÏ×ÏÒÑ, ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÎÅÌØÚÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÅ
ÉÌÉ ÉÎÙÅ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ ÎÅËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÔÎÅÓÔÉ Ë ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ
(ÎÅÔÉÐÉÞÅÓËÉÍ).

ðÏÄÏÂÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÐÏÐÒÁ×ËÁÍÉ, ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ É Ë ËÏÎÉËÁÍ2.
á ÉÍÅÎÎÏ, ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ ÐÑÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ3 ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ-

×ÅÓÔÉ ËÏÎÉËÕ, É ÐÒÉÔÏÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ (ÓÍ. [5], [10]). ë ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÚÄÅÓØ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ
ÏÔÎÅÓÔÉ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ËÏÎÉËÁ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ËÏÎ-
ÆÉÇÕÒÁÃÉÉ.

÷ ÎÁÛÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÐÒÅÄßÑ×ÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ËÏÎÉË | ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁÓËÏÌØ-
ËÏ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÒÁÎÅÅ × ÒÁÂÏÔÁÈ ÐÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÅ ÐÏÑ×ÌÑÌÏÓØ.

÷ÓÅ ÏÎÉ, ÔÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ, Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ4.
ðÏÍÉÍÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ, ÂÕÄÕÔ ÎÁÊÄÅÎÙ ÃÅÎÔÒÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ËÏÎÉË, ÎÅ-

ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÙÎÅ ÐÏÐÏÌÎÉÌÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ üÎÃÉËÌÏÐÅÄÉÀ ôÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ãÅÎÔÒÏ×
ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÁ ëÌÁÒËÁ ëÉÍÂÅÒÌÉÎÇÁ, (ÓÍ. [9]).

÷ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÁËÔÉ×ÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
(×ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × [6], [10]).

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÏÒÕÄÉÑ ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÁ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ
1ô.Å., × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÉÌÉ, ËÁË ÅÝÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÅ.
2ðÏÄ ÜÔÉÍ ÔÅÒÍÉÎÏÍ ÂÕÄÅÍ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÔØ ÜÌÌÉÐÓ, ÐÁÒÁÂÏÌÕ ÉÌÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ | Ô.Î. ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËÏÎÉËÉ.

á, ÓËÁÖÅÍ, ÐÁÒÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ (Á ÔÏ É ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÈ) ÐÒÑÍÙÈ | ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ �×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ� ÐÁÒÁÂÏÌÏÊ. üÔÉ
ÐÒÑÍÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÉÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ É ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÓÅÒÅÄÉÎÙ
×ÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏ× Ó ËÏÎÃÁÍÉ ÎÁ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ.

ðÁÒÕ ÖÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ� ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ.
3ô.Å. ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.
4ïÔÓÀÄÁ, ÐÏÎÑÔÎÏ, É ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ËÏÎÉËÉ. óÍ. ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ×ÅÝÉ Ï ÎÉÈ × [12].
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40 áÌÅËÓÅÊ íÑËÉÛÅ×

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1 (ëÁÒÎÏ). ðÕÓÔØ á1; á2 ∈ (÷ó);÷1; ÷2 ∈ (óá);ó1; ó2 ∈ (á÷). ôÏÇÄÁ ÜÔÉ ÛÅÓÔØ
ÔÏÞÅË ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ëÁÒÎÏ:

(−−→BA1−−→CA1
·
−−→BA2−−→CA2

)
·
(−−→CB1−−→AB1

·
−−→CB2−−→AB2

)
·
(−−→AC1−−→BC1

·
−−→AC2−−→BC2

)
= 1 (ÓÍ. [5], [10]):

éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, × Ó×ÏÊ ÞÅÒÅÄ, ÓÒÁÚÕ ×ÙÔÅËÁÀÔ Ä×Á ÐÏÌÅÚÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÔÁËÖÅ ×ÏÓ-
ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÓÔÏÒÏ-
ÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó: A1; A2 ∈ (BC);B1; B2 ∈ (CA);C1; C2 ∈ (AB), ÐÒÉÞÅÍ ÐÁÒÙ
×ÅËÔÏÒÏ× −−−→(BA1;

−−→CA2); (−−→CB1;
−−→AB2) É (−−→AC1;

−−→BC2) ÒÁ×ÎÙ ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ É ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙ ÐÏ ÎÁÐÒÁ-
×ÌÅÎÉÀ (Ô.Å. ÌÉÂÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÍÏÔÒÑÔ �×ÎÕÔÒØ� ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÌÉÂÏ | �×Ï×ÎÅ�).

ôÏÇÄÁ ÜÔÉ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ (ÒÉÓ. 1).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, �×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ� ÓÌÕÞÁÊ (�×ÎÅÛÎÉÊ� ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁ-

ÌÏÇÉÞÅÎ). ðÕÓÔØ ÷ó = a;CA = b; AB = c É BA1 = CA2 = x;CB1 = AB2 = y;AC1 = BC2 = z.
ôÏÇÄÁ

(−−→BA1−−→CA1
·
−−→BA2−−→CA2

)
·
(−−→CB1−−→AB1

·
−−→CB2−−→AB2

)
·
(−−→AC1−−→BC1

·
−−→AC2−−→BC2

)
=

= (− x
a− x · −

a− x
x ) ·

(
− y
b− y · −

b− y
y

)
·
(
− z
c− z · −

c− z
z

)
= 1;

É, × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ. ¤

òÉÓ. 1.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.2. åÓÌÉ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ (ÉÌÉ ÉÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÈ) ÎÅËÏ-
ÔÏÒÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ä×Å ÔÒÏÊËÉ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ
ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙÈ 5 ÞÅ×ÉÁÎ6, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÉËÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÜÔÉ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË (ÒÉÓ. 2).

5ô.Å. ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.
6ïÔÒÅÚËÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÔÏÞËÁÍÉ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÐÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÌÅÄÕÅÔ Ä×ÁÖÄÙ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ þÅ×Ù (ÓÍ. [5]{[8], [10]), Á
ÚÁÔÅÍ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÁÒÎÏ:

(−−→BA1−−→CA1
·
−−→BA2−−→CA2

)
·
(−−→CB1−−→AB1

·
−−→CB2−−→AB2

)
·
(−−→AC1−−→BC1

·
−−→AC2−−→BC2

)
=

=
(−−→BA1−−→CA1

·
−−→CB1−−→AB1

·
−−→AC1−−→BC1

)
·
(−−→BA2−−→CA2

·
−−→CB2−−→AB2

·
−−→AC2−−→BC2

)
= 1 · 1 = 1: ¤

òÉÓ. 2.

îÁËÏÎÅÃ, ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ �ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅ-
ÓËÉÈ� ÆÁËÔÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.2 (õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÎÉËÉ × ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ). ÷ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
ËÏÎÉËÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ7 (ÓÍ. [10]):

ux2 + vy2 + !z2 + 2fyz + 2gzx+ 2hxy = 0:

ôÅÏÒÅÍÁ 1.3 (ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÉÄÁ ËÏÎÉËÉ É ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔ ÃÅÎÔÒÁ ÐÏ ÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ). ðÕÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÎÉ-
ËÉ ÚÁÄÁÎÏ: ux2 + vy2 + !z2 + 2fyz + 2gzx + 2hxy = 0. ÷×Å-
ÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: U = vw − f2, V = wu − g2,
W = uv − h2, F = gh − uf , G = hf − vg, H =
= fg − wh: ôÏÇÄÁ ×ÉÄ ËÏÎÉËÉ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÚÎÁËÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ

� = U + V + W + 2 (F +G+H): åÓÌÉ � > 0, ÔÏ ËÏÎÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÓÏÍ, ÅÓÌÉ � = 0 |
ÐÁÒÁÂÏÌÏÊ, Á ÅÓÌÉ � < 0 | ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ.

ãÅÎÔÒ ËÏÎÉËÉ ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (U +G+H : V + F +H : W + F +G) (ÓÍ. [10]).

§ 2. éÚÏÔÅÒÉÞÅÓËÉÊ8 ÜÌÌÉÐÓ

òÉÓ. 3.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË á÷ó É ÐÏ-
ÄÅÌÉÍ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ. ôÏ-
ÇÄÁ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÂÕÄÅÔ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1. ôÏÞËÉ �ÒÁÓÔÒÏÅÎÉÑ� á1; á2; ÷1,
÷2; ó1; ó2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÏÎÉËÅ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × G | ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅ-
ÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ9 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁá÷ó, ÐÒÉÞÅÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ
×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ × ËÏÎÉËÕ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á ÔÁËÖÅ ÏÔÒÅÚ-
ËÉ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÅÇÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ10 ÓÔÏ-
ÒÏÎ | ÂÕÄÕÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÏÐÏÌÁÍ (ÓÍ. ÒÉÓ.
3).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÏ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË
ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÉÍ, ×ÏÓÐÏÌØ-
ÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ 1.1, ÐÏÓËÏÌØËÕ BA1 = CA2 =
a
3 ; CB1 =AB2 = b

3 ; AC1 =BC2 = c
3 .

á ÅÓÌÉ ÅÝÅ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏ-
ÒÏÎÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ
(ËÁË ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ æÁÌÅÓÁ), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×Á-
ÎÉÅ ËÏÎÉËÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ, ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÁÓËÁÌÑ ([5], [10]),
ËÏÔÏÒÁÑ ÇÌÁÓÉÔ:

7é Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ËÁË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×, ÔÁË É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Ô.Å. ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ
(ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ), ÅÓÌÉ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ (ÉÌÉ ×ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ) ÕÍÎÏÖÉÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÊ
ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ.

8ïÔ ÇÒÅÞÅÓËÏÇÏ �isor� | ÒÁ×ÎÙÊ É ÌÁÔÉÎÓËÏÇÏ �ter� | ÔÒÉ.
9åÅ ÅÝÅ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÏÐÒÏÓÔÕ ÃÅÎÔÒÏÉÄÏÍ.

10ô.Å. ÉÄÕÝÉÈ ÞÅÒÅÚ Ä×Å.
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åÓÌÉ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ ÛÅÓÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÉËÁ, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÔÏ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ
ËÏÎÉËÅ.

á × ÎÁÛÅÍ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ | Ô.Å., Ó ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ
ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÔÏÞËÉ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ([5], [6], [10]).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÖÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒÏÍ ËÏÎÉËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÉÄ G, ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏ-
ÒÅÍÕ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÕÞËÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÈÏÒÄ ËÏÎÉËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ
ÅÅ ÃÅÎÔÒ11 (ÓÍ. [5], [10]).

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ12, ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ó1á2 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ áó, ÓÅÒÅÄÉÎÁ áó, ÔÏÞËÁ ÷0,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÷1÷2 É Ô.Ä.

îÁËÏÎÅÃ, ÔÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÉÅ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É ÏÔÒÅÚËÉ ÄÅÌÑÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÉÄÏÍ
ÐÏÐÏÌÁÍ, ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ æÁÌÅÓÁ | ÎÕ, É ÉÚ ÔÏÇÏ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÍÅÄÉÁÎÙ ÄÅÌÑÔÓÑ ÃÅÔÒÏÉÄÏÍ
× ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 2 : 1 (ÓÍ. [7], [8]) | ÉÍÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÑÍÁÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÷1ó2 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ G.

éÚ ×ÓÅÇÏ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ËÓÔÁÔÉ, ÅÝÅ É ÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÛ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÎ-
ÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ, Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ × G. ¤

ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÛÁ ËÏÎÉËÁ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÏÂÏÀ ÜÌÌÉÐÓ. (×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×Ï-
ÒÑ, ÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï, ÞÔÏ ËÏÎÉËÁ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÅÅ �ÜÌÌÉÐÓÏ×ÏÓÔÉ� | ÓÍ. ÒÉÓ. 4).

òÉÓ. 4.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.2. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ËÏÎÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÓÏÍ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï13. óÎÁÞÁÌÁ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 1.2, ÓÏÓÔÁ×ÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁÛÅÊ ËÏÎÉËÉ.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÛÅÓÔÉ ÔÏÞÅË �ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÔÒÉ� ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:

11é ÐÒÑÍÁÑ ÜÔÁ (ÉÌÉ ÏÔÒÅÚÏË) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ ËÏÎÉËÉ
÷ ÓÌÕÞÁÅ ÐÁÒÁÂÏÌÙ ÅÅ ÃÅÎÔÒÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÅÅ ÏÓÉ. ôÏÇÄÁ ÈÏÒÄÏÊ ÐÁÒÁÂÏÌÙ,

ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÃÅÎÔÒ, ÂÕÄÅÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÌÕÞ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÏÓÉ.
12ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ, ËÏÎÅÞÎÏ, æÁÌÅÓÁ.
13äÒÕÇÏÅ, ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÁ ÜÔÕ ÔÅÍÕ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÄÁÌÅÅ, ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 9.2.
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á1 = 0 : CA1 : BA1 = 0 : 2a : a = 0 : 2 : 1; A2 = 0 : CA2 : BA2 = 0 : a : 2a = 0 : 1 : 2;
B1 = CB1 : 0 : AB1 = b : 0 : 2b = 1 : 0 : 2; B2 = CB2 : 0 : AB2 = 2b : 0 : b = 2 : 0 : 1;
C1 = BC1 : AC1 : 0 = 2c : c : 0 = 2 : 1 : 0; C2 = BC2 : AC2 : 0 = c : 2c : 0 = 1 : 2 : 0:

ðÏÄÓÔÁ×É× ÔÅÐÅÒØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÎÉËÉ, ÐÒÉÄÅÍ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÉÚ 6-ÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ14, ËÏÔÏÒÕÀ, ÏÄÎÁËÏ, ÌÅÇËÏ ÒÅÛÉÔØ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÂÏÌØÛÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÜÆÆÉ-
ÃÉÅÎÔÏ×. ÷ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ u = v = w = 4; f = g = h = −5, Ô.Å. ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÎÉËÉ ÉÍÅÅÔ
×ÉÄ:

2x2 + 2y2 + 2z2 − 5yz − 5zx− 5xy = 0:
é, ÐÏÓËÏÌØËÕ U = V = W = −9 É F = G = H = 45, ÔÏ � = −9 · 3 + 2 · 3 · 45 = 243 > 0 É, ÐÏ
ÔÅÏÒÅÍÅ 1.3, ÎÁÛÁ ËÏÎÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÓÏÍ. ¤

§ 3. ïÒÔÏÜÌÌÉÐÓ

ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ á ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó Ä×Á ÌÕÞÁ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ á÷
É áó É ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÐÒÑÍÕÀ ÷ó. úÁÔÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÒÅÚÏË ÷′′2ó ′′1 , ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ
× ÕÇÏÌ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÜÔÉÍÉ ÌÕÞÁÍÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ É ÒÁ×ÎÙÊ ÏÔÒÅÚËÕ ÷ó. ïÔÒÅÚËÉ ÷′′1á′′2
É á′′1ó ′′2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ôÏÇÄÁ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1. ôÏÞËÉ ÷′′2 ; ó ′′1 ; ÷′′1 ; á′′2; á′′1; ó ′′2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÜÌÌÉÐÓÅ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ î | ÏÒÔÏ-
ÃÅÎÔÒÅ15 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó (ÒÉÓ. 5).

òÉÓ. 5.

ðÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ; ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÅÇÏ É ÏÔÒÅÚËÉ, ÓÏÅÄÉÎÑ-
ÀÝÉÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ, ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ î, ËÏÔÏÒÏÊ É ÄÅÌÑÔÓÑ ÐÏÐÏÌÁÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2.1, ÔÅÏ-
ÒÅÍÁ 2.2), ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ ï | ÃÅÎÔÒÅ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó | É Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 2 (ÒÉÓ. 6).

14ïÄÎÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ, ËÏÎÅÞÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ.
15ôÁË ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.
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äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÷′′; ó ′′ | ÏÂÒÁÚÙ ÔÏÞÅË ÷ É ó ÐÒÉ ÜÔÏÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ.
ôÏÇÄÁ ÷′′ó ′′||BC, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ÐÒÑÍÙÅ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÃÅÎÔÒ, ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ

× ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÏÐÕÓÔÉ× ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ ÉÚ ÔÏÞÅË ÷ É ó ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ ÷′′ó ′′, ÐÏÌÕÞÉÍ
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ É ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÈ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ
á′′1 É ÷′′1 . ðÏÜÔÏÍÕ ÷á′′1 = óá′′2 É á′′1÷′′1 = ÷ó = 1

3á′′÷′′. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ï÷ = ïó (ËÁË
ÒÁÄÉÕÓÙ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ), ÔÏ É ï÷′′ = ïó ′′, ËÁË ÏÂÒÁÚÙ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÐÒÉ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÷÷′′ = óó ′′ É ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÷÷′′á′′1 É óó ′′á′′2 ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ
(ÐÏ ËÁÔÅÔÕ É ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÅ). úÎÁÞÉÔ, ÷′′á′′1 = óá′′2. é, ÔÁË ËÁË á′′1÷′′1 = 1

3á′′÷′′, ÔÏ ÷′′á′′1 = á′′1÷′′1 =
óá′′2 = 1

3÷′′ó ′′, Ô.Å. ÔÏÞËÉ á′′1 É ÷′′1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÔÏÞÅË á1 É á2 ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ
ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ.

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ ÷1; ÷2; ó1; ó2 ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÔÏÞËÉ ÷′′1 ; ÷′′2 ; ó ′′1 ; ó ′′2 ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

òÉÓ. 6.

îÁËÏÎÅÃ, ÐÏ ÓÁÍÏÍÕ ÓÐÏÓÏÂÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ ÷′′2ó ′′1 , ÷′′1á′′2 É á′′1ó ′′2 ÔÁËÏ×Ù
ÉÍÅÎÎÏ, ËÁËÉÍÉ ÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÌÉ ÉÈ × ÎÁÞÁÌÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ.

ôÏ ÖÅ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒÏÉÄ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ G ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ î,
ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÁËÔÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ | ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÐÒÑÍÏÊ üÊÌÅÒÁ. îÁ
ÎÅÊ, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÌÅÖÁÔ ÔÏÞËÉ H;G;O | ÐÒÉÞÅÍ G ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË îï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×
ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 2:1, ÓÍ. [5]{[8], [10]. ¤

§ 4. ðÁÒÁ ËÏÎÉË, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÔÏÞËÁÍÉ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ É ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ

ôÅÏÒÅÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ Ba; Ca; Cb; Ab; Ac; Bc | ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ó
ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ ÓÔÏÒÏÎ ÷ó;óá;á÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.
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ôÏÇÄÁ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ, ÃÅÎÔÒ ËÏÔÏÒÏÊ ò ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉ-
ÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (ÒÉÓ. 7):

P =
a2

(
a4 − 2abc(b+ c− a)− (

b2 − c2)2)

b+ c− a :

:
b2

(
b4 − 2abc(c+ a− b)− (

c2 − a2)2)

c+ a− b :

:
c2

(
c4 − 2abc(a+ b− c)− (

a2 − b2
)2)

a+ b− c :

òÉÓ. 7.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ p = a+b+c
2 | ÐÏÌÕÐÅÒÉÍÅÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó. ôÏ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ

ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ, ÓÒÁÚÕ ÐÏÌÕÞÉÍ, ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ 1.1, ÐÏÓËÏÌØËÕ
BCa = CBa = p − a; CAb = ACb = p − b; ABc = BAc = p − c (ÓÍ. [5]{[8], [10]). äÁÌÅÅ ×ÙÐÉÛÅÍ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË:

Ba = 0 : CBa : −BBa = 0 : p− a : −p; Ca = 0 : −CCa : BCa = 0 : −p : p− a

(ÔÁË ËÁË BBa = BC + CBa = a+ (p− a) = p = BC +BCa = CCa);

Ab = CAb : 0 : −AAb = p− b : 0 : −p; Cb = CCb : 0 : ACb = −p : 0 : p− b;
Bc = −BBc : ABc : 0 = −p : p− c : 0; Ac = BAc : −AAc : 0 = p− c : −p : 0:
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ðÏÄÓÔÁ×É× ÔÅÐÅÒØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÎÉËÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ16

u = v = w = 1; f = (b+ c)2 + a2

(b+ c)2 − a2 ; g = (c+ a)2 + b2
(c+ a)2 − b2

; h = (a+ b)2 + c2

(c+ a)2 − b2
:

÷ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ×ÓÅÈ ÄÒÏÂÅÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ:

(b+ c)2 − a2 = (b+ c− a) (b+ c+ a) > 0 É Ô.Ä.

óÞÉÔÁÅÍ ÄÁÌØÛÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.3:

U = − 4a2 (b+ c)2

(b+ c− a)2 (a+ b+ c)2 ; V = − 4b2 (c+ a)2

(c+ a− b)2 (a+ b+ c)2 ;

W = − 4c2 (a+ b)2

(a+ b− c)2 (a+ b+ c)2 :

F =

(
(a+ b)2 + c2

)(
b2 + (a+ c)2

)

(a+ b+ c)2 (a+ b− c) (a+ c− b)
− a2 + (b+ c)2

(b+ c− a) (a+ b+ c) :

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÛÌÉ ÕÖÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ×ÙÐÉÓÙ×ÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ G É
î, Á ÔÏÌØËÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ G ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ F ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ a→ b→ c→ a.
é ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÉÚ G ÚÁÔÅÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ î.

ôÏÇÄÁ ÐÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÃÅÎÔÒÁ ËÏÎÉËÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

b2
(
b4 − 2abc(c+ a− b)− (

c2 − a2)2)

c+ a− b · 4
(a+ b+ c)2 (b+ c− a) (c+ a− b) (a+ b− c)

;

Á Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÎÅÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ. é ÐÏÓÌÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉ-
ÔÅÌØ 4

(a+ b+ c)2 (b+ c− a) (c+ a− b) (a+ b− c)
ËÁË ÒÁÚ É ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÚÁÑ×ÌÅÎÎÙÅ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÃÅÎÔÒÁ. ¤

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.1. ëÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ËÏÍÐØÀÔÅÒ, ÄÁÎÎÁÑ ËÏÎÉËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ
ÄÌÉÎ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ËÁË ÜÌÌÉÐÓÏÍ, ÔÁË É ÐÁÒÁÂÏÌÏÊ ÉÌÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ.

ëÏÇÄÁ ÉÍÅÎÎÏ ÏÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÔ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ×ÉÄ, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÚÎÁËÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ
� = U + V +W + 2 (F +G+H), ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3.1. ðÏÄÓÞÅÔÙ ÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

� = − 4
(a+ b+ c)2 (b+ c− a)2 (c+ a− b)2 (a+ b− c)2 · P (a; b; c) ;

ÇÄÅ

P (a; b; c) = a8 + b8 + c8 − 2
(
b4c4 + c4a4 + a4b4

)
+ 4a2b2c2 (

a2 + b2 + c2) +
+ 4abc

(
a5 + b5 + c5 − b4c− c4a− a4b

)
:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÄÒÏÂÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, ÔÏ ÐÒÉ P < 0 ÉÍÅÅÍ ÜÌÌÉÐÓ, ÐÒÉ P = 0 | ÐÁÒÁÂÏÌÕ,
É ÐÒÉ P > 0 ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ.

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÍÙ ÎÅ ÓÍÏÇÌÉ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ò ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, É ÐÏÔÏÍÕ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÂÏ-
ÌÅÅ ÅÍËÉÈ ËÒÉÔÅÒÉÅ× ×ÙÑ×ÉÔØ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ. îÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ËÏÎËÒÅÔÎÏ ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ
ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ ×ÉÄ ËÏÎÉËÉ ÐÏ ÚÎÁËÕ ò ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅÓÌÏÖÎÏ (ÒÉÓ. 8).

16úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ, × ÃÅÌÑÈ ÜËÏÎÏÍÉÉ ÂÕÍÁÇÉ, ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÒÕÔÉÎÎÙÅ, ÎÏ ÐÏÒÏÀ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ðÏ ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ ÍÙ ÞÁÓÔÏ ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÅÝÅ É ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØÀ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× É ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÄÏÍÎÏÖÁÑ
É ÓÏËÒÁÝÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÝÉÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ôÁË, ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ f = 1, ÎÁÐÒÉÍÅÒ.
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òÉÓ. 8.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.2. ëÁË ÐÏÚÖÅ ×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÃÅÎÔÒ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ ËÏÎÉËÉ (ÒÁ×ÎÏ ËÁË É ÏÎÁ ÓÁÍÁ)
ÕËÁÚÁÎ × [9] | ÜÔÏ ÔÏÞËÁ X(478) ÐÏÄ ÇÏ×ÏÒÑÝÉÍ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ Center of Yiu conic. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÜÔÁ ËÏÎÉËÁ ÂÙÌÁ ÏÔËÒÙÔÁ ÌÅÔ 20 ÎÁÚÁÄ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÏÍ ðÏÌÅÍ à (Paul
Yiu), ÒÅÄÁËÔÏÒÏÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÖÕÒÎÁÌÁ [11]. îÏ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÎÅ ÈÏÞÅÔÓÑ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÏÓÁÄÎÙÍ |
ÉÍÅÔØ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÅÎÎÉËÏ× ÐÏÞÅÔÎÏ!

ôÅÏÒÅÍÁ 4.2. ðÕÓÔØá1; ÷1; ó1; á2; ÷2; ó2 | ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ É ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÅÊ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÷ó;óá;á÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÒÉÓ. 9).

òÉÓ. 9.

ôÏÇÄÁ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ, ÃÅÎÔÒ ËÏÔÏÒÏÊ ò ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉ-
ÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ:

P = a2 (c+ b− a)
(
a3 − a2 (b+ c)− (b− c)2 (b+ c) + a

(
b2 + c2)) : ::: : :::
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(Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ a→ b→ c→ a).
ðÅÒ×ÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ

a2(c+ b− a)(a3 − b3 − c3 + cb2 + bc2 + ab2 + ac2 − ba2 − ca2):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ p = a+b+c
2 | ÐÏÌÕÐÅÒÉÍÅÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó. ôÏ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ

ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ, ÓÒÁÚÕ ÐÏÌÕÞÉÍ, ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ 1.1, ÐÏÓËÏÌØËÕ
Bá1 = Cá2 = p− a; C÷1 = A÷2 = p− b; Aó1 = Bó2 = p− c. (ÓÍ. [5]{[8], [10]).

íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÂÙÌÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ 1.2, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÑÍÙÅ áá1; ÷÷1; óó1 ÐÅÒÅ-
ÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ J (ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÔÏÞËÅ öÅÒÇÏÎÎÁ | X (7) × [9]), Á ÐÒÑÍÙÅ áá2; ÷÷2; óó2 |
× ÔÏÞËÅ N (ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÔÏÞËÅ îÁÇÅÌÑ | X(8) × [9]), ÓÍ. ÔÁËÖÅ [5]{[8], [10].

äÁÌÅÅ ×ÙÐÉÛÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË:

á1 = 0 : CB1 : BB1 = 0 : p− c : p− b; A2 = 0 : CB2 : BB2 = 0 : p− b : p− c;
B1 = CB1 : 0 : AB1 = p− c : 0 : p− a; B2 = CB2 : 0 : AB2 = p− a : 0 : p− c;
C1 = BC1 : AC1 : 0 = p− b : p− a : 0; C2 = BC2 : AC2 : 0 = p− a : p− b : 0:

ðÏÄÓÔÁ×É× ÔÅÐÅÒØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÎÉËÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

u = v = w = 1; f = (b− c)2 + a2

(b− c)2 − a2 ; g = (c− a)2 + b2
(c− a)2 − b2

; h = (a− b)2 + c2

(c− a)2 − b2
:

(÷ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ×ÓÅÈ ÄÒÏÂÅÊ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ: (b− c)2 − a2 =
= (b− c− a)(b− c+ a) < 0 É Ô.Ä). äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÐÏÄÓÞÅÔÙ, Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ
1.3, ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ:

U = − 4a2 (b− c)2

(b+ c− a)2 (a+ b− c)2 ; V = − 4b2 (c− a)2

(c+ a− b)2 (c+ b− a)2 ;

W = − 4c2 (a− b)2

(Ó+ a− b)2 (b+ c− a)2 :

F = 2
(
a4 + b4 + c4 − 2a3 (b+ c) + 2a2 (

b2 + bc+ c2)− 2a
(
b3 + c3))

(b+ c− a)2 (c+ a− b) (a+ b− c)
:

G ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ F ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ a→ b→ c→ a, É î | ÉÚ G. ôÏÇÄÁ ÐÅÒ×ÁÑ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÃÅÎÔÒÁ ËÏÎÉËÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

4a2
(
a3 − a2 (b+ c)− (b− c)2 (b+ c) + a

(
b2 + c2))

(c+ b− a)2 (a+ c− b)2 (b+ a− c)2 ;

Á Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÎÅÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ. é ÐÏÓÌÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉ-
ÔÅÌØ

4
(b+ c− a)2 (c+ a− b)2 (a+ b− Ó)2

×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÚÁÑ×ÌÅÎÎÙÅ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÃÅÎÔÒÁ. ¤
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.3. é ÚÄÅÓØ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÕ, ÄÁÎÎÁÑ ËÏÎÉËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ

ÏÔ ÄÌÉÎ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ËÁË ÜÌÌÉÐÓÏÍ, ÔÁË É ÐÁÒÁÂÏÌÏÊ ÉÌÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ.
ëÏÇÄÁ ÉÍÅÎÎÏ ÏÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÔ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ×ÉÄ, | ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÚÎÁËÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ

� = U + V +W + 2 (F +G+H), ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3.1. ðÏÄÓÞÅÔÙ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ:

� = 4
(b+ c− a)2 (c+ a− b)2 (a+ b− c)2 · P (a; b; c) ;



ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ� ËÏÎÉËÁÈ 49

ÇÄÅ

P (a; b; c) = −a6−b6−c6 +2
(
a5b+ b5c+ c5a+ ab5 + bc5 + ca5)−2

(
a4bc+ b4ca+ c4ab

)
+6a2b2c2−

− 3
(
a4b2 + b4c2 + c4a2 + a2b4 + b2c4 + c2a4) + 4

(
b3c3 + c3a3 + a3b3

)
:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÄÒÏÂÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, ÔÏ ÐÒÉ P > 0 ÉÍÅÅÍ ÜÌÌÉÐÓ, ÐÒÉ P = 0 | ÐÁÒÁÂÏÌÕ,
É ÐÒÉ P < 0 ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ.

é × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÍ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ò ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.4. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ ËÏÎÉËÁ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÎÅÓÅÎÁ × üÎÃÉËÌÏÐÅÄÉÀ ôÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ãÅÎ-

ÔÒÏ× [9], É ÅÅ ÃÅÎÔÒ ÐÏÌÕÞÉÌ ÎÏÍÅÒ è(5452), ÓÍ. ÄÁÌÅÅ § 10.

X(5452) = CENTER OF THE PRIVALOV CONIC (ÃÅÎÔÒ ËÏÎÉËÉ ðÒÉ×ÁÌÏ×Á).

§ 5. òÁ×ÎÏÏËÒÕÖÎÏÓÔÎÙÊ ÜÌÌÉÐÓ

÷ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ á÷ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÐÁÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ (ÏÄÉÎÁ-
ËÏ×ÙÈ × ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ):

ðÅÒ×ÙÅ Ä×Å ÒÁ×ÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ×ÐÉÓÁÎÙ × ÕÇÌÙ ÐÒÉ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÷ É ó ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ É ËÁÓÁÀÔÓÑ ×ÎÅÛÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ.

÷ÔÏÒÙÅ Ä×Å ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ×ÐÉÓÁÎÙ × ÕÇÌÙ ó É á.
ôÒÅÔØÑ ÖÅ ÐÁÒÁ | × ÕÇÌÙ á É ÷17.
óÏÇÌÁÓÎÏ [9], ÜÔÕ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÀ × 1990 Ç. ××ÅÌ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÂÉÈÏÄ é×ÁÎ ðÁÁÛ (Ivan

Paashe) | ÔÏÞËÁ X(1123), ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÐÒÑÍÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ Ó ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ËÁÓÁÎÉÑ, ÎÁÚ×ÁÎÁ × ÅÇÏ ÞÅÓÔØ: Paashe point (ÒÉÓ. 10).

òÉÓ. 10.

ðÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ×ÙÛÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÅÊ ðÁÁÛÁ.
ôÅÏÒÅÍÁ 5.1. ÷ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ ðÁÁÛÁ ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÏÞËÉ Ba; Ca; Cb; Ab; Ac; Bc | ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÁÒ ÒÁ×ÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÷ó;óá;á÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
ôÏÇÄÁ ÜÔÉ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÅ ÃÅÎÔÒ í ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ

GI, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÃÅÎÔÒÏÉÄ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÅÇÏ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (Á ÐÒÑÍÁÑ,
17ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ×ÎÕÔÒÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.
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òÉÓ. 11.

ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ îÁÇÅÌÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ÎÅÊ ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ É ÔÏÞËÁ
îÁÇÅÌÑ N). éÚ×ÅÓÔÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒÏÉÄ G ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË NI × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 2:1 ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÍ. [5], [6], [8]). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

GM
IM = p

3r = p2

3S
(ÇÄÅ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, p | ÐÏÌÕÐÅÒÉÍÅÔÒ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, r | ÒÁÄÉÕÓ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÎÅÇÏ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á S | ÐÌÏÝÁÄØ).

âÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÃÅÎÔÒÁ ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:

M = 2 + cot B2 + cot C2 : 2 + cot C2 + cot A2 : 2 + cot A2 + cot B2 =

= 2 + a
r : 2 + b

r : 2 + c
r = a

rA
: b
rB

: c
rC
;

ÇÄÅ a; b; c; A;B;C | ÄÌÉÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÅÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÉÈ ÕÇÌÏ×, Á rA; rB; rC | ÒÁÄÉÕÓÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ðÁÁÛÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØOBa ; OCa ; OCb;OAb ; OAc ; OBc | ÃÅÎÔÒÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ
(ÒÉÓ. 11).

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË OBaBaCaOCa Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ OBaBa =
CaOCa = rA É OBaOCa = BaCa = 2rA. ðÏÜÔÏÍÕ BBa = rA cot B2 É

CBa = CCa +BaCa = rA
(

cot C2 + 2
)
⇒ BBa

CBa
= cot B2

cot C2 + 2
:

óÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,

BCa
CCa

= cot B2 + 2
cot C2

; CCb
ACb

= cot C2
cot A2 + 2

; CAb
AAb

= cot C2 + 2
cot A2

; AAc
BAc

= cot A2
cot B2 + 2

É ABc
BBc

= cot A2 + 2
cot B2

:
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ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÅ ëÁÒÎÏ (ÔÅÏÒÅÍÁ 1.1), ËÏÎÅÞÎÏ ÖÅ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ:
(−−→BBa−−→CBa

·
−−→BCa−−→CCa

)
·
(−−→CCb−−→ACb

·
−−→CAb−−→AAb

)
·
(−−→AAc−−→BAc

·
−−→ABc−−→BBc

)
=

= − cot B2
cot C2 + 2

· −cot B2 + 2
cot C2

· − cot C2
cot A2 + 2

· −cot C2 + 2
cot A2

· − cot A2
cot B2 + 2

· −cot A2 + 2
cot B2

= 1:

éÔÁË, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ.
äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÞËÉ ÄÅÌÑÔ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÕÖÅ ÎÁÊÄÅÎÙ, ÔÏ ÌÅÇËÏ ×ÙÐÉ-

ÓÁÔØ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ:

Ba = 0 : cot C2 + 2 : cot B2 ; Ca = 0 : cot C2 : cot B2 + 2;

ób = cot C2 : 0 : cot A2 + 2; Ab = cot C2 + 2 : 0 : cot A2 ;

Ac = cot B2 + 2 : cot A2 : 0; Bc = cot B2 : cot A2 + 2 : 0:

ðÏÄÓÔÁ×É× ÚÁÔÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÎÉËÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 1.2), ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

u = 2 cot A2

(
cot A2 + 2

)
; v = 2 cot B2

(
cot B2 + 2

)
; w = 2 cot C2

(
cot C2 + 2

)
;

f = −(cot C2 · cot B2 +
(

cot C2 + 2
)(

cot B2 + 2
)

);

g = −(cot A2 · cot C2 +
(

cot A2 + 2
) (

cot C2 + 2
)

);

h = −(cot B2 · cot A2 +
(

cot B2 + 2
)(

cot A2 + 2
)

):

óÏ×ÅÒÛÉ×, ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÚÁÍÅÎÙ x = cot A2 > 0, y = cot B2 > 0 É z =
cot C2 > 0, ÎÁÊÄÅÍ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.3 ÚÎÁÞÅÎÉÑ U; V;W;F;G;H:

U = −4 (2 + y + z)2 ; V = −4 (2 + z + x)2 ; W = −4 (2 + x+ y)2 ;
F = 4((2 + y) (2 + z) + x2 (3 + 2y + 2z + 2yz) + x (8 + 5y + 5z + 4yz));
G = 4((2 + z) (2 + x) + y2 (3 + 2z + 2x+ 2zx) + y (8 + 5z + 5x+ 4zx));
H = 4((2 + x) (2 + y) + z2 (3 + 2x+ 2y + 2xy) + y (8 + 5x+ 5y + 4xy)):

ôÁË ÖÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÐÒÉ×ÅÄÑ É ÓÇÒÕÐÐÉÒÏ×Á× ÐÏÄÏÂÎÙÅ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÉÚ ×ÓÅ ÔÏÊ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1,
ÄÌÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÃÅÎÔÒÁ ÐÏÌÕÞÉÍ18:

í = 8(1 + x)(1 + y)(1 + z)(2 + y + z) : 8(1 + x)(1 + y)(1 + z)(2 + z + x) :
: 8(1 + x)(1 + y)(1 + z)(2 + x+ y)

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Ó ÕÄÏ×ÏÌØÓÔ×ÉÅÍ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ 8 (1 + x) (1 + y) (1 + z):

M = 2 + y + z : 2 + z + x : 2 + x+ y =

= 2 + cot B2 + cot C2 : 2 + cot C2 + cot A2 : 2 + cot A2 + cot B2 :

18ë Ó×ÏÅÊ ÎÅÍÁÌÏÊ ÒÁÄÏÓÔÉ!
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ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÆÏÒÍÙ ÚÁÐÉÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

M = 2 + a
r : 2 + b

r : 2 + c
r = a

rA
: b
rB

: c
rC

ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ É ÏÞÅ×ÉÄÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ

a =
(

cot B2 + cot C2

)
r; b =

(
cot C2 + cot A2

)
r; c =

(
cot A2 + cot B2

)
r

É

a =
(

cot B2 + cot C2 + 2
)
rA; b =

(
cot C2 + cot A2 + 2

)
rB; c =

(
cot A2 + cot B2 + 2

)
rC :

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÒÁÚÂÅÒÅÍÓÑ Ó ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÏÓÔØÀ ÔÏÞÅË G;M; I, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÎÅÍÎÏÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÍÁÓÓ
(×ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÉÍÅÅÔÓÑ × [6], [10]).

éÔÁË, M = 2 + a
r : 2 + b

r : 2 + c
r , Ô.Å. í Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË

(2 + a
r )á : (2 + b

r )÷ : (2 + c
r )ó.

üÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ä×Å ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÙ: 2A; 2B; 2C (Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ × G É ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ
ÍÁÓÓÏÊ 6) É a

rA; brB; crC (Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × I É ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÁÓÓÏÊ a+b+c
r = 2p

r ). éÚ ÐÒÁ×ÉÌ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ
É ÒÙÞÁÇÁ ÔÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ í ∈ [GI] (Ô.Ë. ÓÕÍÍÁÒÎÙÅ ÍÁÓÓÙ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ | × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
�+�, ÔÏ ÄÅÌÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ GI ÔÏÞËÏÊ M ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ) É

6 ·Gí = 2p
r · IM ⇔ GM

IM = p
3r :

é, ÅÓÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ Ï ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÞÅÒÅÚ ÒÁÄÉÕÓ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÓÍ. [7], [8]), ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ:

SABC = p · r ⇒ GM
IM = p

3
(
S
p

) = p2

3S : ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 5.2. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ËÏÎÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÓÏÍ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÌÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ � (ÉÚ

ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1), ÚÎÁË ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÉÐ ËÏÎÉËÉ, ÐÒÉÍÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÅËÒÁÓÎÙÊ ×ÉÄ:

� = 16(1 + x)(1 + y)(1 + z)(3 + x+ y + z) > 0 (ÔÁË ËÁË x; y; z > 0).

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.3, ÎÁÛÁ ËÏÎÉËÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÚ ÓÅÂÑ ÜÌÌÉÐÓ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.1. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ ËÏÎÉËÁ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÎÅÓÅÎÁ × üÎÃÉËÌÏÐÅÄÉÀ ôÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ãÅÎ-

ÔÒÏ× [9], É ÅÅ ÃÅÎÔÒ ÐÏÌÕÞÉÌ ÎÏÍÅÒ è(5393):

X(5393) = CENTER OF THE PAACHE-MYAKISHEV ELLIPSE (ÃÅÎÔÒ ÜÌÌÉÐÓÁ ðÁÁÛÁ-
íÑËÉÛÅ×Á)
Barycentrics (ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ) 2 + cot(B=2) + cot(C=2) : 2 + cot(C=2) +
cot(A=2) : 2 + cot(A=2) + cotB=2)
Barycentrics (ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ) a + 2r : b+ 2r : c+ 2r
X(5393) = s ∗X(1) + 3r ∗X(2) (Peter Moses, January 2, 2013)

Let W (BA) and W (CA) be the two congruent circles, within triangle ABC, each tangent to the
other and to sideline BC of triangle ABC, with W (BA) also tangent to sideline AB and W (CA) also
tangent to sideline AC; cf. the Paache con�guration at X(1123). Let BA and CA be the touchpoints
of these circles with sideline BC. De�ne the points CB, AC cyclically and de�ne the points AB, BC
cyclically. The six points lie on an ellipse having center X(5393) and equation

d(2+d)x2 +e(2+e)y2 +f(2+f)z2−2(2+e+f+ef)yz−2(2+f+d+fd)zx−2(2+d+e+de)xy = 0;
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where d = cot(A=2); e = cot(B=2); f = cot(C=2).
Let X = X(5393). Then |GX|=|IX| = s=(3r), where G = centroid; I = incenter; r = inradius, and

s = semiperimeter. (Alexei Myakishev, December 25, 2012).
If you have The Geometer's Sketchpad, you can view X(5393), including the ellipse. You can also

view the con�guration for pairs of circles used in the constructions of X(5393) and X(5405): Pairs of
Circles.

X(5393) lies on these lines: {1; 2}, {9; 3068}, {37; 590}, {57; 482}, {81; 3300}, {175; 5226}, {226; 481},
{491; 4357}, {492; 3879}, {515; 2048}, {615; 1100}, {642; 3666}, {940; 1335}, {1124; 4383}, {1255; 3302},
{1267; 3875}, {1449; 3069}, {1585; 1785}, {1991; 4643}19

òÕÓÓËÉÊ ÐÅÒÅ×ÏÄ (ÄÏÂÁ×ÌÅÎ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ): ðÕÓÔØ W (BA) É W (CA) | Ä×Å ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÅ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ, Á ÔÁËÖÅ ÓÔÏÒÏÎÙ BC
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÐÒÉÞÅÍ W (BA) ËÁÓÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÓÔÏÒÏÎÙ AB, Á W (CA) | ÓÔÏÒÏÎÙ AC;
ÓÒÁ×ÎÉÔÅ Ó ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÅÊ ðÁÁÛÁ ÄÌÑ ÃÅÎÔÒÁ X(1123). ðÕÓÔØ BA É CA | ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÜÔÉÈ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ BC. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÏÞËÉ CB, AC ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ, ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÃÉËÌÉ-
ÞÅÓËÉ ÔÏÞËÉ AB, BC . üÔÉ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÜÌÌÉÐÓÅ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ X(5393); ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÌÌÉÐÓÁ:

d(2+d)x2 +e(2+e)y2 +f(2+f)z2−2(2+e+f+ef)yz−2(2+f+d+fd)zx−2(2+d+e+de)xy = 0;

ÇÄÅ d = cot(A=2); e = cot(B=2); f = cot(C=2).
ðÕÓÔØ X = X(5393). ôÏÇÄÁ |GX|=|IX| = s=(3r), ÇÄÅ G | ÃÅÎÔÒÏÉÄ, I | ÃÅÎÔÒ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, r ÅÅ ÒÁÄÉÕÓ É s | ÐÏÌÕÐÅÒÉÍÅÔÒ. (áÌÅËÓÅÊ íÑËÉÛÅ×, 25 ÄÅËÁÂÒÑ, 2012).
åÓÌÉ Õ ×ÁÓ ÅÓÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ \The Geometer's Sketchpad", ×Ù ÍÏÖÅÔÅ Õ×ÉÄÅÔØ X(5393), Á ÔÁËÖÅ

ÜÔÏÔ ÜÌÌÉÐÓ. ÷Ù ÍÏÖÅÔÅ ÔÁËÖÅ Õ×ÉÄÅÔØ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÀ ÐÁÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÈ ÐÒÉ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÃÅÎÔÒÏ× X(5393) É X(5405): Pairs of Circles.

ôÏÞËÁ X(5393) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÒÑÍÙÈ: {1; 2}, {9; 3068}, {37; 590}, {57; 482}, {81; 3300},
{175; 5226}, {226; 481}, {491; 4357}, {492; 3879}, {515; 2048}, {615; 1100}, {642; 3666}, {940; 1335},
{1124; 4383}, {1255; 3302}, {1267; 3875}, {1449; 3069}, {1585; 1785}, {1991; 4643}.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.2. ÷ ÎÁÞÁÌÅ 2013 Ç. ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË Peter Moses ÓÏÏÂÝÉÌ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×ÐÉÓÁÎÎÙÅ × ÕÇÌÙ ÐÁÒÙ ÒÁ×ÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÕÔ ×ÓÅÇÄÁ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÉËÅ (ÎÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ |
ÎÁ ÜÌÌÉÐÓÅ).

ðÒÏÓÔÏ �ÓËÏÐÉÐÁÓÔÉÍ� ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÔÅËÓÔ ÉÚ åôó (ÐÏÓËÏÌØËÕ ×Ù×ÏÄ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÏÎÉ-
ËÉ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÃÅÎÔÒÁ | ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ), ÓÏÐÒÏ×ÏÄÉ× ÅÇÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ
ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÍÉ

X(5405) = CENTER OF THE PAACHE-MYAKISHEV-MOSES CONIC (ÃÅÎÔÒ ËÏÎÉËÉ
ðÁÁÛÁ-íÑËÉÛÅ×Á-íÏÚÅÓÁ)

An associated conic, the Paache-Myakishev-Moses conic, is introduced at X(5405). This conic results
from the two congruent circles that do not lie within triangle ABC.

Barycentrics 2− cot(B=2)− cot(C=2) : 2− cot(C=2)− cot(A=2) : 2− cot(A=2)− cotB=2)
19é ÚÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÐÒÑÍÙÈ (ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÃÅÎÔÒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ËÏÎÉËÉ É ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÂÁÎÁÌØÎÙÍ ËÏÍÐØÀ-

ÔÅÒÎÙÍ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ) | ËÁËÁÑ ÖÅ ÐÒÉÔÁÉÌÁÓØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ? âÏÇ ×ÅÓÔØ. îÏ ÏÔÙÓËÉ×ÁÔØ ÓÁÍÏÂÙÔÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ
ÓÕÔØ ÓÔÏÌØ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ×ÄÒÕÇ ÐÏÑ×É×ÛÉÈÓÑ ÚÁÄÁÞ | ÎÁ×ÒÑÄ ÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÏÈÏÔÎÉËÉ.

üÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÕÂÅÄÉÔÅÌØÎÏ (ÈÏÔØ É × ÍÉÎÉÁÔÀÒÅ) ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÔ ËÁË ÐÌÀÓÙ, ÔÁË É
ÍÉÎÕÓÙ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ É îôò × ÃÅÌÏÍ | ÍÙ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏÅ ÕÚÎÁÅÍ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÏ ÉÌÉ
ÉÎÏÅ Ñ×ÌÅÎÉÅ, ÎÏ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÍÎÏÇÏÅ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÎÉÞÅÇÏ) Ï ÔÏÍ | ÐÏÞÅÍÕ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ Õ ÍÎÏÇÉÈ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ òó ÐÒÏÐÁÄÁÅÔ ÖÅÌÁÎÉÅ É ÏÔÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÈÏÔÁ ÒÁÚÂÉÒÁÔØ-
ÓÑ × ÇÌÕÂÉÎÎÙÈ ÓÕÝÎÏÓÔÑÈ É ÐÅÒ×ÏÐÒÉÞÉÎÁÈ ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ×ÅÝÅÊ (ÓÏÂÙÔÉÊ) | É ÐÒÉ×É×ÁÅÔÓÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÎÏ-
ÌÅÇËÏÍÙÓÌÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÏÏÂÝÅ Ë ÞÅÍÕ ÂÙ ÔÏ ÎÉ ÂÙÌÏ.

á ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ, ×ÓÅ ÖÅ, ÂÙÌÏ ÂÙ ÚÁÐÕÓÔÉÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍËÕ, É ÐÒÏÑÓÎÉÔØ ÅÝÅ, ËÁËÉÅ �ÜÎÃÉËÌÏÐÅÄÉÞÅÓËÉÅ� ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ
ÎÁ ÓÁÍÏÊ ËÏÎÉËÅ (ÜÔÏÊ É ÄÒÕÇÉÈ, ÚÄÅÓØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ). óÏÂÌÁÚÎ ×ÅÌÉË! îÏ Ñ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ ÎÅ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀ,
ÈÏÔÑ É ÎÁÐÉÓÁÔØ ÅÅ ÂÙÌÏ ÂÙ, ÐÏÌÁÇÁÀ, ÄÅÌÏÍ ÎÅÓÌÏÖÎÙÍ | ÔÏÍÕ, ËÔÏ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ.



54 áÌÅËÓÅÊ íÑËÉÛÅ×

Barycentrics a− 2r : b− 2r : c− 2r X(5405) = s ∗X(1)− 3r ∗X(2)
(Peter Moses, January 2, 2013)

For the construction of this conic, see X(5393), where the associated Paache-Myakishev ellipse is
introduced.

If you have The Geometer's Sketchpad, you can view X(5405), including the conic.
X(5405) lies on these lines: {1; 2}, {9; 3069}, {37; 615}, {57; 481}, {81; 3299}, {176; 5226}, {226; 482},

{491; 3879}, {492; 4357}, {590; 1100}, {591; 4643}, {641; 3666}, {940; 1124}, {946; 2048}, {1255; 3300},
{1335; 4383}, {1449; 3068}, {1586; 1785}, {1659; 5219} (ÒÉÓ. 12)

òÕÓÓËÉÊ ÐÅÒÅ×ÏÄ (ÄÏÂÁ×ÌÅÎ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ): áÓÓÏÃÉÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÏÎÉËÁ, ËÏÎÉËÁ ðÁÁÛÁ-íÑËÉÛÅ×Á-
íÏÚÅÓÁ, ××ÅÄÅÎÁ ÄÌÑ ÃÅÎÔÒÁ X(5405). üÔÁ ËÏÎÉËÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏ-
ÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

âÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ 2−cot(B=2)−cot(C=2) : 2−cot(C=2)−cot(A=2) : 2−cot(A=2)−cotB=2)

âÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ a− 2r : b− 2r : c− 2r X(5405) = s ∗X(1)− 3r ∗X(2)
(ðÉÔÅÒ íÏÚÅÓ, 2 ÑÎ×ÁÒÑ, 2013)

úÁ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ËÏÎÉËÉ ÏÂÒÁÔÉÔÅÓØ Ë ÃÅÎÔÒÕ X(5393), ÇÄÅ ××ÅÄÅÎ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ-
×ÁÎÎÙÊ ÜÌÌÉÐÓ ðÁÁÛÁ-íÑËÉÛÅ×Á.

åÓÌÉ Õ ×ÁÓ ÅÓÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ \The Geometer's Sketchpad", ×Ù ÍÏÖÅÔÅ Õ×ÉÄÅÔØ X(5405), Á ÔÁËÖÅ
ËÏÎÉËÕ.

ôÏÞËÁ X(5405) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÒÑÍÙÈ: {1; 2}, {9; 3069}, {37; 615}, {57; 481}, {81; 3299},
{176; 5226}, {226; 482}, {491; 3879}, {492; 4357}, {590; 1100}, {591; 4643}, {641; 3666}, {940; 1124},
{946; 2048}, {1255; 3300}, {1335; 4383}, {1449; 3068}, {1586; 1785}, {1659; 5219} (ÒÉÓ. 12).

òÉÓ. 12.

ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÅÝÅ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.
÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ËÏÎÉËÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÜÌÌÉÐÓÁ

ÐÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÈ ËÏÔÁÎÇÅÎÓÏ× ÐÏÌÏ×ÉÎÎÙÈ ÕÇÌÏ× ÎÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÉÍ
ÐÏ ÚÎÁËÕ, Ô.Å.: cot A2 → − cot A2 ; cot B2 → − cot B2 ; cot C2 → − cot C2 .

ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ÃÅÎÔÒÁ × ÉÈ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ.
ôÁÍ ÖÅ, ÇÄÅ ÏÎÉ ×ÙÒÁÖÅÎÙ ÞÅÒÅÚ ÓÔÏÒÏÎÙ É ÒÁÄÉÕÓ, ÎÁÄÏ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÚÎÁËÉ Õ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ

ÄÒÏÂÅÊ (ÉÌÉ, ÐÏÓÌÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ r É ÓÏËÒÁÝÅÎÉÀ ÎÁ ÎÅÇÏ | ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ
ÍÉÎÕÓ ÐÅÒÅÄ 2r): a

r → −a
r ; br → − b

r ; cr → − c
r .
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÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÓËÁÖÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏ× É Ï ÃÅÎÔÒÅ ËÏÎÉËÉ | ÉÍ ÂÕÄÅÔ ×ÓÅÇÄÁ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÔÏÞËÁ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÝÁÑ ÓÕÍÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÃÅÎÔÒÁ: 6−a+b+c

r = 2
(
3− a+b+c

2r
)

| ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ,
×ÅÄØ ÌÀÂÁÑ ÉÚ cÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÏÌØÛÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÎÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

åÓÌÉ ÖÅ ÉÓÈÏÄÉÔØ ÉÚ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÎÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÕÇÌÏ× ÌÀÂÏÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï cot A2 + cot B2 + cot C2 > 3. îÏ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÄÁÖÅ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: cot A2 + cot B2 + cot C2 ≥ 3

√
3 ! æÁËÔ, ËÁË ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ, ÕÞÉÔÅÌÀ ÎÁ

ÚÁÍÅÔËÕ É × ËÏÐÉÌËÕ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÉÍÐÁÔÉÞÎÏÅ ÔÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: ×ÅÄØ,
ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ (!) × ÌÀÂÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ cot A2 + cot B2 + cot C2 = cot A2 · cot B2 · cot C2 | ÈÏÒÏÛÅÅ
ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÎÁ ÔÅÍÕ �ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ� 20 | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÉÛØ
ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ A+B + C = �.

á ÄÁÌØÛÅ, Ô.Ë. ÐÏÌÏ×ÉÎËÉ ÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ | ÕÇÌÙ ÏÓÔÒÙÅ, ÚÎÁÞÉÔ, ÉÈ ËÏÔÁÎÇÅÎÓÙ |
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÏÃÅÎËÕ:

ðÕÓÔØ

t = cot A2 + cot B2 + cot C2 ⇒ t
3 ≥

3√t⇔ (ÐÒÉ t > 0) t3 ≥ 27t⇔ t2 ≥ 27 ⇔ t ≥ 3
√

3:

åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÏÓÔÉ ÃÅÎÔÒÁ ËÏÎÉËÉ É ÔÏÞÅË G É I, (ÔÅÏ-
ÒÅÍÁ 5.1) ÔÏ, Ó ÐÏÐÒÁ×ËÏÊ ÎÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÁÓÓÙ, ÐÒÉÈÏÄÉÍ
Ë ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ËÏÎÉËÉ íÏÚÅÓÁ ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË GI × ÔÏÍ ÖÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ, ÞÔÏ É ÐÒÅÖÄÅ, ÎÏ
ÔÏÌØËÏ ×ÎÅÛÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: GM

IM = p
3r , É ÃÅÎÔÒ ËÏÎÉËÉ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÏÔÒÅÚËÁ GI ÚÁ

ÔÏÞËÕ I. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÃÅÎÔÒÙ ÜÌÌÉÐÓÁ É ËÏÎÉËÉ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÃÅÎÔÒÏÉÄÏÍ É ÉÎÃÅÎÔÒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÔ
ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÞÅÔ×ÅÒËÕ ÔÏÞÅË (ÓÍ.[5], [10]).

÷ ÔÒÅÔØÉÈ, ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ×ÉÄ ÜÔÏÊ ËÏÎÉËÉ, ÐÏÄÄÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ
ÏÐÉÓÁÎÉÀ, Á ÉÍÅÎÎÏ:

• ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÊ, ÔÏ ËÏÎÉËÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÜÌÌÉÐÓ (ÒÉÓ. 13);

• ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÔÕÐÏÕÇÏÌØÎÙÊ, ÔÏ | ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ (ÒÉÓÕÎÏË ÓÍ. ×ÙÛÅ);

• ÅÓÌÉ ÖÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ (ÇÒÁÎÉÞÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ) | ÔÏ ÐÁÒÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑ-
ÍÙÈ (! | ÎÅ ÐÁÒÁÂÏÌÕ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÏÖÉÄÁÔØ ÁÐÒÉÏÒÉ, ÎÏ | ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÐÁÒÁÂÏÌÕ)
(ÒÉÓ. 14).

òÉÓ. 13.
20ïÐÑÔØ ÖÅ, ÐÅÄÁÇÏÇÕ-ÐÒÏÆÉ ÎÁ ËÁÒÁÎÄÁÛ: ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÞÉÍ, ÓÒÁÚÕ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ

çÅÒÏÎÁ (É ÎÁÏÂÏÒÏÔ!), ÚÁÐÉÓÁ× ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ: (p− a)=r+ (p− b)=r+ (p− c)=r = (p− a)(p− b)(p−
c)=r3 ⇔ (3p− 2p)=r = (p− a)(p− b)(p− c)=r3 ⇐⇒ p=r = (p− a)(p− b)(p− c)=r3 ⇐⇒ pr2 = (p− a)(p− b)(p− c) ⇐⇒
(pr)2 = p(p− a)(p− b)(p− c) ⇐⇒ S2 = p(p− a)(p− b)(p− c)
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òÉÓ. 14.

òÁÚÂÅÒÅÍÓÑ, ÐÏÞÅÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË (ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÔØÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÚ åôó).
îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ d = cot A2 > 0, e = cot B2 > 0 É f = cot C2 > 0, Á ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÎÁË ËÏÔÏÒÏÇÏ

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÉÐ ËÏÎÉËÉ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÜÌÌÉÐÓÁ ðÁÁÛÁ (ÎÏ
Ó ÐÏÐÒÁ×ËÏÊ ÎÁ ÓÍÅÎÕ ÚÎÁËÏ× ËÏÔÁÎÇÅÎÓÏ×): � = 16(1− d)(1− e)(1− f)(3− (d+ e+ f)).

ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓËÏÂËÁ, ËÁË ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ × �×Ï-×ÔÏÒÙÈ�, ×ÓÅÇÄÁ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÑ. ëÏÔÁÎÇÅÎÓ ÕÂÙ-
×ÁÅÔ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0; �), ÐÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÓÔÒÙÅ, ÔÏ ÉÈ ÐÏÌÏ×ÉÎËÉ ÍÅÎØÛÅ
�
4 , Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÔÁÎÇÅÎÓÙ | ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. úÎÁÞÉÔ, É ÔÒÉ ÄÒÕÇÉÅ ÓËÏÂËÉ ÏÔÒÉÃÁ-
ÔÅÌØÎÙ, Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÞÅÔÙÒÅÈ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, � > 0 | É ËÏÎÉËÁ ÅÓÔØ ÜÌÌÉÐÓ. åÓÌÉ
ÖÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÔÕÐÏÕÇÏÌØÎÙÊ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÕÐÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÇÏÌ ÐÒÉ ×ÅÒÛÉÎÅ A | É ÔÏÇÄÁ ÕÇÌÙ
ÐÒÉ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÏÓÔÒÙÅ), ÔÏ ÐÅÒ×ÁÑ ÓËÏÂËÁ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, Á ×ÔÏÒÁÑ É ÔÒÅÔØÑ |
ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ � < 0 | ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉË ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ, ÔÏ � = 0 É ÔÅÏÒÉÑ ÐÒÅÄÓËÁÚÙ×ÁÅÔ Ñ×ÌÅÎÉÅ ÐÁÒÁÂÏÌÙ, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÅ
ÃÅÎÔÒ | ÔÏÞËÁ ËÏÎÅÞÎÁÑ, ÔÏ ÐÁÒÁÂÏÌÅ ÜÔÏÊ ÎÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÉÞÅÇÏ ËÒÏÍÅ, ËÁË �×ÙÒÏÄÉÔØÓÑ� ×
ÐÁÒÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ.

òÁÄÉ, ÔÁË ÓËÁÚÁÔØ, ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÁ, ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ×ÓÅ ÖÅ É ÞÉÓÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ, (Ô.Å. ÁÌÇÅÂÒÁÉ-
ÞÅÓËÏÅ) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÎÉËÉ (ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÌÉ �×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ�) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

− d(2− d)x2 − e(2− e)y2 − f(2− f)z2 −
− 2(2− e− f + ef)zy − 2(2− f − d+ fd)xz − 2(2− d− e+ de)yx = 0:

ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ d = 1, ÏÎÏ ÐÅÒÅÐÉÛÅÔÓÑ (ÐÏÓÌÅ ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÍÉÎÕÓ ÏÄÉÎ�) ËÁË x2 − e(e−
2)y2 − f(f − 2)z2 + 2(2− e− f + ef)zy + 2xz + 2yz = 0. (ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÁÎÇÅÎÓÏ×
ÐÏÌÏ×ÉÎÎÙÈ ÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÁ ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ, Ô.Å. d + e + f = def É, ÅÓÌÉ d = 1, ÔÏ
1 + e+ f = ef | É ÐÏÔÏÍÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ zy ×ÏÏÂÝÅ-ÔÏ, × ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ ÐÒÉ ×ÅÒÛÉÎÅ
A, ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ËÁË 6. îÏ ÍÙ ÄÁÖÅ ÎÅ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÜÔÉÍ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÏÍ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ × ÔÏÍ ×Ï×ÓÅ ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ).

÷ÙÄÅÌÉ× Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÕÍÍÙ ÐÏ x; y; z, ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

(x+ y + z)2 − (e(2− e)y2 − y2)− (f(2− f)z2 − z2) + 2(2− e− f + ef)zy − 2zy = 0 ⇐⇒
⇐⇒ (x+ y + z)2 − ((e− 1)2y2 + (f − 1)2z2 − 2(1− e− f + ef)zy) = 0:
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ïÄÎÁËÏ, ÐÒÏÓÔÙÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÅÍ ÓËÏÂÏË, ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ((e− 1)y − (f − 1)z)2 × ÔÏÞÎÏ-
ÓÔÉ É ÅÓÔØ ((e− 1)2y2 + (f − 1)2z2−2(1− e−f + ef)zy): é ×ÏÔ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÄÏÌÇÏÖÄÁÎÎÁÑ
ÒÁÚÎÏÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×:

(x+ y + z)2 − ((e− 1)y − (f − 1)z)2 = 0 ⇔ (x+ (2− e)y + fz)(x+ ey + (2− f)z) = 0:

ëÁË É ÂÙÌÏ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÏ, ËÏÎÉËÁ ÒÁÓÐÁÌÁÓØ ÎÁ Ä×Å ÐÒÑÍÙÅ: x + (2 − e)y + fz = 0 É x + ey +
+ (2− f)z = 0.

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ò ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ

∣∣∣∣∣∣

p q r
1 2− e f
1 e 2− f

∣∣∣∣∣∣
, Ô.Å. P =

(2− e) (2− f) − ef : 1 · f − 1 · (2− f) : 1 · e − (2− f) · 1 é ÓÕÍÍÁ ÉÈ ÒÁ×ÎÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÕÌÀ |
Ô.Å. ò Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÛÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ×
ÏÂÙÞÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÓÍÙÓÌÅ (ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. × [6], [7], [10]). ¤
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