
Êàñàþùèåñÿ îêðóæíîñòè è ëåììà Ñàâàÿìû.

(ñîñòàâèë Ï. Êîæåâíèêîâ)

Äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ î êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòÿõ ìîæåò áûòü ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ

ëåììà Ñàâàÿìû. Ïóñòü A,B,C,D � òî÷êè íà îêðóæíîñòè Ω, îêðóæíîñòü Γ êàñàåòñÿ Ω, à òàêæå
êàñàåòñÿ ïðÿìûõ AC è BD â òî÷êàõ K è L. Òîãäà ïðÿìàÿ KL ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð âïèñàííîé ëèáî

âíåïèñàííîé (â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê) îêðóæíîñòè êàæäîãî èç òðåóãîëüíèêîâ ABC,
BCD, CDA, DAB.

1. (ËÊÒÃ 1999) Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Îêðóæíîñòü c1 ëåæèò âíå òðåóãîëüíèêà ABC, êàñàåòñÿ
îêðóæíîñòè (ABC) è êàñàåòñÿ îòðåçêà AB â òî÷êå B′. Àíàëîãè÷íî îêðóæíîñòü c2 ëåæèò âíå

òðåóãîëüíèêà ABC, êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè (ABC) è êàñàåòñÿ îòðåçêà AC â òî÷êå C ′. Äîêàæèòå,
÷òî åñëè BC ∥ B′C ′, òî îäíà èç îáùèõ êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòÿì c1 è c2 ïàðàëëåëüíà BC.

2. 1 Â îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû õîðäû AC è BD, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå K. Â êðèâîëèíåéíûå

òðåóãîëüíèêè ABK è CDK âïèñàíû îêðóæíîñòè. Òîãäà îáùèå âíåøíèå êàñàòåëüíûå ê íèì

ïàðàëëåëüíû ïðÿìûì BC è AD.

3. à) (Òåîðåìà Òåáî 2) Íà ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà ABC âûáèðàåòñÿ òî÷êà D. Îêðóæíîñòü c1
êàñàåòñÿ îòðåçêîâ AD, BD è îêðóæíîñòè ABC; àíàëîãè÷íî îêðóæíîñòü c2 êàñàåòñÿ îòðåçêîâ

AD, CD è îêðóæíîñòè ABC. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíèÿ öåíòðîâ îêðóæíîñòåé c1 è c2 ïðîõîäèò

÷åðåç I.

Íàéäèòå òî÷êè D, äëÿ êîòîðûõ á) îêðóæíîñòè c1 è c2 êàñàþòñÿ; â) îêðóæíîñòè c1 è c2 ðàâíû.

4. (Ñhina MO 2011, ïåðåôîðìóëèðîâàíî) Ïóñòü òî÷êè A, E, B, X, D, C, S ðàñïîëîæåíû íà îêðæ-

íîñòè èìåííî â ýòîì öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå. Ïóñòü D � ñåðåäèíà äóãè BXC, E � ñåðåäèíà äóãè

ABX, SD ∩ BC = R, SE ∩ AX = T . Äîêàæèòå, ÷òî åñëè RT ∥ DE, òî öåíòð îêðóæíîñòè,

âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC, ëåæèò íà ïðÿìîé RT .

5. (Òåîðåìà î ëóíî÷êàõ 3) Ïóñòü äàíû äóãè îêðóæíîñòåé c1 è c2, èìåþùèå îáùèå êîíöû M , N è

ëåæàùèå ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé MN . Íà äóãå c1 âûáèðàåòñÿ òî÷êà X. Îêðóæíîñòü s1
âïèñàíà â òðåóãîëüíèê XMN , à îêðóæíîñòü s2 êàñàåòñÿ îòðåçêîâ XM , XN è äóãè c2. Òîãäà
îòíîøåíèå ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé s1 è s2 íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè X.

6. (China Girls MO 2013 4) Îêðóæíîñòè Ω1 è Ω2 êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì â òî÷êå T ,
÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàí â Ω1 òàê ÷òî T ëåæèò íà äóãå AB, íå ñîäåðæàùåé C. Ëó÷è DA,
CB êàñàþòñÿ Ω2 â òî÷êàõ E è F ñîîòâåòñòâåííî. Áèññåêòðèñà óãëà ABF ïåðåñåêàåò îòðåçîê

EF â òî÷êå N . Ïðÿìàÿ FT ïåðåñåêàåò äóãó AT , íå ñîäåðæàùóþ B, â òî÷êå M . Äîêàæèòå, ÷òî

M � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BCN .

7. (Óñòíàÿ îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè 2013 ã., çàäà÷à 10.6) Òðàïåöèÿ ABCD âïèñàíà â îêðóæíîñòü w
(AD ∥ BC). Îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â òðåóãîëüíèêè ABC è ABD, êàñàþòñÿ îñíîâàíèé òðà-

ïåöèè BC è AD â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êè X è Y � ñåðåäèíû äóã BC è AD
îêðóæíîñòè w, íå ñîäåðæàùèõ òî÷åê A è B ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå XP è Y Q
ïåðåñåêàþòñÿ íà îêðóæíîñòè w.
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