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Ââîäíûå çàäà÷è: íåìíîãî îá óëèòêàõ.

1. Ïî äâóì îêðóæíîñòÿì, ïåðåñåêàþùèìñÿ â òî÷êàõ P è Q, îäíîâðåìåííî íà÷àëè äâèæåíèå èç
òî÷êè P ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ñ ðàâíûìè óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè äâå óëèòêè A è B.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ AB âñå âðåìÿ ïðîõîäèò ÷åðåç Q.
á) Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè PAB ïîäîáíû äðóã äðóãó è òðåóãîëüíèêó PO1O2, ãäå O1 è O2 �

öåíòðû îêðóæíîñòåé.
â) Íàéäèòå ÃÌÒ (òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ) ñåðåäèí îòðåçêîâ AB; öåíòðîâ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé

òðåóãîëüíèêîâ PAB; ëþáûõ ñîîòâåòñòâåííûõ òî÷åê ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ PAB.
ã) Çàäà÷à î âåëîñèïåäèñòàõ. Äîêàæèòå, ÷òî A è B âñå âðåìÿ ðàâíîóäàëåíû îò ôèêñèðîâàííîé

òî÷êè. (Í. Âàñèëüåâ, È. Øàðûãèí. Çàäà÷íèê
”
Êâàíòà“ �12, 1979 ã.)

2. à) Ïî òðåì îêðóæíîñòÿì, èìåþùèì îáùóþ òî÷êó O è ïîïàðíûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ P , Q è
R, îäíîâðåìåííî íà÷àëè äâèæåíèå èç òî÷êè O ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ñ ðàâíûìè óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè
òðè óëèòêè A, B è C. Äîêàæèòå, ÷òî: âñå òðåóãîëüíèêè ABC ïîäîáíû ìåæäó ñîáîé è òðåóãîëüíèêó
O1O2O3, ãäå O1, O2 è O3 � öåíòðû îêðóæíîñòåé.

á) Êàêîâà òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ òðåóãîëüíèêà ABC?

3. Äâå óëèòêè P è Q ïîëçóò ðàâíîìåðíî ïî äâóì ïðÿìûì, ïåðåñåêàþùèìñÿ â òî÷êå O.
à) Íàéäèòå òðàåêòîðèþ ñåðåäèíû îòðåçêà PQ.
á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñêîðîñòè óëèòîê ðàâíû, òî ñåðåäèíà äóãè (îäíîé èç äóã) PQ îêðóæíîñòè

(OPQ) íåïîäâèæíà.
â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè óëèòêè ïðîõîäÿò O íå îäíîâðåìåííî, òî îêðóæíîñòè (OPQ) èìåþò âòîðóþ

îáùóþ òî÷êó, îòè÷íóþ îò O.

4. Äàí ôèêñèðîâàííûé òðåóãîëüíèê ABC. Ïî ïðÿìûì BC, CA, AB ïîëçóò ñîîòâåòñòâåííî
óëèòêè P , Q, R òàê ÷òî óãëû ∠(RP,PQ), ∠(PQ,QR), ∠(QR,RP ) ôèêñèðîâàííûå.

à) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé (RAQ), (RBP ), (PCQ) íåïîäâèæíà.
á) Íàéäèòå ÃÌÒ öåíòðîâ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ PQR.

Îñíîâíûå çàäà÷è.

5. Òðè óëèòêè P , Q è R ïîëçóò ðàâíîìåðíî ïî òðåì ïðÿìûì. Èçâåñòíî, ÷òî â íåêîòîðûå äâà
ìîìåíòà âðåìåíè òðåóãîëüíèê PQR áûë ïîäîáåí ñ ñîõðåíåíèåì îðèåíòàöèè ôèêñèðîâàííîìó òðå-
óãîëüíèêó XY Z. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî óñëîâèå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè.

6. Â òðåóãîëüíèê ABC âïèñûâàåì ïîäîáíûé åìó òðåóãîëüíèê PQR (P ∈ BC, Q ∈ CA, R ∈ AB,
∠P = ∠A, ∠Q = ∠B, ∠R = ∠C).

à) Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ñîâïàäàåò ñ îðòîöåíòðîì òðå-
óãîëüíèêà PQR.

á) Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
SABC

SPQR
.

â) Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà PQR ðàâíîóäàëåí îò öåíòðà îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè è îðòîöåíòðà òðåóãîëüíèêà ABC.

7. ×åðåç âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ABC ïðîâîäÿòñÿ òðè ïðîèçâîëüíûå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå da,
db, dc. Ïðÿìûå d′a, d

′
b, d

′
c, ñèììåòðè÷íûå da, db, dc îòíîñèòåëüíî BC, CA, AB ñîîòâåòñòâåííî, îá-

ðàçóþò òðåóãîëüíèê XY Z. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî öåíòðîâ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òàêèõ
òðåóãîëüíèêîâ. (À. Çàñëàâñêèé, îëèìïèàäà èì. È.Ô. Øàðûãèíà 2009 ã.)

8. Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, ñòîðîíû BC è AD êîòîðîãî ðàâíû, íî íå ïàðàë-
ëåëüíû. Ïóñòü E è F � âíóòðåííèå òî÷êè îòðåçêîâ BC è AD ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî BE = DF .
Ïðÿìûå AC è BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , ïðÿìûå BD è EF ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q, ïðÿìûå EF
è AC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå R. Äîêàæèòå, ÷òî âñåâîçìîæíûå îêðóæíîñòè PQR èìåþò îáùóþ òî÷êó,
îòëè÷íóþ îò P . (IMO 2005 ã.)

9. Ïóñòü O è I � öåíòðû îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà ABC ñîîòâåòñòâåííî.
Òî÷êè D, E è F âûáðàíû íà ñòîðîíàõ BC, CA è AB ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî BD + BF = CA è
CD+CE = AB. Îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ BDF è CDE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ D è P .
Äîêàæèòå, ÷òî OP = OI. (Shortlist IMO 2012 ã.)



Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è.

10. Âïèøèòå â äàííûé îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ìèíèìàëüíûé ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê.

11. Íà ïîë ïîëîæèëè ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, âûïèëåííûé èç ôàíåðû. Â ïîë âáèëè
òðè ãâîçäÿ (ïî îäíîìó âïëîòíóþ ê êàæäîé ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà) òàê, ÷òî òðåóãîëüíèê íåâîçìîæíî
ïîâåðíóòü, íå îòðûâàÿ îò ïîëà. Ïåðâûé ãâîçäü äåëèò ñòîðîíó AB â îòíîøåíèè 1 : 3, ñ÷èòàÿ îò
âåðøèíû A, âòîðîé äåëèò ñòîðîíó BC â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû B. Â êàêîì îòíîøåíèè
äåëèò ñòîðîíó AC òðåòèé ãâîçäü? (Ìîñêîâñêàÿ îëèìïèàäà 1998 ã.)

12. Âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê M ìîæíî ïîìåñòèòü â òðåóãîëüíèê T . Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìîæíî
ñäåëàòü òàê, ÷òîáû îäíà èç ñòîðîí M ëåæàëà íà ñòîðîíå T .

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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