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Ïðåäëàãàåìàÿ ñåðèÿ çàäà÷ èìååò öåëüþ äîêàçàòåëüñòâî îáîáùåííîé òåîðåìû Ôåéåðáàõà (òåîðåìû
Àéåðà) îá óãëå ìåæäó ïåäàëüíîé îêðóæíîñòüþ è îêðóæíîñòüþ äåâÿòè òî÷åê. Â îñíîâíîì ìû ñëåäó-
åì ñõåìå, ïðåäëîæåííîé Äàðèåì Ãðèíáåðãîì â çàìå÷àòåëüíîé ñòàòüå [1]. Ñòàòüÿ [1] ñîäåðæèò áîëåå 40
ñòðàíèö, íà êîòîðûõ ïðèâåäåíî ïîäðîáíîå ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî íå òîëüêî òåîðåìû Àéåðà, íî
è äðóãèõ êðàñèâûõ ðåçóëüòàòîâ. ×òîáû ïîëó÷èòü âîçìîæíî áîëåå êîðîòêîå ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû Àéåðà, ìû ïîïðîáîâàëè ñäåëàòü â ñõåìå íåêîòîðûå óïðîùåíèÿ (â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçîâàíèå
â ñõåìå çàäà÷è 0.3). Òàêæå íåêîòîðûå óïðîùåíèÿ ïîÿâèëèñü ïîñëå çàíÿòèé ñî øêîëüíèêàìè, ïðîâåäåí-
íûõ íà Âîñüìîé ñìåíå "Þíûé ìàòåìàòèê"(2012 ã.) â ÂÄÖ "Îðëåíîê â ÷àñòíîñòè ïîëåçíûìè îêàçàëèñü
çàìå÷àíèÿ Ì. Äèäèíà.

Ïðåäâàðèòåëüíûå çàäà÷è.

Ïðåäëàãàåì äîêàçàòü íåñêîëüêî èçâåñòíûõ ôàêòîâ, êîòîðûå áóäóò ïîëåçíû â îñíîâíîé ñåðèè.

0.1. Äàíà ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà. Òîãäà ïðÿìûå, ñèììåòðè÷íûå ýòîé ïðÿ-
ìîé îòíîñèòåëüíî åãî ñòîðîí, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, ëåæàùåé íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè.

0.2. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. Ïóñòü òî÷êà K � òî÷êà íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà
ABC, è K ′ ñèììåòðè÷íà K îòíîñèòåëüíî AC. Òîãäà ∠DK ′H = 90◦, ãäå H � îðòîöåíòð òðåóãîëü-
íèêà ABC.

0.3. Äàíû òðè ïàðû òî÷åê A è A1, B è B1, C è C1, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî äàííîé òî÷êè. Äîêà-
æèòå, ÷òî ëèáî òî÷êè A,B,C,A1, B1, C1 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, ëèáî îïèñàííûå îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêîâ ABC1, BCA1, CAB1, A1B1C1 èìåþò åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó.

0.4. Äàí òðåóãîëüíèê ABC, à òàêæå òî÷êè P è P ′. Ïóñòü XY Z è X ′Y ′Z ′ � ïåäàëüíûå òðåóãîëüíèêè
òî÷åê P è P ′ ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü S � îáùàÿ òî÷êà ïåäàëüíûõ îêðóæíîñòåé (XY Z) è (X ′Y ′Z ′),
à l è l′ � êàñàòåëüíûå ê íèì, ïðîâåäåííûå â òî÷êå S. Äîêàæèòå, ÷òî ∠(l, l′) = 2∠(SX, SX ′) −
∠(PA,AC) + ∠(PB,BA) + ∠(PC,CB) + ∠(P ′A,AC)− ∠(P ′B,BA)− ∠(P ′C,CB). 1

Îñíîâíûå çàäà÷è.

Ïóñòü ABC � òðåóãîëüíèê. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ (êîòîðûå áóäóò äåéñòâîâàòü âî âñåõ îñíîâíûõ
çàäà÷àõ): H � îðòîöåíòð; Ha, Hb,Hc � îñíîâàíèÿ âûñîò; A′, B′, C ′ � ñåðåäèíû ñòîðîí; Ω′ =
(A′B′C ′) � îêðóæíîñòü 9 òî÷åê (ïðîõîäÿùàÿ òàêæå ÷åðåç òî÷êè Ha,Hb,Hc); O � öåíòð îïèñàííîé
îêðóæíîñòè.

Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè, îòëè÷íàÿ îò O; XY Z � åå ïåäàëüíûé òðåóãîëüíèê (òî
åñòü X,Y, Z � ïðîåêöèè òî÷êè P íà ïðÿìûå BC, CA, AB ñîîòâåòñòâåííî).

Ìû ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òî÷êó L êàê òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ x, y, z, ñèììåòðè÷íûõ OP
îòíîñèòåëüíî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà A′B′C ′.2 Ñîãëàñíî çàäà÷å 0.1, òî÷êà L ñóùåñòâóåò è ëåæèò íà
îêðóæíîñòè Ω′.

Ïóñòü X ′, Y ′, Z ′ ñèììåòðè÷íû L îòíîñèòåëüíî B′C ′, C ′A′, A′B′ ñîîòâåòñòâåííî.

1. Äîêàæèòå, ÷òî X ′, Y ′, Z ′ � ïðîåêöèè A, B, C íà OP .

Îïðåäåëèì D,E, F êàê îðòîöåíòðû òðåóãîëüíèêîâ AY Z, BZX, CXY ñîîòâåòñòâåííî.

2. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü (EXF )

à) ïîëó÷àåòñÿ èç îêðóæíîñòè (AY PZ) ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì íà âåêòîð
−−→
PX;

á) ñîäåðæèò Ha;

â) ñèììåòðè÷íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì AP îòíîñèòåëüíî B′C ′;

ã) ïðîõîäèò ÷åðåç L.

1Óòâåðæäåíèå çàäà÷è ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ óãëà ìåæäó äâóìÿ ïåäàëüíûìè îêðóæíîñòÿìè äîñòà-
òî÷íî íàéòè óãîë ∠(SX, SX ′).

2Çàìåòèì, ÷òî L çàâèñèò îò ïðÿìîé OP (íî íå îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè P íà íåé).



3. Äîêàæèòå, ÷òî L ∈ (XY Z).

4. à) Äîêàæèòå, ÷òî ∠(LX,LHa) = ∠(AP,AHa).

á) (òåîðåìà Àéåðà) Äîêàæèòå, ÷òî (îðèåíòèðîâàííûé) óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè ê îêðóæíîñòÿì

(XY Z) è Ω′, ïðîâåäåííûìè â òî÷êå L, ðàâåí ðàâåí
π

2
− ∠(PA,AB)− ∠(PB,BC)− ∠(PC,CA).
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