
Âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê: ñåðåäèíû äóã è öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé.

(çàíÿòèå Ï.À. Êîæåâíèêîâà)

Ïóñòü ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O; M1,M2,M3,M4 � ñåðåäèíû äóã

AB, BC, CD, DA (íå ñîäåðæàùèõ äðóãèõ âåðøèí ÷åòûðåõóãîîëüíèêà); X = AB ∩ CD, Y = BC ∩ DA,
Z = AC ∩BD.

1. (Ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ) à) Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü ïàðó ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèé (îñè

êîîðäèíàò) òàê, ÷òî âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ áèññåêòðèñû óãëîâ ìåæäó ïàðàìè ïðÿìûõ AB è CD, AC
è BD, AD è BC áóäóò ïàðàëëåëüíû îñÿì;

á) ïðè÷åì â êà÷åñòâå îñåé ìîæíî âûáðàòü ïðÿìûå M1M3 è M2M4.

2. (Ïðÿìîóãîëüíèê) à) Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðóãîëüíèêîâ ABC, BCD, CDA,
DAB ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðÿìîóãîëüíèêà.

á) Îïðåäåëèòå ïîëîæåíèå öåíòðà ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà.

Ïóñòü J1J2J3J4 � ÷åòûðåõóãîëüíèê, ïîëó÷àþùèéñÿ â ïåðåñå÷åíèè âíåøíèõ áèññåêòðèñ (ò.å. J1 � òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ âíåøíèõ áèññåêòðèñ óãëîâ ∠A è ∠B, è ò.ä.)

3. (Îêðóæíîñòè) à) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè J1, J2, J3, J4 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè;

á) ïðè÷åì öåíòð ýòîé îêðóæíîñòè ëåæèò íà ïðÿìîé OZ.

Ïóñòü I1, I2, I3, I4 � öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABZ, BCZ, CDZ, DAZ.

4. (Ïðÿìûå) à) (Ì. Èñàåâ, Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà 2007 ã., îêðóæíîé ýòàï) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ

I1J1 ïðîõîäèò ÷åðåç M1.

á) (Ï. Êîæåâíèêîâ, Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà 2010 ã.) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå I1M1, I2M2, I3M3, I4M4

ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå;

â) (È. Áîãäàíîâ, "Êâàíò"5-2010) ïðè ýòîì òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ èç ïóíêòà á) ëåæèò íà ïðÿìîé OZ.



Êîììåíòàðèè è óêàçàíèÿ.

1. Äëÿ ðåøåíèÿ óäîáíî èñïîëüçîâàòü àíòèïàðàëëåëüíîñòü: ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû

óãëà ìåæäó ïðÿìûìè a è b ïðÿìàÿ ïåðåõîäèò â àíòèïàðàëëåëü. Îñè, î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü â çàäà÷å 1, �

ýòî ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ ëþáîé êîíèêè èç ïó÷êà êîíèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè A,B,C,D.

2. Èç ëåììû î òðåçóáöå ñëåäóåò, ÷òî öåíòðû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ABC è ABD,

ñèììåòðè÷íû îòíîñèòàëüíî M1M3.

3. XY � ðàäèêàëüíàÿ îñü îêðóæíîñòåé (ABCD) è (J1J2J3J4), ïîýòîìó èõ ëèíèÿ öåíòðîâ ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà XY . Íî OZ ⊥ XY .

Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âíóòðåííèõ áèññåêòðèñ: ÷åòûðåõóãîëüíèê

K1K2K3K4, îáðàçîâàííûé âíóòðåííèìè áèññåêòðèñàìè, âïèñàííûé, è öåíòð îêðóæíîñòè (K1K2K3K4) ëå-
æèò íà OZ. Áîëåå òîãî, öåíòðû îêðóæíîñòåé (J1J2J3J4) è (K1K2K3K4) ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî O (ñì.

çàäà÷ó À. Çàñëàâñêîãî, ãåîìåòðè÷åñêàÿ îëèìïèàäà èì. È.Ô. Øàðûãèíà, çàäà÷à 9.4, 2011 ãîä).

Òàê, îêðóæíîñòè (ABCD), (J1J2J3J4) è (K1K2K3K4) � èç îäíîãî ïó÷êà (XY � èõ îáùàÿ ðàäèêàëüíàÿ

îñü). Â ýòîì æå ïó÷êå îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà OZ êàê íà äèàìåòðå.

4. à) Ïðèâåäåì òðè âîçìîæíûõ ïóòè äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî J2, M2, I2 íà îäíîé ïðÿìîé.

1) (Ì. Äèäèí) Ïóñòü P è Q � ñåðåäèíû äóã ABC è BCD. Òîãäà íåòðóäíî óñòàíîâèòü (äîêàçàâ ïà-

ðàëëåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìûõ), ÷òî êîíñòðóêöèè M1M3I2M2 è PQM2J2 ãîìîòåòè÷íû, çíà÷èò

ïðÿìûå I2M2 è M2J2 èìåþò îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå è ïðîõîäÿò ÷åðåç öåíòð ãîìîòåòèè, ïîýòîìó ñîâïà-

äàþò.

2) Äëÿ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà BM2C èìååì ïîñòðîåíèå: ∠J2BM2 = ∠I2CB = x, ∠J2CM2 =
∠I2BC = y. Äàëåå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé ×åâû èëè èçîãîíàëüíûìè ñîîáðàæåíèÿìè äëÿ òðå-

óãîëüíèêà BM2C.
3) Ïî ëåììå î òðåçóáöå BIABCIBCDC � ÷åòûðåõóãîëüíèê, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì M2.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî â íåì: öåíòð (òî÷êà M2), òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé (òî÷êà I2) è òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëðîâ ê ïðîòèâîïîëîæíûì ñòîðîíàì, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç B è C (òî÷êà J2) ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé. (Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèíåéíîñòü.)

á) Ïðÿìûå J1M1, J2M2, J3M3, J4M4 ïåðåñåêàþòñÿ â öåíòðå ãîìîòåòèè H ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ J1J2J3J4
è M1M2M3M4.

â) H ëåæèò íà ëèíèè öåíòðîâ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé, òî åñòü íà OZ (ïî çàäà÷å 3).


