
Ãåîìåòðèÿ îëèìïèàäû èì. Ëåîíàðäà Ýéëåðà

Â ñêîáêàõ ïîñëå íîìåðà çàäà÷è óêàçàíî íà êàêîé ïî ñ÷¼òó îëèìïèàäå îíà ïðåäëàãàëàñü.
Ðåøåíèÿ âñåõ çàäà÷ ìîæíî íàéòè íà îôèöèàëüíîé ñòðàíèöå îëèìïèàäû: matol.ru.

1 Äèñòàíöèîííûé òóð

1.1 (1). Äàí ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC (AC = BC). Íà ñòîðîíàõ BC; AC; AB îò-
ìå÷åíû òî÷êè A1, B1 è C1 ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òî C1B1 ïåðïåíäèêóëÿðíî AC, B1A1

ïåðïåíäèêóëÿðíî BC è B1A1 = B1C1. Äîêàæèòå, ÷òî A1C1 ïåðïåíäèêóëÿðíî AB .

1.2 (1). Äâå áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ ïîä óãëîì 60 ãðàäóñîâ. Äîêàæèòå, ÷òî
îäèí èç óãëîâ ýòîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí 60 ãðàäóñàì.

1.3 (1). Ìîãóò ëè ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè ïëîñêîñòè äî âåðøèí íåêîòîðîãî êâàäðàòà áûòü ðàâ-
íûìè 1, 1, 2 è 3?

1.4 (2). Òî÷êà D ëåæèò íà ãèïîòåíóçå AB ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC , íî íå ñîâïà-
äàåò ñ åå ñåðåäèíîé. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè îòðåçêîâAD , BD è CD íåò ðàâíûõ.

1.5 (2). Â òðåóãîëüíèêå ABC ìåäèàíà BM â äâà ðàçà ìåíüøå ñòîðîíû AB è îáðàçóåò ñ íåé
óãîë â 40 ãðàäóñîâ. Íàéäèòå óãîë ABC .

1.6 (2). Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå âûñîòà, îïóùåííàÿ íà ãèïîòåíóçó, â÷åòâåðî êîðî÷å
ãèïîòåíóçû. Íàéäèòå îñòðûå óãëû òðåóãîëüíèêà.

1.7 (2). Âîò ÷åòûðå ñâîéñòâà ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ:
(1) ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïîïàðíî ðàâíû;
(2) äâå ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû;
(3) êàêèå-òî äâå ñîñåäíèå ñòîðîíû ðàâíû;
(4) äèàãîíàëè ïåðïåíäèêóëÿðíû è äåëÿòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ â îäíîì è òîì æå îòíîøå-

íèè.
Îäèí èç äâóõ äàííûõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ îáëàäàåò êàêèìè-òî äâóìÿ èç ýòèõ ñâîéñòâ,

äðóãîé � äâóìÿ îñòàëüíûìè. Äîêàæèòå, ÷òî îäèí èç ýòèõ äâóõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ � ðîìá.

1.8 (3). Òî÷êè E è F � ñåðåäèíû ñòîðîí BC è CD ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD .
Äîêàæèòå, ÷òî AE < 2EF .

1.9 (3). Âíóòðè óãëà AOB , ðàâíîãî 120� , ïðîâåäåíû ëó÷è OC è OD òàê, ÷òî êàæäûé èç
íèõ ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé êàêîãî-òî èç óãëîâ, ïîëó÷èâøèõñÿ íà ÷åðòåæå. Íàéäèòå âåëè÷èíó
óãëàAOC. Óêàæèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû.

1.10 (3). Íà ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíà òî÷êà E, à íà áèññåêòðèñåBD � òî÷êà
F òàêèì îáðàçîì, ÷òî EF jjAC è AF = AD . Äîêàæèòå, ÷òî AB = BE .

1.11 (3). Ðàçäåëèòå ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ óãëîì 30� íà äâà ìåíüøèõ òðåóãîëüíè-
êà òàê, ÷òîáû êàêàÿ-òî ìåäèàíà îäíîãî èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ áûëà ïàðàëëåëüíà îäíîé èç
áèññåêòðèñ âòîðîãî òðåóãîëüíèêà.

1.12 (3 ). Â ïÿòèóãîëüíèêå ABCDE AB = BC = CD = DE , \ B = 96� è \ C = \ D = 108� .
Íàéäèòå óãîë E.

1.13 (4). Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C âòðîå áîëüøå óãëà A, à ñòîðîíà AB âäâîå áîëüøå
ñòîðîíû BC. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë ABC ðàâåí 60 ãðàäóñàì.

1.14 (4). Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñàBL , è íà åå ïðîäîëæåíèè çà òî÷êó L
âûáðàíà òî÷êà K , äëÿ êîòîðîé LK = AB . Îêàçàëîñü, ÷òî AK jjBC. Äîêàæèòå, ÷òî AB > BC .



1.15 (4). Âíóòðè îñòðîãî óãëà BAC âçÿëè òàêóþ òî÷êó D, ÷òî óãîë CAD âäâîå áîëüøå óãëà
BAD . Ìîãëà ëè òî÷êà D îêàçàòüñÿ âäâîå äàëüøå îò ïðÿìîé AC, ÷åì îò ïðÿìîé AB ?

1.16 (4). Â òðåóãîëüíèêå ABC AC = 1, AB = 2, O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ. Îòðåçîê,
ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó O ïàðàëëåëüíî ñòîðîíå BC, ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AC è AB â òî÷êàõ
K è M ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà AKM .

1.17 (4). Ìîæíî ëè èç ïÿòè îäèíàêîâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ ïåðèìåòðîì 10 ñîñòàâèòü îäèí
ïðÿìîóãîëüíèê ñ ïåðèìåòðîì 22?

2 Âòîðîé òóð

2.1 (1). Òî÷êà K � ñåðåäèíà ãèïîòåíóçû AB ïðÿìîóãîëüíîãî ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà
ABC . Òî÷êè L è M âûáðàíû íà êàòåòàõ BC è AC ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî BL = CM .
Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê LMK � òàêæå ïðÿìîóãîëüíûé ðàâíîáåäðåííûé.

2.2 (1). Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD íåêîòîðàÿ òî÷êà äèàãîíàëè AC ïðèíàäëå-
æèò ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðàì ê ñòîðîíàì AB è CD, à íåêîòîðàÿ òî÷êà äèàãîíàëè BD
ïðèíàäëåæèò ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðàì ê ñòîðîíàì AD è BC. Äîêàæèòå, ÷òî ABCD �
ïðÿìîóãîëüíèê.

2.3 (2). Íà ãèïîòåíóçå BC ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà K òàê, ÷òî
AB = AK . Îòðåçîê AK ïåðåñåêàåò áèññåêòðèñóCL â åå ñåðåäèíå. Íàéäèòå îñòðûå óãëû
òðåóãîëüíèêà ABC .

2.4 (2). Áèññåêòðèñû óãëîâA è C òðàïåöèè ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êåP, à áèññåêòðèñû
óãëîâ B è D � â òî÷êå Q, îòëè÷íîé îò P. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îòðåçîê PQ ïàðàëëåëåí
îñíîâàíèþ AD , òî òðàïåöèÿ ðàâíîáîêàÿ.

2.5 (3). Íà äîñêå íàðèñîâàíû òðè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà. Ïåòÿ ñêàçàë: ¾Íà äîñêå íàðèñîâàíû
ïî êðàéíåé ìåðå äâå òðàïåöèè¿. Âàñÿ ñêàçàë: ¾Íà äîñêå íàðèñîâàíû ïî êðàéíåé ìåðå äâà
ïðÿìîóãîëüíèêà¿. Êîëÿ ñêàçàë: ¾Íà äîñêå íàðèñîâàíû ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðîìáà¿. Èçâåñò-
íî, ÷òî îäèí èç ìàëü÷èêîâ ñêàçàë íåïðàâäó, à äâîå äðóãèõ � ïðàâäó. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè
íàðèñîâàííûõ íà äîñêå ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ åñòü êâàäðàò. (Íàïîìíèì, ÷òî òðàïåöèÿ � ýòî
÷åòûð¼õóãîëüíèê, ó êîòîðîãî äâå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû, à äâå äðóãèå � íåò.)

2.6 (3). Äàí âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD òàêîé, ÷òî AD = AB + CD. Îêàçàëîñü, ÷òî
áèññåêòðèñà óãëàA ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó ñòîðîíû BC. Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêòðèñà óãëà
D òàêæå ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíóBC.

2.7 (3). Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè M è N � ñåðåäèíû ñòîðîí AC è AB ñîîòâåòñòâåííî. Íà
ìåäèàíå BM âûáðàíà òî÷êà P, íå ëåæàùàÿ íà CN . Îêàçàëîñü, ÷òî PC = 2PN. Äîêàæèòå,
÷òî AP = BC.

2.8 (4). Òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC òàêîâà, ÷òî óãîë ABD � ïðÿìîé è BC +
CD = AD . Íàéäèòå îòíîøåíèå îñíîâàíèé AD : BC.

2.9 (4). Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD óãëû ABC è ADC ïðÿìûå. Íà ñòîðîíàõ
AB; BC; CD; DA âçÿòû òî÷êè K; L; M; N ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî KLMN � ïðÿìîóãîëüíèê.
Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíà äèàãîíàëè AC ðàâíîóäàëåíà îò ïðÿìûõ KL è MN .

3 Ôèíàë

3.1 (1). Â òðåóãîëüíèêå ABC ñòîðîíû AB è BC ðàâíû. Òî÷êà D âíóòðè òðåóãîëüíèêà òàêîâà,
÷òî óãîë ADC âäâîå áîëüøå óãëà ABC . Äîêàæèòå, ÷òî óäâîåííîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè B äî
ïðÿìîé, äåëÿùåé ïîïîëàì óãëû, ñìåæíûå ñ óãëîì ADC , ðàâíî AD + DC .



3.2 (1). Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ AB = BD ; \ ABD =
\ DBC . Íà äèàãîíàëè BD íàøëàñü òî÷êà K òàêàÿ, ÷òî BK = BC. Äîêàæèòå, ÷òî \ KAD =
\ KCD .

3.3 (2). Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ñòîðîíà AB ðàâíà äèàãîíàëè AC è ïåðïåíäèêóëÿðíà
ñòîðîíå AD , à äèàãîíàëü AC ïåðïåíäèêóëÿðíà ñòîðîíå CD. Íà ñòîðîíå AD âçÿòà òî÷êà K
òàêàÿ, ÷òî AC = AK . Áèññåêòðèñà óãëàADC ïåðåñåêàåòBK â òî÷êå M . Íàéäèòå óãîë ACM .

3.4 (2). Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD óãëû B è D ðàâíû, CD = 4BC, à áèññåêòðèñà
óãëàA ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó ñòîðîíû CD. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíî îòíîøåíèå AD

AB ?

3.5 (3). Âíóòðè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD , â êîòîðîì AB = CD, âûáðàíà òî÷êà P
òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñóììà óãëîâ PBA è PCD ðàâíà 180 ãðàäóñàì. Äîêàæèòå, ÷òîPB + PC <
AD .

3.6 (3). Âûïóêëûé ïÿòèóãîëüíèê ABCDE òàêîâ, ÷òî AB jjCD, BCjjAD , ACjjDE , CE ? BC.
Äîêàæèòå, ÷òî EC � áèññåêòðèñà óãëàBED .

3.7 (4). Íà ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòà òî÷êà D òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñåðåäèííûé
ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó AD ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæ-
íîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ïåðïåíäèêóëÿð ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó òðåóãîëüíèêà ABC .

3.8 (4). Ñóùåñòâóþò ëè äâà ìíîãîóãîëüíèêà (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûõ), îáëàäàþùèõ ñëå-
äóþùèì ñâîéñòâîì: ïðèêëàäûâàÿ èõ äðóã ê äðóãó (áåç íàëîæåíèÿ), ìîæíî ïîëó÷èòü ìíîãî-
óãîëüíèêè ñ ëþáûì ÷èñëîì ñòîðîí îò 3 äî 100 âêëþ÷èòåëüíî?

3.9 (4). Óãëû òðåóãîëüíèêà ABC óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 2\ A + \ B = \ C. Âíóòðè ýòîãî
òðåóãîëüíèêà íà áèññåêòðèñå óãëàA âûáðàíà òî÷êà K òàêàÿ, ÷òî BK = BC. Äîêàæèòå, ÷òî
\ KBC = 2\ KBA .


