
Äâàäöàòàÿ îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè
èì. È.Ô.Øàðûãèíà

Çàî÷íûé òóð

1. (8, Ä.Øâåöîâ) Áèññåêòðèñû AI è CI ïåðåñåêàþò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíè-
êà ABC â òî÷êàõ A1, C1 ñîîòâåòñòâåííî. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà AIC1

ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB â òî÷êå C0; àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì A0. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè
A0, A1, C0, C1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðÿìàÿ A1C1 ïåðåñåêàåò AB â òî÷êå A′. Òîãäà

∠C1A
′A = (^ AC1+ ^ BA1)/2 = (^ AC1+ ^ A1C)/2 = ∠C1IA.

Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè A, I, A′, C1 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè è A′ ñîâïàäàåò ñ A0

(ðèñ. 1). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî A1C1 ïðîõîäèò ÷åðåç C0.
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Ðèñ. 1.

2. (8, Á.Ôðåíêèí) Äàíû òðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè íà ïðÿìîé. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ, â êîòîðûõ îíè ÿâëÿþòñÿ (â êàêîì-íèáóäü ïîðÿäêå)
öåíòðàìè îïèñàííîé, âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòåé?

Îòâåò. Äâà, åñëè îòíîøåíèå ÷àñòåé, íà êîòîðûå ñðåäíÿÿ òî÷êà äåëèò îòðåçîê ìåæäó
äâóìÿ êðàéíèìè, íå ïðåâîñõîäèò 3, è òðè â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ABC � ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíîé C; O, I, Ic �
öåíòðû åãî îïèñàííîé, âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé (êàñàþùåéñÿ AB) îêðóæíîñòåé
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà òî÷êè A, B, I, Ic ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì IIc, öåí-
òðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíà W äóãè AB. Ïîýòîìó, åñëè äàíû òî÷êè O, I, Ic, òî
äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðåóãîëüíèêà ABC íóæíî íàéòè ñåðåäèíó W îòðåçêà IIc, ïîñòðîèòü
îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè O, W è ðàäèóñàìè OW , WI ñîîòâåòñòâåííî, íàéòè òî÷êè
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A è B ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé, à òàêæå òî÷êó C, ñèììåòðè÷íóþ W îòíî-
ñèòåëüíî O. Ïðè ýòîì òî÷êà I äîëæíà ëåæàòü âíóòðè îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Ýòî
óñëîâèå âñåãäà áóäåò âûïîëíåíî, åñëè O � îäíà èç äâóõ êðàéíèõ òî÷åê (òîãäà I �
ñðåäíÿÿ òî÷êà). Åñëè æå O � ñðåäíÿÿ èç òðåõ òî÷åê, òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå
OW > OI, ò.å. OIc : OI > 3.

3. (8, Ê.Áåëüñêèé) Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà M � ñåðåäèíà ìåíüøåé
äóãè BC îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Îêðóæíîñòü ω êàñàåòñÿ ñòîðîí AB, AC â òî÷êàõ
P , Q ñîîòâåòñòâåííî è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M . Äîêàæèòå,÷òî BP + CQ = PQ.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ∠PAQ = (^ PMQ− ^ PQ)/2 = π− ^ PQ =
π − 2∠PMQ, ò.å. ∠PMQ = ∠APQ. Çíà÷èò, PM è QM � áèññåêòðèñû óãëîâ BPQ,
CQP ñîîòâåòñòâåííî, à M � öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà APQ.
Òîãäà, îïóñòèâ ïåðïåíäèêóëÿðû MX, MY íà AB, AC ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì, ÷òî
PX = QY = PQ/2. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó MB = MC, òî BX = CY (ðèñ. 3).
Ñëåäîâàòåëüíî, BP +QC = PX +XB +QY − Y C = PQ.
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4. (8, Ë.Åìåëüÿíîâ) Â òðåóãîëüíèêå ABC âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ω êàñàåòñÿ ñòîðîí
BC, CA, AB â òî÷êàõ A1, B1 è C1 ñîîòâåòñòâåííî, P � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ýòîé
îêðóæíîñòè. Ïðÿìàÿ AP âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà
AB1C1 â òî÷êå A2. Àíàëîãè÷íî ñòðîÿòñÿ òî÷êè B2 è C2. Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííàÿ
îêîëî òðåóãîëüíèêà A2B2C2 îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ω.

Ðåøåíèå. Òî÷êè A, B1, C1 ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì AI, ãäå I � öåíòð
âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Ïîýòîìó ∠IA2A = ∠IA2P = 90◦ è òî÷êà A2 ëåæèò íà îêðóæ-
íîñòè ñ äèàìåòðîì IP , êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ω â òî÷êå P (ðèñ. 4). Òî÷êè B2, C2 òàêæå
ëåæàò íà ýòîé îêðóæíîñòè.
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5. (8, Ï.Ïîãîñÿí) Òî÷êè A′, B′, C ′ ñîîòâåòñòâåííî ñèììåòðè÷íû âåðøèíàì A, B, C îòíî-
ñèòåëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè
AB′C ′, A′BC ′ è A′B′C ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Ðåøåíèå. Ïóñòü X � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé AB′C ′ è A′BC ′. Òîãäà
∠(XB′, XC ′) = ∠(AB′, AC ′) = 3∠(AC,AB). Àíàëîãè÷íî ∠(XC ′, XA′) = 3∠(BA,BC).
Ñëåäîâàòåëüíî, ∠(XB′, XA′) = 3∠(AC,BC) = ∠(CB′, CA′).

6. (8�9, À.Øåêåðà) Äàíû îêðóæíîñòü ω è òî÷êè A è B íà íåé. Ïóñòü C � ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà íà îäíîé èç äóã AB ýòîé îêðóæíîñòè, CL � áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà ABC,
îêðóæíîñòü BCL ïåðåñåêàåò AC â E, à CL ïåðåñåêàåò BE â F . Íàéäèòå ãåîìåòðè-
÷åñêîå ìåñòî öåíòðîâ îêðóæíîñòåé AFC.

Îòâåò. Îòðåçîê ñ êîíöîì â ñåðåäèíå äóãè ACB, îáðàçóþùèé ñ ïðÿìîé AB óãîë,
ðàâíûé π/2− ∠ACB

Ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè ACF . Òîãäà ∠AOF = 2∠ACF = ∠ACB íå
çàâèñèò îò òî÷êè C. Ïîýòîìó âñå òðåóãîëüíèêè AOF ïîäîáíû äðóã äðóãó è òî÷-
êà O ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì F ïðè ïîâîðîòíîé ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì A. Êðîìå òîãî,
∠ABF = ∠LBE = ∠LCE íå çàâèñèò îò C, çíà÷èò òî÷êà F äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, âñå òî÷êè O òàêæå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ýòà ïðÿìàÿ îáðàçóåò ñ
ïðÿìîé BE óãîë, ðàâíûé OAF = (π − ∠ACB)/2 = i/2 − ∠ABE, ïîýòîìó îíà ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé, ñèììåòðè÷íîé AB îòíîñèòåëüíî BE (ðèñ. 6). Êîãäà òî÷êà C
ñòðåìèòñÿ ê B, òî÷êà O ñòðåìèòñÿ ê ñåðåäèíå äóãè ACB, à êîãäà C ñòðåìèòñÿ ê
A, òî÷êà F ïðèáëèæàåòñÿ ê êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè ABC â òî÷êå A. Ïîýòîìó
èñêîìîå ÃÌÒ � óêàçàííûé â îòâåòå îòðåçîê.
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7. (8�9, Á.Ôðåíêèí) Ïîñòðîéòå âïèñàííî-îïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ïî äâóì ïðîòè-
âîïîëîæíûì âåðøèíàì è öåíòðó âïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü öåíòð I âïèñàííîé îêðóæíîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ëåæèò
âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC. Òîãäà ∠AIC = ∠ABC + ∠IAB + ∠ICB = ∠ABC + π/2.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè äàíû òî÷êè A, C, I, òî ìû ìîæåì íàéòè óãîë B è ïîñòðî-
èòü îïèñàííóþ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O. Äàëåå, ïðÿìàÿ OI ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó
L ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ñåðåäèíû M , N äèàãîíàëåé AC, BD
ñîîòâåòñòâåííî ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì OL, à ïðÿìàÿMN ïðîõîäèò ÷åðåç
I. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïîñòðîèòü òî÷êó N , à çàòåì è äèàãîíàëü BD.

8. (8�9, Ê.Áåëüñêèé) Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ∠B = ∠D è AD = CD. Îêðóæíîñòü,
âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC, êàñàåòñÿ ñòîðîí BC è AB â òî÷êàõ E è F ñîîò-
âåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíû îòðåçêîâ AC, BD, AE è CF ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü K, L,M , N � ñåðåäèíû BD, AC, AE, CF ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê

LM ‖ BC è LN ‖ AB, òî ∠MLN = ∠CBA. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
−−→
KM = (

−−→
DA+

−−→
BE)/2,

−−→
KN = (

−−→
DC +

−−→
BF )/2, à, ïîñêîëüêó DA = DC, BE = BF è óãîë ìåæäó âåêòîðàìè

−−→
DA è

−−→
DC ðàâåí óãëó ìåæäó

−−→
BE è

−−→
BF , òî è óãîë MKN ðàâåí ýòèì óãëàì.

9. (8�9, À.Ìàðäàíîâ) Â òðàïåöèþ ABCD (AD ‖ BC) âïèñàíà îêðóæíîñòü ω, êîòîðàÿ
êàñàåòñÿ ñòîðîí AB, BC, CD è AD â òî÷êàõ P , Q, R, S ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó P ïàðàëëåëüíî îñíîâàíèÿì òðàïåöèè, ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ
QR â òî÷êå X. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AB, QS è DX ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü I � öåíòð äàííîé âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Òîãäà ñòîðîíû
òðåóãîëüíèêîâ PQX è AID ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû (ðèñ. 9). Çíà÷èò òàêèå òðåóãîëü-
íèêè ãîìîòåòè÷íû, îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå â çàäà÷å.
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Âòîðîå ðåøåíèå. Çàôèêñèðóåì òî÷êè A, B, P , Q, S è áóäåì äâèãàòü òî÷êó R ïî
îêðóæíîñòè ω. Òîãäà òî÷êè D è X áóäóò äâèãàòüñÿ ïî ïðÿìîé AS è ïàðàëëåëüíîé åé
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó P . Î÷åâèäíî, ÷òî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó D è S ïðîåê-
òèâíî, à ïîñêîëüêó íà áåñêîíå÷íîñòü îíè óõîäÿò îäíîâðåìåííî, òî ýòî ñîîòâåòñòâèå
ëèíåéíî, ò.å. âñå ïðÿìûå DX ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó. ßñíî òàêæå, ÷òî ýòà òî÷êà
ëåæèò íà ïðÿìîé AB, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî íàéòè îäíî ïîëîæåíèå, ïðè êîòîðîì DX,
AB è QS ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò ïîëîæåíèå, ïðè
êîòîðîì òðàïåöèÿ ABCD � ðàâíîáîêàÿ.

10. (8�9, À.Òåðåøèí) Òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü ω. Òî÷êà T íà ïðÿìîé BC
âûáðàíà òàê, ÷òî ïðÿìàÿ AT êàñàåòñÿ ω. Áèññåêòðèñà óãëà BAC ïåðåñåêàåò îòðåçîê
BC â òî÷êå L, à îêðóæíîñòü ω â òî÷êå A0. Ïðÿìàÿ TA0 ïåðåñåêàåò ω â òî÷êå P .
Òî÷êà K íà îòðåçêå BC òàêîâà, ÷òî BL = CK. Äîêàæèòå, ÷òî ∠BAP = ∠CAK.

Ðåøåíèå. Ïðîåêöèÿ îêðóæíîñòè ω íà ñåáÿ èç òî÷êè T ìåíÿåò ìåñòàìè B ñ C è P ñ
A0, à òî÷êó A îñòàâëÿåò íà ìåñòå. Îòñþäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî äâîéíûõ îòíîøåíèé
(BCAA0) = (CBAP ), ò.å. sin∠BAP : sin∠CAP = PB : PC = AB2 : AC2. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó ñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêàì AKC è BKC, ïîëó÷àåì
sin∠CAK : sin∠BAK = (CK/AC) : (BK/AB) = (AB/AC) · (BL/AL) = AB2 : AC2,
÷òî âëå÷åò èñêîìîå ðàâåíñòâî.

11. (8�10, Á.Áóòûðèí) Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè M , N � ñåðåäèíû ñòîðîí AB, AC
ñîîòâåòñòâåííî; ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê áèññåêòðèñå AL ïåðåñåêàåò áèññåêòðè-
ñû óãëîâ B è C â òî÷êàõ P , Q ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå PM è QN
ïåðåñåêàþòñÿ íà êàñàòåëüíîé ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êå
A.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìûå PQ è MN ïåðåñåêàþòñÿ â ñåðåäèíå K îòðåçêà AL.
Êðîìå òîãî, òî÷êà P ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé äóãè AL îêðóæíîñòè ABL, ñëåäîâàòåëüíî,
∠BPL = ∠CAL = ∠BIC − π/2, ãäå I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà
ABC, ò.å. PL ⊥ CI. Àíàëîãè÷íî QL ⊥ BI. Òàêèì îáðàçîì, ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà
PQL ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî òî÷êàìè êàñàíèÿ ñòîðîí
òðåóãîëüíèêà ABC ñ âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ, à çíà÷èò, êàñàòåëüíûå â ýòèõ òî÷-
êàõ ê îêðóæíîñòè PQL ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì ABC. Ïîñêîëüêó îêðóæíîñòü APQ
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ñèììåòðè÷íà îêðóæíîñòè LPQ îòíîñèòåëüíî PQ, òî êàñàòåëüíàÿ ê ýòîé îêðóæíî-
ñòè â òî÷êå P ïàðàëëåëüíà AB, à êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå A ñîâïàäàåò ñ êàñàòåëüíîé ê
îêðóæíîñòè ABC. Ïðè ýòîì ∠PAQ = ∠PLQ = π − ∠PIQ, ïîýòîìó òî÷êà I ëåæèò
íà îêðóæíîñòè APQ, à êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè â ýòîé òî÷êå ïàðàëëåëüíà BC.
Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ â òî÷êàõ A è I ÷åðåç T (ðèñ. 11)
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Ðèñ. 11

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ PM ïðîõîäèò ÷åðåç T , ò.å. ÷òî
ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç A, ïàðàëëåëüíàÿ êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè â òî÷êå P , è
ïðÿìàÿ , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ïðîåêöèþ K òî÷êè P íà AI, ïàðàëëåëüíàÿ êàñàòåëüíîé
â òî÷êå I, ïåðåñåêàþò AT â îäíîé òî÷êå. Ïóñòü S � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ
ê îêðóæíîñòè â òî÷êàõ A è P , à U � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AI ñ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç P è ïàðàëëåëüíîé IT . Òîãäà IK : KU = AT : AS = ctg∠IPA : ctg∠AIP ,
îòêóäà è ñëåäóåò èñêîìîå óòâåðæäåíèå.

12. (8�10, Ä.Øâåöîâ) Áèññåêòðèñû AA1, CC1 òðåóãîëüíèêà ABC, â êîòîðîì ∠B = 60◦,
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå I. Îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ ABC, A1IC1 ïåðå-
ñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ PI ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó ñòîðîíû
AC.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ∠A1IC1 = 120◦ = 180◦ −∠A1BC1, îêðóæíîñòè ABC è A1IC1 ïå-
ðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ B è P (ðèñ. 12). Ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè PA1C è PC1A ïîäîáíû,
ò.å. PB1 : PC1 = A1C : AC1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó ∠AC1I + ∠IA1C = 180◦,
òî, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó ñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêàì AC1I è CA1I, ïîëó÷àåì, ÷òî A1C :
AC1 = IC : IA. Ñëåäîâàòåëüíî, sin∠PIA1 : sin∠PIC1 = IC : IA è IP � ìåäèàíà
òðåóãîëüíèêà IAC.
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A

B

C
M

I

P

C1

A1

Ðèñ. 12.

13. (8�11, À.Çàñëàâñêèé) Âåðíî ëè, ÷òî ëþáîé ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà ðàâ-
íîáîêèå òðàïåöèè?

Îòâåò. Äà.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ëþáîé ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà òðåóãîëüíèêè, à
ëþáîé òðåóãîëüíèê íà ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè (ïðîâåäÿ âûñîòó ê íàèáîëüøåé
ñòîðîíå è ñîåäèíèâ åå îñíîâàíèå ñ ñåðåäèíàìè äâóõ äðóãèõ ñòîðîí), òî äîñòàòî÷íî
ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà òðè ðàâíîáîêèõ òðàïå-
öèè, ïðîâåäÿ èç åãî öåíòðà òðè ëó÷à, ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîíàì (ðèñ. 13.1).
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Ðèñ. 13.1

Òåïåðü, åñëè óãîë ïðè âåðøèíå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà áîëüøå 60◦, åãî ìîæíî
ðàçðåçàòü íà ðàâíîáîêèå òðàïåöèè, ïðèìåíèâ íåñêîëüêî ðàç êîíñòðóêöèþ íà ðèñ.
13.2.

Ðèñ. 13.2

Åñëè æå óãîë ïðè âåðøèíå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ìåíüøå 60◦, òî ðàçðå-
æåì åãî íà òðè òðåóãîëüíèêà, ñîåäèíèâ âåðøèíû ñ öåíòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè.
Äâà èç ïîëó÷èâøèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ áóäóò òóïîóãîëüíûìè, à ó òðåòüåãî óãîë ïðè
âåðøèíå âäâîå áîëüøå, ÷åì ó èñõîäíîãî. Ïîâòîðèâ ýòîò ïðèåì íåñêîëüêî ðàç, ìû
ðàçðåæåì èñõîäíûé òðåóãîëüíèê íà ðàâíîáåäðåííûå ñ óãëàìè ïðè âåðøèíå áîëüøå
60◦.
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14. (9�11, À.Òåðåøèí) Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ω ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC êà-
ñàåòñÿ îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû åãî ñòîðîí, â òî÷êå F . Èç ñåðåäèíû
O ãèïîòåíóçû AB ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ OE ê ω, îòëè÷íàÿ îò AB. Äîêàæèòå, ÷òî
CE = CF .

Ðåøåíèå. Ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì C è êîýôôèöèåíòîì 2 òî÷êà F ïåðåéäåò â òî÷êó
êàñàíèÿ îïèñàííîé è ïîëóâïèñàííîé îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà. Ïîýòîìó ïðÿìàÿ
CF ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà C ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
êàñàíèÿ ãèïîòåíóçû ñ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòüþ. Ïóñòü âïèñàííàÿ è âíåâïèñàííàÿ
îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ ãèïîòåíóçû â òî÷êàõ T è S ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê OE =
OT = OS, ïîëó÷àåì, ÷òî ∠SET = π/2, ò.å. ïðÿìàÿ SE ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ω,
äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíóþ T . Íî ïðÿìàÿ SC òàêæå ïðîõîäèò ÷åðåç ýòó òî÷êó,
ñëåäîâàòåëüíî, E ëåæèò íà SC è ñèììåòðè÷íà F îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà C
(ðèñ. 14).

A B

C

S TO

F

E

Ðèñ. 14

15. (9�11, Ì.Ïàíîâ) Ðàçíîñòü äâóõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà áîëüøå 90◦. Äîêàæèòå, ÷òî îò-
íîøåíèå ðàäèóñîâ åãî îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé áîëüøå 4.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë A � íàèìåíüøèé, B � íàèáîëü-
øèé, O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè, L � ñåðåäèíà äóãè AB, CD è PQ � õîðäà
è äèàìåòð îêðóæíîñòè, ïàðàëëåëüíûå AB (ðèñ. 15). Òàê êàê ^ CD =^ ADC− ^
AD =^ ADC− ^ BC > π, òî÷êè A, B, C ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò PQ, ò.å.
∠OLC > π/4 è ðàññòîÿíèå îò O äî ïðÿìîé LC, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð I âïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè áîëüøå, ÷åì R/

√
2. Ñëåäîâàòåëüíî, OI2 = R2 − 4Rr > R2/2, ÷òî

ðàâíîñèëüíî èñêîìîìó íåðàâåíñòâó.
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A B

CD

L

P Q

Ðèñ. 15

Âòîðîå ðåøåíèå. Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé r = 4R sin(A/2) sin(B/2) sin(C/2),
ïîëó÷àåì

r

R
= 2 sin

C

2

(
cos

B − A
2
− cos

A+B

2

)
< 2 sin

C

2

(
1√
2
− sin

C

2

)
≤ 2

(
1

2
√

2

)2

=
1

4
.

Ïðèìå÷àíèå. Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà òî÷íà. Ïðè cosC = 3/4, A = π/4 − C/2, B =
3π/4− C/2 âñå íåðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà è R = 4r.

16. (9�11, À.Ìàðäàíîâ) Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû áèññåêòðèñû AA1, BB1 è CC1.
Îòðåçêè BB1 è A1C1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D. Òî÷êà E �� ïðîåêöèÿ òî÷êè D íà
ñòîðîíó AC. Òî÷êè P è Q ëåæàò íà ñòîðîíàõ AB è BC ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî
EP = PD, EQ = QD. Äîêàæèòå, ÷òî ∠PDB1 = ∠EDQ.

Ðåøåíèå. Äëÿ ëþáîé òî÷êè îòðåçêà A1C1 ñóììà ðàññòîÿíèé îò íåå äî ïðÿìûõ AB
è BC ðàâíà ðàññòîÿíèþ äî AC (ïîñêîëüêó ýòî âåðíî äëÿ êîíöîâ îòðåçêà). Òàê êàê
òî÷êà D ðàâíîóäàëåíà îò AB è BC, êàæäîå èç ýòèõ ðàññòîÿíèé ðàâíî ïîëîâèíå
DE, ò.å. D � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BPQ (ðèñ. 16). Ïîýòîìó
∠EPQ = ∠DPB è ∠EQP = ∠DQB. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè B è E èçîãîíàëüíî
ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà DPQ, îòêóäà ñëåäóåò èñêîìîå ðàâåíñòâî.

A

B

C

D

E

C1

A1

P Q

Ðèñ. 16
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17. (9�11) (L.Dong) Îêðóæíîñòü ω, âïèñàííàÿ â íåðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC,
êàñàåòñÿ åãî ñòîðîí BC,CA è AB â òî÷êàõD,E è F ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êàM íà ëó÷å
EF òàêîâà, ÷òî EM = AB. Òî÷êà N íà ëó÷å FE òàêîâà, ÷òî FN = AC. Îêðóæíîñòè
BFM è CEN ïîâòîðíî ïåðåñåêàþò ω â òî÷êàõ S è T ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî
ïðÿìûå BS,CT è AD ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Ðåøåíèå.

Ëåììà. Ïóñòü X, Y , Z � òàêèå òî÷êè íà ω, ÷òî ïðÿìûå DX, EY , FZ ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå. Òîãäà ïðÿìûå AX, BY , CZ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ∠AEX = ∠EDX è ∠XFA = ∠XDF . Òàêæå, ïî òåî-
ðåìå ñèíóñîâ

sin∠FAX
sin∠XFA

=
XF

AX
,

sin∠XAE
sin∠AEX

=
XE

AX
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

sin∠BAX
sin∠XAC

=
sin∠FAX
sin∠XAE

=
XF

XE
· sin∠XFA

sin∠AEX
=
XF

XE
· sin∠XDF

sin∠EDX
=

(
sin∠XDF
sin∠EDX

)2

.

Àíàëîãè÷íî

sin∠CBY
sin∠Y BA

=

(
sin∠Y ED
sin∠FEY

)2

;
sin∠ACZ
sin∠ZCB

=

(
sin∠ZFE
sin∠DFZ

)2

.

Ïîýòîìó
sin∠BAX
sin∠XAC

· sin∠CBY
sin∠Y BA

· sin∠ACZ
sin∠ZCB

= 1.

è óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òåîðåìû ×åâû.

Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç O(ABCD) äâîéíîå îòíîøåíèå ïðÿìûõ OA, OB, OC, OD. Ïóñòü
J � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ FT è ES, G � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AD è ω, K � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ EF è BC (ðèñ. 17).

A

BC D

M

N

K

E

F

S
T

J

G

Ðèñ. 17
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Òàê êàê ∠FMS = ∠FBS, ∠MES = ∠BFS, ïîëó÷àåì, ÷òî òðåóãîëüíèêè SBF è
SME ïîäîáíû. Çíà÷èò, SE : SF = ME : BF = AB : BF . Òîãäà

E(AFJD) = E(EFSD) = (EFSD) =
SE

SF
:
DE

DF
=
AB

BF
· DF
DE

.

Àíàëîãè÷íî

F (AEJD) =
AC

CE
· DE
DF

.

Òàêèì îáðàçîì

E(AFJD) : F (AEJD) =
AB

AC
· CE
BF
· DF

2

DE2
=
AB

AC
· CE
BF
· KF
KE

.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ìåíåëàÿ ê òðåóãîëüíèêó AEF è òî÷êàì K,B,C, ïîëó÷àåì

AB

BF
· FK
KE

· EC
CA

= 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, E(AFJD) = F (AEJD), ò.å. A, J ,D ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ïîýòîìó
DG, ES è FT ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå J è ïî ëåììå BS, CT è AG ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå.

18. (9�11) (Ä.Øâåöîâ) Ïóñòü AA1, BB1, CC1 � âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
ABC; Ia � öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíå A; I ′a � òî÷-
êà, ñèììåòðè÷íàÿ Ia îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AA1. Àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì òî÷êè I ′b, I

′
c.

Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå A1I
′
a, B1I

′
b, C1I

′
c ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïðÿìûå A1A, A1B, A1A
′ è A1Ia îáðàçóþò ãàðìîíè÷åñêóþ ÷åòâåð-

êó. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ áèññåêòðèñîé AL òîæå îáðàçóþò ãàðìîíè-
÷åñêóþ ÷åòâåðêó. Òàê êàê òî÷êîé, äîïîëíÿþùåé A, L, Ia äî ãàðìîíè÷åñêîé ÷åòâåðêè
ÿâëÿåòñÿ öåíòð I âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíîñòè, ïðÿìàÿ A1A

′ ïðîõîäèò
÷åðåç I. Àíàëîãè÷íî B1B

′ è C1C
′ ïðîõîäÿò ÷åðåç I.

Ýòî ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðîâåñòè íåìíîãî èíà÷å. Òàê êàê ïðÿìûå A1A, A1B, A1I è
A1Ia îáðàçóþò ãàðìîíè÷åñêóþ ÷åòâåðêó è A1A ⊥ A1B, ïðÿìûå A1A è A1B ÿâëÿþòñÿ
áèññåêòðèñàìè óãëîâ ìåæäó A1I è A1Ia. Ñëåäîâàòåëüíî, A1A

′ ïðîõîäèò ÷åðåç I.

Âòîðîå ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ïðÿìûå A1Ia, B1Ib, C1Ic ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå. Òîãäà ïðÿìûå A1A

′, B1B
′, C1C

′, ñèììåòðè÷íûå èì îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñ
òðåóãîëüíèêà A1B1C1 òàêæå ïåðåñåêóòñÿ â îäíîé òî÷êå. Çàìåòèì, ÷òî, íàïðèìåð,
sin∠IbIaA1 : sin∠IcIaA1 = (BA1 : CA1) · (IaC : IaB). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó ×åâû ê
òðîéêàì ïðÿìûõ IaA, IbB, IcC è AA1, BB1, CC1, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ýòîãî
è äâóõ àíàëîãè÷íûõ îòíîøåíèé ðàâíî 1.

Ïðèìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñëåäóþùåãî ôàêòà.
Åñëè òî÷êè A1, B1, C1 ëåæàò íà ñòîðîíàõ BC, CA, AB òðåóãîëüíèêà ABC, à òî÷-
êè A2, B2, C2 ëåæàò íà ñòîðîíàõ B1C1, C1A1, A1B1 òðåóãîëüíèêà A1B1C1, ïðè÷åì
ïðÿìûå AA1, BB1, CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå è ïðÿìûå A1A2, B1B2, C1C2 ïå-
ðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, òî è ïðÿìûå AA2, BB2, CC2 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

19. (10�11) (Ì.Åâäîêèìîâ) Íà ïëîñêîñòè íà÷åð÷åíû òðåóãîëüíèê ABC, îïèñàííàÿ îêîëî
íåãî îêðóæíîñòü è öåíòð I åãî âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Ïîëüçóÿñü òîëüêî ëèíåéêîé,
ïîñòðîéòå öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè.
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Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì òî÷êó C1 ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè â òî÷êàõ A,
B è âòîðóþ òî÷êó C2 ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ñ ïðÿìîé CI. Ïðÿìàÿ C1C2 ÿâëÿåòñÿ
ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê îòðåçêó AB è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð
îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Ïîñòðîèâ àíàëîãè÷íî ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó
AC, íàéäåì öåíòð.

20. (10�11) (Ë.Øàòóíîâ) ×åðåç âåðøèíû A, B, C òðåóãîëüíèêà ABC ïðîâåëè ïðÿìûå
a1, b1, c1 ñîîòâåòñòâåííî. Îòðàçèì a1, b1, c1 îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC, ïîëó÷èâ a2, b2, c2. Ïóñòü A1 = b1 ∩ c1, B1 = a1 ∩ c1,
C1 = a1 ∩ b1, àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì A2, B2, C2. Äîêàæèòå, ÷òî ó òðåóãîëüíèêîâ
A1B1C1 è A2B2C2 îäèíàêîâîå îòíîøåíèå ïëîùàäè ê ðàäèóñó îïèñàííîé îêðóæíîñòè
(ò.å. S1

R1
= S2

R2
, ãäå Si = S(4AiBiCi), Ri = R(4AiBiCi)).

Ðåøåíèå.

Ëåììà. Ïóñòü òî÷êè X ′, Y ′, Z ′ ëåæàò íà ñòîðîíàõ Y Z, ZX, XY ñîîòâåòñòâåííî
òðåóãîëüíèêà XY Z. Òîãäà

SX′Y ′Z′ =
XY ′ · Y Z ′ · ZX ′ +X ′Y · Y ′Z · Z ′X

4RXY Z

.

(òî÷êè X ′, Y ′, Z ′ ìîãóò ëåæàòü è íà ïðîäîëæåíèÿõ ñòîðîí. Â ýòîì ñëó÷àå îòðåçêè â
ôîðìóëå íàäî ñ÷èòàòü íàïðàâëåííûìè)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü XY ′ = αXZ, Y Z ′ = βY X, ZX ′ = γZY . Òîãäà SX′Y ′Z′ :
SXY Z = 1−α(1−β)−β(1−γ)−γ(1−α) = αβγ+ (1−α)(1−β)(1−γ) è óòâåðæäåíèå
ëåììû ñëåäóåò èç ôîðìóëû SXY Z = (XY · Y Z · ZX)/4RXY Z .

Ïðèìåíèì òåïåðü ëåììó ê òðåóãîëüíèêó A1B1C1 è òî÷êàì A, B, C íà åãî ñòîðîíàõ.
Îáîçíà÷èâ ∠B1AC = α, ∠C1BA = β, ∠A1CB = γ ïîëó÷èì (èñïîëüçîâàâ òåîðåìó
ñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ AB1C1, BC1A1, CA1B1)

SABC =
AB ·BC · CA(sinα sin β sin γ + sin(A+ α) sin(B + β) sin(C + γ))

4R1 sin∠A1B1C1 sin∠B1C1A1 sin∠C1A1B1

.

Ïðèìåíèâ òåîðåìó ñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêó A1B1C1, ïîëó÷èì, ÷òî çíàìåíàòåëü ýòîé
äðîáè ðàâåí 2S1/R1. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðè çàìåíå òðåóãîëüíèêà A1B1C1 íà
òðåóãîëüíèê A2B2C2 ÷èñëèòåëü äðîáè íå èçìåíèòñÿ.

21. (10�11) (À.Çàñëàâñêèé) Õîðäà PQ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC,
ïåðåñåêàåò ñòîðîíû BC, AC â òî÷êàõ A′, B′ ñîîòâåòñòâåííî. Êàñàòåëüíûå ê îêðóæ-
íîñòè â òî÷êàõ A è B ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X, à êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ P è Q � â
òî÷êå Y . Ïðÿìàÿ XY ïåðåñåêàåò AB â òî÷êå C ′. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AA′, BB′ è
CC ′ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðÿìûå PQ è AB ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå U , à ïðÿìûå AA′ è BB′ �
â òî÷êå V . Òîãäà ïðÿìàÿ XY ÿâëÿåòñÿ ïîëÿðîé òî÷êè U îòíîñèòåëüíî îïèñàííîé
îêðóæíîñòè è,çíà÷èò, òî÷êè A, B, U , C ′ îáðàçóþò ãàðìîíè÷åñêóþ ÷åòâåðêó. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïðÿìàÿ CV ïðîõîäèò ÷åðåç C ′.

22. (10�11) (D.Reznik, À.Àêîïÿí) Äàí îòðåçîê AB. Ïóñòü C � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà
ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê AB; O � òî÷êà íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëü-
íèêà ABC, ïðîòèâîïîëîæíàÿ C; ýëëèïñ ñ öåíòðîì O êàñàåòñÿ ïðÿìûõ AB, BC, CA.
Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê êàñàíèÿ ýëëèïñà ñ ïðÿìîé BC.
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Îòâåò. Îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì BQ, ãäå Q � òî÷êà íà ëó÷å AB òàêàÿ, ÷òî AQ =
3AB/2, áåç òî÷åê B è Q.

Ðåøåíèå. Ïóñòü M � ñåðåäèíà AB, N � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ M îòíîñèòåëüíî O,
P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ PN è BC, U , V � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç N è ïàðàëëåëüíîé AB, ñ ïðÿìûìè BC, AC ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 22). Òàê êàê
òðåóãîëüíèêè BPQ è UPN ïîäîáíû, BP : PN = BQ : UN = AB : UV , ò.å. ïðÿìàÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç P è ïàðàëëåëüíàÿ AB, ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãî-
íàëåé òðàïåöèè ABUV . Ñëåäîâàòåëüíî, âïèñàííûé â òðàïåöèþ ýëëèïñ êàñàåòñÿ BC
â òî÷êå P . Ïîñêîëüêó PN ‖ OB ⊥ BC, ýòà òî÷êà ëåæèò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì
BQ. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè, êðîìå B è Q, ïðèíàäëåæèò èñêîìîìó
ÃÌÒ.

A
B

C

M

N
V U

P

Q

O

Ðèñ. 22

23. (10�11) (È.Êóõàð÷óê) Ïî îêðóæíîñòè Ω äâèæåòñÿ òî÷êà P . Íà îêðóæíîñòè Ω çà-
ôèêñèðîâàíû òî÷êè A è B. Òî÷êà C � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà âíóòðè êðóãà ñ ãðàíèöåé
Ω. Îáùèå âíåøíèå êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòÿì, îïèñàííûì îêîëî òðåóãîëüíèêîâ
APC è BCP , ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî âñå òî÷êè Q ëåæàò íà äâóõ
ôèêñèðîâàííûõ ïðÿìûõ.

Ðåøåíèå. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âíåøíèõ êàñàòåëüíûõ ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè
ω, èíâåðñèÿ îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ìåíÿåò îêðóæíîñòè APC è BPC ìåñòàìè. Ðàñ-
ñìîòðèì èíâåðñèþ ñ öåíòðîì C, ïåðåâîäÿùóþ òî÷êè A, B, P â A′, B′, C ′ ñîîòâåò-
ñòâåííî. Îíà ïåðåâåäåò îêðóæíîñòè APC, BPC â ïðÿìûå A′P ′, B′P ′ ñîîòâåòñòâåííî,
îêðóæíîñòü ω â áèññåêòðèñó îäíîãî èç óãëîâ ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè, à åå öåíòð Q â
òî÷êó Q′, ñèììåòðè÷íóþ C îòíîñèòåëüíî ýòîé áèññåêòðèñû. Ïîñêîëüêó áèññåêòðèñû
óãëîâ ìåæäó ïðÿìûìè P ′A′ è P ′B′ ïðîõîäÿò ÷åðåç äâå ôèêñèðîâàííûå òî÷êè � ñå-
ðåäèíû äóã A′B′ îêðóæíîñòè A′B′P ′, òî÷êà Q′ ëåæèò íà îäíîé èç äâóõ îêðóæíîñòåé
ñ öåíòðàìè â ýòèõ òî÷êàõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç C. Îáðàçàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé ïðè
ðàññìîòðåííîé èíâåðñèè ÿâëÿþòñÿ äâå ôèêñèðîâàííûå ïðÿìûå.
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Ïðèìå÷àíèå. Òî÷êà Q ïåðåõîäèò ñ îäíîé ïðÿìîé íà äðóãóþ, êîãäà P ïåðåñåêàåò
îäíó èç ïðÿìûõ AC, BC.

24. (11) (Tran Quang Hung, N.Dergiados) Â ïèðàìèäå SABC âñå óãëû ïðè âåðøèíå S
ïðÿìûå. Òî÷êè A′, B′, C ′ íà ðåáðàõ SA, SB, SC ñîîòâåòñòâåííî òàêîâû, ÷òî òðå-
óãîëüíèêè ABC è A′B′C ′ ïîäîáíû. Âåðíî ëè, ÷òî ïëîñêîñòè ABC è A′B′C ′ ïàðàë-
ëåëüíû?

Îòâåò. Äà.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîñêîñòè ABC è A′B′C ′ íå ïàðàëëåëüíû.
Òîãäà ñäåëàåì ãîìîòåòèþ ñ öåíòðîì S, ïåðåâîäÿùóþ òðåóãîëüíèê A′B′C ′ â òðåóãîëü-
íèê, ðàâíûé ABC, à çàòåì äâèæåíèå, ïåðåâîäÿùåå ïîëó÷åííûé òðåóãîëüíèê â ABC.
Òîãäà òî÷êà S ïåðåéäåò â òî÷êó S ′, îòëè÷íóþ îò S è òî÷êè, ñèììåòðè÷íîé S îòíî-
ñèòåëüíî ïëîñêîñòè ABC. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáå òî÷êè S, S ′ ëåæàò íà òðåõ ñôåðàõ
ñ äèàìåòðàìè AB, BC, CA. Ïîñêîëüêó öåíòðû ýòèõ ñôåð íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿ-
ìîé, ó íèõ åñòü ëèøü äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè
ABC � ïðîòèâîðå÷èå.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü A′B′ = tAB. Òîãäà B′C ′ = tBC, C ′A′ = tAC. Òàê êàê óãëû
ïðè âåðøèíå S ïðÿìûå, òî SA′2 + SB′2 = t2AB2, SA′2 + SC ′2 = t2AC2, SB′2 + SC ′2 =
t2BC2. Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì, ÷òî SA′2 = t2(AB2 +AC2 −BC2)/2 = t2SA2, ò.å.
SA′ = tSA. Àíàëîãè÷íî SB′ = tSB, SC ′ = tSC è, ñëåäîâàòåëüíî, ïëîñêîñòè ABC è
A′B′C ′ ïàðàëëåëüíû.
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