
Âòîðàÿ îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë
8 êëàññ

8.1.(È.ßùåíêî) Âïèøèòå â äàííûé ïîëóêðóã ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê íàèáîëüøåãî ïåðèìåòðà.
Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, âïèñàòü òðåóãîëüíèê â ïîëóêðóã ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè: ëèáî äâå âåð-

øèíû òðåóãîëüíèêà ëåæàò íà äóãå, à òðåòüÿ íà äèàìåòðå ïîëóêðóãà, ëèáî, íàîáîðîò, äâå âåðøèíû
íà äèàìåòðå, à òðåòüÿ íà äóãå. Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé. Ïóñòü âåðøèíû A, B ëåæàò íà äóãå.
Òîãäà ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê AB ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ïîëóêðóãà. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåòüÿ
âåðøèíà ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì è ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà ðàâíà ðàäèóñó ïîëóêðóãà (ðèñ.8.1.1).
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Ðèñ.8.1.1

Âî âòîðîì ñëó÷àå âûñîòà òðåóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò ðàäèóñà ïîëóêðóãà, ïðè÷åì â ñëó÷àå,
èçîáðàæåííîì íà ðèñ.8.1.2, ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èìåííî ýòîò òðåóãîëüíèê è áóäåò
èñêîìûì.

Ðèñ.8.1.2

8.2. (Á.Ôðåíêèí) Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n ñóùåñòâóåò n-óãîëüíèê, êîòîðûé ìîæíî ðàçðåçàòü
íà òðåóãîëüíèê, ÷åòûðåõóãîëüíèê,. . . , 2006-óãîëüíèê?

Ðåøåíèå. Îòâåò: n = 3. Èç ðèñóíêà 8.2 âèäíî, ÷òî ïðè ëþáîì n ≥ 3 òðåóãîëüíèê ìîæíî
ðàçðåçàòü íà n-óãîëüíèê è (n + 1)-óãîëüíèê. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ëó÷àìè, âûõîäÿùèìè èç îä-
íîé âåðøèíû, ðàçðåçàòü òðåóãîëüíèê íà 1002 òðåóãîëüíèêà, à çàòåì ïåðâûé èç íèõ ðàçðåçàòü íà
òðåóãîëüíèê è ÷åòûðåõóãîëüíèê, âòîðîé íà ïÿòèóãîëüíèê è øåñòèóãîëüíèê, . . . , ïîñëåäíèé � íà
2005-óãîëüíèê è 2006-óãîëüíèê.

Ðèñ.8.1
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8.3. (Â.Ïðîòàñîâ) Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. Äâå îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè â âåðøèíàõ A è C
ïðîõîäÿò ÷åðåç D. Ïðÿìàÿ ` ïðîõîäèò ÷åðåç D è âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòè â òî÷êàõ X, Y .
Äîêàæèòå, ÷òî BX = BY .

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëó÷àé, èçîáðàæåííûé íà ðèñ.8.3. Èìååì AX = AD = BC
è CY = CD = AB. Êðîìå òîãî, 6 BCY = 6 C − 6 DCY = 6 C − (π − 26 CDY ) = 2 6 CDY − 6 D =
6 CDY − 6 ADX, 6 BAX = 6 DAX − 6 A = π − 26 ADX − 6 A = 6 D − 26 ADX = 6 CDY − 6 ADX.
Çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè ABX è CY B ðàâíû, îòêóäà è ñëåäóåò èñêîìîå ðàâåíñòâî. Äðóãèå ñëó÷àè
ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê X, Y ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Ðèñ.8.3

8.4. (À.Çàñëàâñêèé) Äâå ðàâíûå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. P � îòëè÷íàÿ îò
A è B òî÷êà îäíîé èç îêðóæíîñòåé, X, Y � âòîðûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ PA, PB ñ äðóãîé
îêðóæíîñòüþ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç P è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ AB, äåëèò îäíó èç
äóã XY ïîïîëàì.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà P ëåæèò âíóòðè âòîðîé îêðóæíîñòè (ðèñ.8.4). Ïóñòü Q
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç P è ïåðïåíäèêóëÿðíîé AB, ëåæàùàÿ âíå ïåðâîé
îêðóæíîñòè. Òîãäà 6 QPX = (^ QX+ ^ AP )/2, 6 QPY = (^ QY + ^ BP )/2. Íî (^ AP− ^
BP )/2 = 6 PBA − 6 PAB = 6 QPX − 6 QPY , ñëåäîâàòåëüíî äóãè QX è QY ðàâíû. Äðóãèå ñëó÷àè
ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Ðèñ.8.4

8.5. (Â.Ãóðîâèö, Á.Ôðåíêèí) Ñóùåñòâóåò ëè âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, ó êîòîðîãî êàæäàÿ ñòî-
ðîíà ðàâíà êàêîé-íèáóäü äèàãîíàëè, à êàæäàÿ äèàãîíàëü � êàêîé-íèáóäü ñòîðîíå?

Ðåøåíèå. Îòâåò: íåò. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, è ïóñòü AB � íàèáîëüøàÿ ñòîðîíà ìíîãîóãîëü-
íèêà, CD � íàèìåíüøàÿ äèàãîíàëü (AB è CD ìîãóò èìåòü îäèí îáùèé êîíåö), E � âåðøèíà,
ëåæàùàÿ îò CD ïî äðóãóþ ñòîðîíó, ÷åì A è B (ðèñ.8.5). Òîãäà, òàê êàê AE ≤ AB è BE ≤ AB,
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6 AEB ≥ 60◦. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê CE ≥ CD è DE ≥ CD, 6 CED ≤ 60◦. Íî 6 CED > 6 AEB �
ïðîòèâîðå÷èå.
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Ðèñ.8.5

8.6. (Ì.Âîë÷êåâè÷) Äàí òðåóãîëüíèê ABC è òî÷êà P âíóòðè íåãî. A′, B′, C ′ � ïðîåêöèè P íà
ïðÿìûå BC, CA, AB. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà A′B′C ′,
ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC.

Ðåøåíèå. Ïóñòü A1, B1, C1 � òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå P îòíîñèòåëüíî BC, CA, AB. Òàê êàê
CA1 = CP = CB1, ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó A1B1 ñîâïàäàåò ñ áèññåêòðèñîé óãëà
A1CB1. Òàê êàê 6 A1CB1 = 2 6 ACB, ýòà áèññåêòðèñà ïðîõîäèò âíóòðè óãëà ACB (ðèñ.8.6). Àíàëî-
ãè÷íî, ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê îòðåçêàì A1C1 è B1C1 ïðîõîäÿò âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùèõ
óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC. Ñëåäîâàòåëüíî, öåíòð Q îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà
A1B1C1, ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC. Òàê êàê òðåóãîëüíèê A′B′C ′ ïîëó÷àåòñÿ èç òðåóãîëü-
íèêà A1B1C1 ãîìîòåòèåé ñ öåíòðîì P è êîýôôèöèåíòîì 1

2 , öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî
A′B′C ′, ñîâïàäàåò ñ ñåðåäèíîé îòðåçêà PQ è, çíà÷èò, ëåæèò âíóòðè ABC.
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Ðèñ.8.6
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9 êëàññ

9.1. (Â.Ïðîòàñîâ) Äàíà îêðóæíîñòü ðàäèóñà R. Äâå äðóãèå îêðóæíîñòè, ñóììà ðàäèóñîâ êîòîðûõ
òàêæå ðàâíà R, êàñàþòñÿ åå èçíóòðè. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè êàñàíèÿ, ïðîõîäèò
÷åðåç îäíó èç îáùèõ òî÷åê ýòèõ îêðóæíîñòåé.

Ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð âíåøíåé îêðóæíîñòè, O1, O2 � öåíòðû âíóòðåííèõ, A, B � òî÷êè
êàñàíèÿ. Ïðîâåäåì ÷åðåç O1 ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ OB, à ÷åðåç O2 ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ OA. Ïî
òåîðåìå Ôàëåñà ýòè ïðÿìûå ïåðåñåêóòñÿ â òî÷êå C, ëåæàùåé íà îòðåçêå AB. Ïðè ýòîì O1C = O1A
è O2C = O2B, òàê ÷òî òî÷êà C ïðèíàäëåæèò îáåèì âíóòðåííèì îêðóæíîñòÿì (ðèñ.9.1).
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Ðèñ.9.1

9.2. (Â.Ïðîòàñîâ) Äàíà îêðóæíîñòü, òî÷êà A íà íåé è òî÷êà M âíóòðè íåå. Ðàññìàòðèâàþòñÿ
õîðäû BC, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç M . Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí
âñåõ òðåóãîëüíèêîâ ABC, êàñàþòñÿ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð äàííîé îêðóæíîñòè, O′ � öåíòð îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ñåðåäèíû ñòîðîí ABC, P � öåíòð òÿæåñòè ABC. Ïîñêîëüêó âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåõîäÿò
â ñåðåäèíû åãî ñòîðîí ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì P è êîýôôèöèåíòîì − 1

2 , P ëåæèò íà îòðåçêå OO′

è äåëèò åãî â îòíîøåíèè 2 : 1. Êðîìå òîãî, òàê êàê ìíîæåñòâî ñåðåäèí õîðä, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
M , � ýòî îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì OM , ìíîæåñòâî öåíòðîâ òÿæåñòè òðåóãîëüíèêîâ ABC � òîæå
îêðóæíîñòü, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç íåå ãîìîòåòèåé ñ öåíòðîì A è êîýôôèöèåíòîì 2

3 . Çíà÷èò, ìíîæåñòâî
òî÷åê O′ � òîæå îêðóæíîñòü (ðèñ.9.2).

�

� �

�

� �

�

�

Ðèñ.9.2
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Ïîñêîëüêó ðàäèóñû âñåõ îêðóæíîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí ABC, ðàâíû ïîëîâèíå
ðàäèóñà äàííîé îêðóæíîñòè, âñå ýòè îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ äâóõ îêðóæíîñòåé, êîíöåíòðè÷íûõ ñ
îêðóæíîñòüþ, íà êîòîðîé ëåæàò òî÷êè O′ (åñëè òî÷êà M ñîâïàäàåò ñ O, îäíà èç ýòèõ îêðóæíîñòåé
âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó).

9.3. (À.Àêîïÿí) Òðåóãîëüíèêè ABC è A1B1C1 ïîäîáíû è ïî-ðàçíîìó îðèåíòèðîâàíû. Íà îòðåçêå
AA1 âçÿòà òî÷êà A′, òàêàÿ ÷òî AA′/A1A

′ = BC/B1C1. Àíàëîãè÷íî ñòðîèì B′ è C ′. Äîêàæèòå, ÷òî
A′, B′ è C ′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ðåøåíèå. Ïîäîáèå, ïåðåâîäÿùåå ABC â A1B1C1, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê êîìïîçèöèþ ñèììåò-
ðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l è ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì â íåêîòîðîé òî÷êå, ëåæàùåé íà l, è êîýôôèöè-
åíòîì k, ðàâíûì îòíîøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî îòðåçêè AA1,
BB1, CC1 äåëÿòñÿ l â îòíîøåíèè, ðàâíîì k, ò.å. òî÷êè A′, B′, C ′ ëåæàò íà l.

9.4. (Ñ.Ìàðêåëîâ) Â íåâûïóêëîì øåñòèóãîëüíèêå êàæäûé óãîë ðàâåí ëèáî 90, ëèáî 270 ãðàäóñîâ.
Âåðíî ëè, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äëèíàõ ñòîðîí åãî ìîæíî ðàçðåçàòü íà äâà ïîäîáíûõ åìó è íåðàâíûõ
ìåæäó ñîáîé øåñòèóãîëüíèêà?

Ðåøåíèå. Ïóñòü t � êîðåíü óðàâíåíèÿ t4+t2 = 1. Âîçüìåì øåñòèóãîëüíèê ABCDEF , â êîòîðîì
AB : BC = BC : CD = CD : AF = AF : FE = FE : ED = 1

t , è ðàçðåæåì åãî, êàê íà ðèñ.9.4. Òîãäà
ïîëó÷èâøèåñÿ øåñòèóãîëüíèêè ïîäîáíû ABCDEF ñ êîýôôèöèåíòàìè t è t2.
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Ðèñ.9.4

9.5. (À.Çàñëàâñêèé) Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè è òî÷êó ïåðåñå÷å-
íèÿ âûñîò íåðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ABC, äåëèò åãî ïåðèìåòð è ïëîùàäü â îäíîì è òîì æå
îòíîøåíèè. Íàéäèòå ýòî îòíîøåíèå.

Ðåøåíèå. Îòâåò: 1 : 1.
Ïðåæäå âñåãî äîêàæåì, ÷òî ïðÿìàÿ äåëèò ïåðèìåòð è ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà â îäíîì îòíîøåíèè

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AC, BC â òî÷êàõ X, Y , à áèññåêòðèñó óãëà C â òî÷êå J ; d1 � ðàññòîÿíèå
îò J äî ñòîðîíû AB, d2 � ðàññòîÿíèå îò J äî äâóõ äðóãèõ ñòîðîí. Òîãäà 2SCXY = (CX + CY )d2,
2SAXY B = (AX + BY )d2 + AB · d1, è îòíîøåíèÿ ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà d2 = d1, ò.å. J �
öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Ïóñòü òåïåðü öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè O, öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè I è îðòîöåíòð H
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ýòà ïðÿìàÿ ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé âåðøèíû òðåóãîëüíèêà. Ïóñòü îíà
íå ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû A è B. Òàê êàê AI, BI � áèññåêòðèñû óãëîâ HAO, HBO, ïîëó÷à-
åì, ÷òî AH/AO = HI/IO = BH/BO. Òàê êàê AO = BO, òî AH = BH, ò.å. òðåóãîëüíèê ABC
ðàâíîáåäðåííûé è èñêîìîå îòíîøåíèå ðàâíî 1 : 1.

9.6. (ß.Ãàíèí, F.Rideau) Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. A′, B′, C ′, D′ � îðòîöåíòðû
òðåóãîëüíèêîâ BCD, CDA, DAB, ABC. Äîêàæèòå, ÷òî â ÷åòûðåõóãîëüíèêàõ ABCD è A′B′C ′D′

ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãîíàëè äåëÿòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ â îäíîì è òîì æå îòíîøåíèè.
Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ïóñòü KLMN � âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê; òî÷êè X, Y äåëÿò îòðåçêè KL è NM â îòíîøåíèè

α; òî÷êè U , V äåëÿò â îòðåçêè LM è KN â îòíîøåíèè β. Òîãäà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ XY è
UV äåëèò ïåðâûé èç íèõ â îòíîøåíèè β, à âòîðîé â îòíîøåíèè α (ðèñ.9.6)
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Ðèñ.9.6

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü ìåòîäîì ìàññ.
Ïóñòü òåïåðü A1, B1, C1, D1 � öåíòðû òÿæåñòè òðåóãîëüíèêîâ BCD, CDA, DAB, ABC; A2,

B2, C2, D2 � öåíòðû îïèñàííûõ îêîëî íèõ îêðóæíîñòåé. ×åòûðåõóãîëüíèê A1B1C1D1 ãîìîòåòè÷åí
÷åòûðåõóãîëüíèêó ABCD îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà òÿæåñòè ñ êîýôôèöèåíòîì − 1

3 . Ñëåäîâàòåëüíî,
ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãîíàëè ýòèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ äåëÿòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ â îäèíàêîâûõ
îòíîøåíèÿõ. Äîêàæåì, ÷òî â òåõ æå îòíîøåíèÿõ äåëÿò äðóã äðóãà äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà
A2B2C2D2.

Ïóñòü P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD. Òîãäà

AP

CP
=

AP

BP

BP

CP
=

sin 6 ABD sin 6 ACB

sin 6 BAC sin 6 CBD
.

Ïîñêîëüêó ñòîðîíû è äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà A2B2C2D2 ïåðïåíäèêóëÿðíû ñòîðîíàì è
äèàãîíàëÿì ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD (íàïðèìåð, òî÷êè A2, B2 ëåæàò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêó-
ëÿðå ê CD), â òàêîì æå îòíîøåíèè äåëèòñÿ è äèàãîíàëü A2C2.

Ïóñòü òåïåðü P1, P2 � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ A1B1C1D1, A2B2C2D2;
P ′ � òî÷êà íà îòðåçêå A′C ′, äåëÿùàÿ åãî â îòíîøåíèè A2P2/P2C2. Òàê êàê òî÷êè A1, C1 ëåæàò íà
îòðåçêàõ A′A2, C ′C2 è äåëÿò èõ â îòíîøåíèè 2 : 1, èç ñôîðìóëèðîâàííîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò,
÷òî òî÷êà P1 òàêæå äåëèò îòðåçîê P ′P2 â îòíîøåíèè 2 : 1. Ðàññìîòðåâ àíàëîãè÷íóþ òî÷êó íà
îòðåçêå B′D′, ïîëó÷èì òîò æå ðåçóëüòàò. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî P ′ � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé
÷åòûðåõóãîëüíèêà A′B′C ′D′, ïðè÷åì äèàãîíàëè äåëÿòñÿ ýòîé òî÷êîé â òîì æå îòíîøåíèè, ÷òî è â
÷åòûðåõóãîëüíèêàõ A1B1C1D1, A2B2C2D2 è ABCD.
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10 êëàññ

10.1. (Hiacinthos) Ïÿòü ïðÿìûõ ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ
ïÿòèçâåííàÿ ëîìàíàÿ, âåðøèíû è ñåðåäèíû çâåíüåâ êîòîðîé ëåæàò íà ýòèõ ïðÿìûõ, ïðè÷åì íà
êàæäîé ïðÿìîé ëåæèò ðîâíî ïî îäíîé âåðøèíå.

Ðåøåíèå. Ïóñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ. Âîçüìåì íà ïðÿìîé l1 òî÷êó A1 è íàéäåì íà
l3 òàêóþ òî÷êó A2, ÷òî ñåðåäèíà B îòðåçêà A1A2 ëåæèò íà ïðÿìîé l2 (ðèñ.10.1). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó
ñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêàì OA1B è OA2B, ïîëó÷àåì, ÷òî OA2

OA1
= sin 6 A1OB

sin 6 A2OB
.

� �

� �

� �

�

� �

�

� �

Ðèñ.10.1

Àíàëîãè÷íî ïî òî÷êå A2 ïîñòðîèì íà ïðÿìîé l5 òàêóþ òî÷êó A3, ÷òî ñåðåäèíà A2A3 ëåæèò íà
l4 è ò.ä. Ïåðåìíîæèâ ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî A6 ñîâïàäàåò ñ A1.

10.2. (À.Çàñëàâñêèé) Ïðîåêöèè òî÷êè X íà ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè. Y � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ X îòíîñèòåëüíî öåíòðà ýòîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî
ïðîåêöèè òî÷êè B íà ïðÿìûå AX, XC, CY , Y A òàêæå ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà X ëåæèò âíóòðè ABCD, îñòàëüíûå ðàçáèðàþòñÿ àíàëî-
ãè÷íî. Ïóñòü K, L, M , N � ïðîåêöèè X íà AB, BC, CD, DA; K ′, L′, M ′, N ′ � òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå
X îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïðÿìûõ. Òàê êàê K, L, M , N ëåæàò íà îêðóæíîñòè, K ′, L′, M ′, N ′ òàêæå
ëåæàò íà îêðóæíîñòè. Òàê êàê BK ′ = BX = BL′, ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó K ′L′ ïðîõî-
äèò ÷åðåç B è ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà K ′BL′, ò.å. ñèììåòðè÷åí BX îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû
óãëà B. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòûðå ïðÿìûå, ñèììåòðè÷íûå ïðÿìûì, ñîåäèíÿþùèì X ñ âåðøèíàìè
ABCD, îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñ ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå X ′, ÿâëþ-
ùåéñÿ öåíòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà K ′L′M ′N ′. Ïðè ýòîì öåíòðîì îêðóæíîñòè
KLMN áóäåò ñåðåäèíà XX ′, è çíà÷èò, X ′ ñîâïàäàåò ñ Y . Äàëåå, òàê êàê ÷åòûðåõóãîëüíèêè XKBL,
XLCM , XMDN , XNAK âïèñàííûå, 6 AXB + 6 CXD = 6 KXA + 6 KXB + 6 CXM + 6 DXM =
6 KNA + 6 BLK + 6 CLM + 6 MND = (π − 6 KLM) + (π − 6 MNK) = π. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðÿ-
ìûå XB è DX ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà AXC. Àíàëîãè÷íî, ïðÿìûå Y B è DY
ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà AY C. Êðîìå òîãî, êàê óæå áûëî ïîêàçàíî, ñîâïàäà-
þò áèññåêòðèñû óãëîâ BAD è XAY , BCD è XCY . Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìûå, ñèììåòðè÷íûå BA,
BX, BC, BY , îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñ ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ AXCY , ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D.
Îòñþäà, ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî íà÷àëó ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå çàäà÷è (ðèñ.10.2).
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Ðèñ.10.2

10.3. (Ï.Êîæåâíèêîâ) Äàíà îêðóæíîñòü è òî÷êà P âíóòðè íåå, îòëè÷íàÿ îò öåíòðà. Ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ïàðû îêðóæíîñòåé, êàñàþùèåñÿ äàííîé èçíóòðè è äðóã äðóãà â òî÷êå P . Íàéäèòå ãåîìåò-
ðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îáùèõ âíåøíèõ êàñàòåëüíûõ ê ýòèì îêðóæíîñòÿì.

Ðåøåíèå. Ïóñòü X � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ. Ïðîâåäåì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì X è
ðàäèóñîì XP è ðàññìîòðèì èíâåðñèþ îòíîñèòåëüíî íåå. Ïðè ýòîé èíâåðñèè îêðóæíîñòè, êàñàþùè-
åñÿ â òî÷êå P , ïåðåéäóò äðóã â äðóãà, òàê êàê îíè êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè èíâåðñèè è äâóõ ïðÿìûõ,
ïåðåõîäÿùèõ â ñåáÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíàÿ îêðóæíîñòü ïåðåéäåò â ñåáÿ. Çíà÷èò, îêðóæíîñòü èí-
âåðñèè îðòîãîíàëüíà èñõîäíîé, ò.å. êàñàòåëüíàÿ èç X ê èñõîäíîé îêðóæíîñòè ðàâíà XP è X ëåæèò
íà ðàäèêàëüíîé îñè òî÷êè P è èñõîäíîé îêðóæíîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà ðàäèêàëüíîé îñè
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òàêèì îáðàçîì, ò.å èñêîìîå ÃÌÒ ñîâïàäàåò ñ ðàäèêàëüíîé îñüþ òî÷êè P è
èñõîäíîé îêðóæíîñòè.

10.4. (À.Çàñëàâñêèé) Ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ABC, âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò åãî
îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A1, B1, C1. Ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç A, B, C è ïàðàëëåëüíûå
ïðîòèâîïîëîæíûì ñòîðîíàì, ïåðåñåêàþò åå æå â òî÷êàõ A2, B2, C2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå A1A2,
B1B2, C1C2 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Ðåøåíèå (Ì.Èëþõèíà). Ïóñòü A′ � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè
ω â òî÷êàõ B è C (àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì òî÷êè B′ è C ′). Òîãäà, êàê èçâåñòíî, ïðÿìàÿ AA′ ÿâëÿåòñÿ
ñèìåäèàíîé òðåóãîëüíèêà ABC (òî åñòü ïðÿìîé, ñèììåòðè÷íîé AA1 îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà
A). Ïóñòü ïðÿìàÿ AA′ âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ω â òî÷êå A0. Òîãäà 6 A1AB = 6 A0AC, îòêóäà äóãè BA1

è CA0 ðàâíû.
Òàê êàê òðåóãîëüíèê A′BC ðàâíîáåäðåííûé, à ω � åãî âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü, òî îíè ñèììåò-

ðè÷íû îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû ` óãëà BA′C. Èç ðàâåíñòâà äóã ñëåäóåò, ÷òî ïðè ýòîé ñèììåòðèè
òî÷êè A1 è A0 ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà. Çàìåòèì, ÷òî ` � ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê BC, ïî-
ýòîìó A ïðè ýòîé ñèììåòðèè ïåðåõîäèò â A2 (ðèñ.10.4), à, ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ A1A2 ïåðåõîäèò
â ïðÿìóþ AA′. Ïîýòîìó, òàê êàê ïðÿìûå AA′, BB′, CC ′ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå L êàê ñèìå-
äèàíû òðåóãîëüíèêà ABC, òî ïðÿìûå A1A2, B1B2, C1C2 òàêæå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, èçîãîíàëüíî
ñîïðÿæåííîé L îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà A′B′C ′.

Ñëó÷àé, êîãäà îäíîé èç òî÷åê A′, B′, C ′ íå ñóùåñòâóåò, àíàëîãè÷åí.
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Ðèñ.10.4

10.5. (Ñ.Ìàðêåëîâ) Ìîæåò ëè ðàçâåðòêà òåòðàýäðà îêàçàòüñÿ òðåóãîëüíèêîì ñî ñòîðîíàìè 3, 4 è
5 (òåòðàýäð ìîæíî ðåçàòü òîëüêî ïî ðåáðàì)?

Ðåøåíèå. Îòâåò: äà. Íàïðèìåð, ìîæíî ñêëåèòü òåòðàýäð èç ðàçâåðòêè, ïîêàçàííîé íà ðèñ.10.5
(ìåíüøèé êàòåò ðàçäåëåí íà òðè ðàâíûå ÷àñòè, à ãèïîòåíóçà â îòíîøåíèè 4 : 1). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,
÷òî êàæäûé èç òðåõ óãëîâ, íà êîòîðûå äåëèòñÿ ìåíüøèé óãîë òðåóãîëüíèêà, ìåíüøå ñóììû äâóõ
äðóãèõ; ñëåäîâàòåëüíî, èç òàêîé ðàçâåðòêè, äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ñêëåèòü òåòðàýäð.

Ðèñ.10.5

10.6. (À.Çàñëàâñêèé) Íà äîñêå áûë íàðèñîâàí ÷åòûðåõóãîëüíèê, â êîòîðûé ìîæíî âïèñàòü è
îêîëî êîòîðîãî ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü. Â íåì îòìåòèëè öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé è òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí, ïîñëå ÷åãî ñàì ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê ñòåðëè. Âîññòàíîâèòå åãî ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè.

Ðåøåíèå. Ïîñòðîåíèå îñíîâàíî íà äâóõ ëåììàõ.
1. Äèàãîíàëè âñåõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ, âïèñàííûõ â äàííóþ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O è îïèñàí-

íûõ îêîëî äàííîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì I, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé è òîé æå òî÷êå L, ëåæàùåé íà
ïðîäîëæåíèè îòðåçêà OI çà òî÷êó I.

2. Öåíòð âïèñàííîé â ÷åòûðåõóãîëüíèê îêðóæíîñòè ëåæèò íà ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé ñåðåäèíû
åãî äèàãîíàëåé (Òåîðåìà Ìîíæà).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ëþáîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå òî÷êà M ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ
ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí, äåëèò ïîïîëàì îòðåçîê ìåæäó ñåðåäèíàìè äèàãîíàëåé.

Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ñåðåäèíû äèàãîíàëåé èñêîìîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ëåæàò íà îêðóæíîñòè
ñ äèàìåòðîì OL. Îòñþäà è èç ëåììû 2 ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà M ëåæèò íà îêðóæíîñòè, äèàìåòðàëüíî
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ïðîòèâîïîëîæíûìè òî÷êàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ I è ñåðåäèíà OL. Ïîýòîìó, ïðîâåäÿ ÷åðåç M ïðÿìóþ,
ïåðïåíäèêóëÿðíóþ IM , è íàéäÿ òî÷êó åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ OI, ìû ïîëó÷èì ñåðåäèíó OL, à çíà÷èò, è
ñàìó òî÷êó L. Äàëåå, ïîñòðîèâ îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì OL è íàéäÿ åå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé
MI, ïîëó÷èì ñåðåäèíû äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Êðîìå òîãî, ðàññìîòðåâ ÷åòûðåõóãîëüíèê,
äâå âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàò íà ïðÿìîé OI, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ òðåòüåé âåðøèíû X
XI � áèññåêòðèñà óãëà OXL (ðèñ.10.6). Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü âîññòàíîâèòü îïèñàííóþ îêðóæíîñòü
÷åòûðåõóãîëüíèêà è íàéòè åãî âåðøèíû, êàê òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè ñ äèàãîíàëÿìè.
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Ðèñ.10.6
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