
        Окружности шести точек прямоугольного треугольника

1.  Точки  касания  вписанной  и  вневписанных  окружностей  
прямоугольного  треугольника  с  его  сторонами  и  
продолжениями  сторон,  образующие  ортоцентрические  
четверки.

Перейдем  теперь  к  рассмотрению  ортоцентров  треугольников  с 
вершинами  в  точках  касания  вписанной  и  вневписанных 
окружностей  прямоугольного  треугольника  с  его  сторонами  и 
продолжениями сторон.

Определение. Назовем четверку точек ортоцентрической, если 
любая  из  них  служит  ортоцентром треугольника  с  вершинами в 
оставшихся трех точках.

Теорема    1  .    Следующие четверки точек касания вписанной и 
вневписанных  окружностей  прямоугольного  треугольника  с  его 
сторонами и продолжениями сторон являются ортоцентрическими:

AI, Ab, Bb, BI; BI, Ba, Aa, AI; Aa, Ab, Bc, BI; Bb, Ba, Ac, AI; Ab, Ac, 
Bc, Bb; Ba, Bc, Ac, Aa.

�  В треугольнике AIAbBb высоты BbC и AbAH пересекаются в 
точке BI (рис.1), в треугольнике AaAbBc высоты ВсС и AbK  также 
пересекаются в точке BI и, наконец, в треугольнике AbAcBc  высоты 
ВсС и АсНа пересекаются в точке Bb (см. предложение 3 в [1]). Для 
оставшихся  трех  треугольников  BIBaAс,  BbBaAa,  BbBaAc,  BaBcAc 

доказательство  совершенно аналогично приведенному выше. �



       Рис.1



Обозначим  через  X  и  Y  точки  пересечения  прямой  СН  с 
прямыми AICI и BICI  cоответственно.

Предложение  1.  Точки  X  и  Y  лежат  соответственно  на 
прямых АаСс и  ВbСс и  совпадают с  ортоцентрами треугольников 
АаВаСа и АbBbCb.

�  Рассмотрим треугольник CbCIHI (рис.2). Поскольку HIH    
CbCI и CIAH     CbHI, то ортоцентр треугольника CbCIHI совпадает с 
точкой пересечения прямых СН и BICI, т.е. с Y. Тогда CbY     CIHI, 
но CIHI     AIBI (HI - ортоцентр треугольника AIBICI), поэтому CbY 
 AIBI  АсВс.

                               

                                                 Рис.2
С другой стороны, так как AbAН     CbBb и CcBb     AbCb (по 

теореме 2 из [1]  Bb - ортоцентр треугольника AbAcBc), то ортоцентр 
Р  треугольника  AbBbCb совпадает  с  точкой  пересечения  прямых 
AbCI и ВbСс. Тогда CbP     AbBb, но AbBb     AcBc, поскольку Bb - 



ортоцентр треугольника AbAcBc. Отсюда следует, что CbP  AcBc и, 
таким  образом,  точка  Р  лежит  на  прямой,  проходящей  через  Cb 

параллельно АсВс.
Итак, точка Р совпадает с точкой пересечения прямой AbCI = 

BICI с прямой, проходящей через Cb параллельно АсВс. Вспомнив, 
что точка Y также лежит на прямой BICI и  прямой,  проходящей 
через Cb параллельно АсВс, получим, что точки Р и Y совпадают. Но 
точка Р лежит на прямой BbCc как ортоцентр треугольника AbBbCb, 
поэтому совпадающая с Р точка Y лежит на BbCc.

Обозначим через Х′  точку пересечения прямых АаСс и СН и 
рассмотрим треугольник СсYX′ . Поскольку СсH    YX′  и  YCI 

  CcX′ ,  то CI -  ортоцентр треугольника CcYX′ ,  т.е.  Х′ CI    
CcY, но XCI также перпендикулярна CcY, так как Х лежит на  AICI, а 
AICI     BIAa и BIAa  BbCc.

Отсюда  следует,  что  Х′  лежит  на  прямой  AICI,  и,  таким 
образом, точки Х′  и Х совпадают. �

Следствие 1.  Ортоцентры двух треугольников с вершинами в 
точках  касания  каждой  из  двух  вневписанных  окружностей 
прямоугольного треугольника с  одним из катетов,  продолжением 
другого  катета  и  продолжением  гипотенузы,  лежат  на  прямой, 
содержащей высоту этого прямоугольного треугольника.

Из предложений 1, 3 из [1]  и следствия 1 сразу же вытекает

Теорема 2.  Ортоцентры четырех треугольников с вершинами 
в точках касания соответственно вписанной и трех вневписанных 
окружностей  прямоугольного  треугольника  с  его  сторонами  и 
продолжениями сторон лежат на прямой, содержащей высоту этого 
прямоугольного треугольника.

В  дальнейшем будем  обозначать  ортоцентры треугольников 
АаВаСа и AbBbCb через На и Hb соответственно, а основания высот 
треугольника АсВсНс, опущенных из вершин Ас и Вс - через А1 и В1.

2. Окружности Эйлера некоторых треугольников, связанных с  
прямоугольным  треугольником,  и  средняя  линия  этого  
прямоугольного треугольника.

Предложение  2.  Центры  окружностей  Эйлера  двух 
треугольников  с  вершинами  в  точках  касания  каждой  из  двух 



вневписанных окружностей прямоугольного треугольника с одним 
из  катетов,  продолжением  другого  катета  и  продолжением 
гипотенузы лежат на прямой, содержащей среднюю линию этого 
треугольника, параллельную его гипотенузе.
�  Обозначим  через  В1 основание  высоты  треугольника  АаВаСа, 
опущенной из  вершины Аа (рис.3).  Поскольку  СсАа     ВаСа,  а 
∠В1АсСс =  45°,  то  прямоугольный  треугольник  АсВ1Сс является 
равнобедренным  и  его  вершина  В1 лежит  на  серединном 
перпендикуляре  МВ  отрезка  АсСс,  совпадающем  с  биссектрисой 
внешнего угла при вершине В прямоугольного треугольника АВС. 
Отсюда вытекает, что центр вневписанной окружности Ia лежит на 
прямой ВВ1.
    С другой стороны, точка Ia лежит на биссектрисе АI  угла ВАС, 
которая проходит через  основание ВН высоты ВIВН треугольника 
AIBICI (см.  доказательство  предложения  2  из  [1]).  Ортоцентр  На 

треугольника АаВаСа совпадает с точкой пересечения отрезков СсВ1 

и AICI, поэтому ВНIa  НаВ1 как перпендикуляры к одной и той же 
прямой ВаСа и НаAI  B1Ia как перпендикуляры к биссектрисе BI.

                                            Рис. 3
Так как Ia - центр описанной окружности треугольника АаВаСа, 

а На - его ортоцентр, то центром окружности Эйлера треугольника 



АаВаСа является  середина  отрезка  IaНа,  которая  совпадает  с 
серединой отрезка ВНВ1.  Но согласно предложениям 2 и 5 из [1] 
точки  ВН и  В1 лежат  на  прямой,  содержащей  среднюю  линию 
треугольника АВС, параллельную его гипотенузе (напомним, что 
В1 совпадает  с  основанием  высоты  треугольника  АсВсНс, 
опущенной из  вершины Вс в  силу того,  что  точки Вс,  Сс,  На,  Аа 

лежат на одной прямой), поэтому и середина Sа отрезка ВНВ1 лежит 
на  этой  же  прямой.  Для  треугольника  AbBbCb доказательство 
аналогично. �

Из следствий 1 и 2 из [1] и предложения 2 вытекает

Теорема  3.  Центры  окружностей  Эйлера  четырех 
треугольников  с  вершинами  в  точках  касания  соответственно 
вписанной  и  трех  вневписанных  окружностей  прямоугольного 
треугольника с его сторонами и продолжениями сторон лежат на 
прямой,  содержащей  среднюю  линию  этого  прямоугольного 
треугольника, параллельную его гипотенузе.

Предложение  3.  Расстояние  между  центрами  окружностей 
Эйлера двух треугольников с вершинами в точках касания каждой 
из двух вневписанных окружностей прямоугольного треугольника 
с одним из катетов, продолжением другого катета и продолжением 
гипотенузы  равно  полусумме  катетов  этого  прямоугольного 
треугольника.

�  Обозначим  через  К  и  N  середины  катетов  АС  и  ВС 
треугольника  АВС  (рис.3).  Так  как  NВ1  ВСа,  то  ∠NВ1В  = 
∠В1ВСа = ∠NВВ1 и в треугольнике NВ1В имеем NB1 = NB = a/2.

Учитывая  то,  что  ∠АаВНАI =  90°,  a  N  -  середина  АаАI, 
получим, что NBH = 1/2AaAI = 1/2(BC - BAa - CAI) = 1/2(a - 2r) = a/2 - 
r. Аналогично КАН = b/2 - r, поэтому NAH = KN - KAH = c/2 - (b/2 - r) 
= r + (c - b)/2 = p - c + (c - b)/2 = (a + b - c)/2 + (c - b)/2 = a/2.

Точно  так  же  выводится,  что  и  КВН =  b/2  =  КА1.  Отсюда 
следует, что В1АН = В1N+ NAH = a/2 + a/2 = a и А1ВН = А1К + КВН = 
b/2 + b/2 = b.

Окончательно  находим,  что  расстояние  между  центрами 
окружностей  Эйлера  треугольников  АаВаСа и  AbBbCb, 
совпадающими  c  серединами  отрезков  В1ВH и  А1АН (см. 



доказательство  предложения  3),  равно  SaBH +  BHAH +  AHSb = 
1/2B1BH  + 1/2A1AH + BHAH = 1/2(B1AH - AHBH) + 1/2(A1BH - AHBH) + 
AHBH = 1/2(B1AH + A1BH) = 1/2(a + b). �

     Упражнение  1.  Докажите,  что  длина  отрезка  АНВН равна 
радиусу вписанной окружности треугольника АВС.

Следствие  2.  Расстояние  между  центрами  окружностей 
Эйлера двух треугольников с вершинами в точках касания каждой 
из двух вневписанных окружностей прямоугольного треугольника 
с одним из катетов, продолжением другого катета и продолжением 
гипотенузы   равно  сумме  радиусов  описанной  и  вписанной 
окружностей этого прямоугольного треугольника.

�  Согласно предложению 3 данное расстояние равно 1/2(AC + 
BC) = 1/2(ABI + BIC + CAI + AI B) = 1/2(ACI + CIB + 2r) = 1/2(AB + 
2r) = 1/2(2R + 2r) = R + r. �
                                  
 
   3  . Окружности шести точек прямоугольного треугольника.  

Теорема  4.  Точка  касания  AI вписанной  окружности 
прямоугольного треугольника АВС с его катетом ВС, точка касания 
Аа его  вневписанной  окружности  с  катетом  ВС,  внешняя  и 
внутренняя  точки  Фейербаха  Fa и  F  того  же  треугольника, 
ортоцентры НI и На треугольников AIBICI и АаВаСа лежат на одной 
окружности Sa. 

Точка  касания  ВI вписанной  окружности  прямоугольного 
треугольника  АВС  с  его  катетом  АС,  точка  касания  Bb его 
вневписанной  окружности  с  катетом  АС,  внешняя  и  внутренняя 
точки Фейербаха Fb и F, ортоцентры HI и Hb треугольников AIBICI и 
AbBbCb также лежат на одной окружности Sb.

�  Так  как  прямая  BIAa параллельна  биссектрисе  угла  АВС 
прямоугольного  треугольника  АВС  (рис.4),  то  ∠HIAaAI =  β/2.  С 
другой стороны, учитывая то, что согласно предложению 1 из [1] 
ортоцентр HI треугольника  AIBICI лежит на высоте СН, получим, 
что ∠HIHaAI = ∠CIBI = β/2(HIH     CIB, AIHa     BI).



Таким образом, ∠HIHaAI = ∠HIAaAI, откуда следует, что точки 
AI,  HI,  Ha,  Aa лежат на одной окружности Sa.  Аналогично можно 
показать, что и точки BI, HI, Hb, Bb лежат на одной окружности Sb. 

Обозначим  теперь  через  Р  вторую  точку  пересечения 
окружностей Sa и  Sb. Тогда ∠BIPHI = ∠BIBbHI = α/2 как вписанные 
углы,  опирающиеся на одну и ту же дугу BIHI окружности Sb,  а 
∠НIРАI =  ∠HIAaAI =   β/2  как  вписанные  углы,  опирающиеся  на 
одну и ту же дугу НIAI окружности Sa, поэтому ∠BIPAI = ∠BIPHI + 
∠HIPAI =  ∠BIBbHI +∠HIAaAI = α/2 +β/2 = (α + β)/2 = 90°/2 = 45° = 
∠BICIAI, т.е.  ∠BIPAI = ∠BICIAI. Последнее равенство означает, что 
точка  Р  лежит  на  описанной  окружности  треугольника  AIBICI, 
совпадающей с вписанной окружностью треугольника АВС.

                                                       Рис. 4 
Поскольку прямые BbAI и AaBI  параллельны соответственно 

биссектрисам  углов  А  и  В  треугольника  АВС,  то  ∠BIHIBb = 
∠AIHIAa = 45°. Теперь мы можем найти угол BbPAa, учитывая то, 
что Р - общая точка окружностей Sa, Sb  и вписанной окружности 
треугольника АВС:

∠BbPAa =  ∠BbPBI   +  ∠BIPAI +  ∠AIPAa =  ∠BbHIBI +  ∠BICIAI + 
AIHIAa = 45° + 45° + 45° = 135°.

Таким образом, ∠BbPAa = ∠BbCcAa, откуда следует, что точка 
Р лежит на описанной окружности треугольника BbCcAa. Но, как мы 
уже  знаем  (см.  теорему  2  из  [2]),  описанная  окружность 
треугольника BbCcAa является одной из окружностей восьми точек 
прямоугольного треугольника АВС.



Эта  окружность  восьми  точек  пересекает  вписанную 
окружность  треугольника  АВС  в  двух  точках:  точке  касания  с 
гипотенузой  CI и  внутренней  точке  Фейербаха  F.  Тогда  точка  Р 
должна совпадать либо с точкой CI, либо с точкой F.

Первая  возможность  исключается,  поскольку  окружность  Sa 

пересекает прямую AICI  в двух точках AI  и На, отличных от CI. 
Таким образом, точка Р совпадает с внутренней точкой Фейербаха 
F треугольника АВС.

Мы получили, что окружность Sa проходит через точки AI, F, 
Aa,  a  окружность  Sb -  через  точки  BI,  F,  Bb.  Но  согласно 
утверждению в самом конце статьи [2]  каждая  из  двух четверок 
точек AI,  F,  Aa,  Fa;  BI,  F,  Bb,  Fb лежит на одной окружности (т.е. 
указанные точки лежат на двух окружностях), поэтому окружность 
Sa  проходит также через точку Fa, а окружность Sb - через точку Fb. 
�

Будем  называть  окружности  Sa и  Sb окружностями  шести 
точек прямоугольного треугольника АВС.

Упражнение  2.  Докажите,  что  описанная  окружность 
прямоугольного  треугольника  с  острыми  углами  30° и  60° 
концентрична  с  одной  из  окружностей  шести  точек  этого 
треугольника.

Следствие 3.  Окружности шести точек Sa и Sb прямоугольного 
треугольника АВС касаются прямой AIBI, проходящей через точки 
касания  AI и  BI вписанной  окружности  с  катетами  ВС  и  АС,  в 
точках AI и BI соответственно.

�  Обозначим центры окружностей Sa и Sb теми же буквами Sa и 
Sb.  Тогда  ∠AISaAa =  2∠AIHIAa =  2  × 45° =  90°,  т.е.  AISaAa - 
равнобедренный прямоугольный треугольник и ∠ SaAIAa = 45°.

Теперь можно найти угол BIAISa:  ∠BIAISa = 180° -  ∠BIAIC - 
∠SaAIAa =  =  180° -  45° -  45° =  90°,  но  это  и  означает,  что 
окружность  Sa касается  прямой  AIBI в  точке  AI.  Аналогично, 
окружность Sb касается прямой AIBI в точке BI. �

Следствие 4.  Прямая, проходящая через внутреннюю точку 
Фейербаха прямоугольного треугольника и ортоцентр треугольника 
с  вершинами  в  точках  касания  вписанной  окружности  этого 



прямоугольного  треугольника  с  его  сторонами,  делит  пополам 
отрезок, концы которого совпадают с точками касания вписанной 
окружности прямоугольного треугольника с его катетами.

�  Поскольку  прямая,  проходящая  через  точки  пересечения 
двух окружностей,  является радикальной осью этих окружностей 
(см. [3]), то она проходит через середину отрезка, концы которого 
совпадают  с  точками  касания  с  этими  окружностями  их  общей 
внешней касательной.

Осталось заметить, что согласно теореме 1 окружности Sa и Sb 

пересекаются  в  точках  HI и  F,  а  согласно  следствию  1  общая 
внешняя касательная окружностей Sa и Sb касается их в точках AI и 
BI. �

Предложение  4.  Пусть  АН и  ВН -  основания  высот 
треугольника AIBICI,  опущенных из вершин AI и BI.  Тогда центр 
описанной окружности треугольника АНСВН совпадает с серединой 
отрезка  AIBI,  а  его  ортоцентр  -  с  ортоцентром  HI треугольника 
AIBICI.

�  Так как ∠AIAHBI = ∠BIBHAI = ∠AICBI = 90°, то точки АН, ВН, 
С лежат на окружности, построенной на AIBI как на диаметре. В 
доказательстве предложения 3  показано, что AHN = NB1 = CN = NB 
=  a/2  (рис.5),  поэтому  четырехугольник  АНСВ1В  является 
прямоугольником и САН   АНВ, но BIBHAHB, откуда BHBI   
CAH. Аналогично АНAI  CBH. �



                                                Рис. 5
Теорема    5  .    Прямая  Эйлера  треугольника,  одна  из  вершин 

которого  совпадает  с  вершиной  прямого  угла  данного 
прямоугольного  треугольника,  а  две  другие  -  с  основаниями 
перпендикуляров,  опущенных  из  этой  вершины  на  биссектрисы 
острых углов этого прямоугольного треугольника, проходит через 
внутреннюю  точку  Фейербаха  данного  прямоугольного 
треугольника.

�  Согласно следствию 4 середина отрезка AIBI, ортоцентр HI 

треугольника  AIBICI и  внутренняя  точка  Фейербаха  F 
прямоугольного  треугольника  АВС  лежат  на  одной  прямой,  но 
согласно  предложению  4  центр  описанной  окружности 
треугольника  АНСВН совпадает  с  серединой  отрезка  AIBI,  а 
ортоцентр - с ортоцентром HI треугольника AIBICI.

Таким образом, прямая, проходящая через середину AIBI и точку 
HI,  является  прямой  Эйлера  треугольника  АНСВН.  Осталось 
показать  то,  что  точки  АН  и  ВН совпадают  с  основаниями 
перпендикуляров, опущенных из вершины С на биссектрисы AI и 
BI треугольника АВС.



Это  следует  из  того,  что  САН   ВАН,  СВН   АВН  (см. 
доказательство предложения 4) и того, что точки АН и ВН лежат на 
биссектрисах  BI  и  AI  треугольника  АВС  (см.  доказательство 
предложения 2 в [1]). �

Следствие    5  .    Описанные  окружности  каждого  из  двух 
прямоугольных  треугольников,  вершины  прямых  углов  которых 
совпадают  с  вершиной  прямого  угла  данного  прямоугольного 
треугольника,  а  вершины  острых  углов  -  с  точками  касания 
вписанной и вневписанной окружностей данного прямоугольного 
треугольника  с  его  катетами,  проходят  через  внутреннюю точку 
Фейербаха данного прямоугольного треугольника.

Поскольку  по  теореме  4 внутренняя  точка  Фейербаха  F 
прямоугольного  треугольника  АВС  лежит  на  окружности  шести 
точек Sa этого прямоугольного треугольника, то ∠AIFAa = ∠AIHIAa 

= 45° (рис.6). Но точка F  лежит также на вписанной окружности 
треугольника АВС, поэтому ∠BIFAI = ∠BICIAI = 45°.

Отсюда получаем, что ∠BIFAa = ∠BIFAI + ∠AIFAa = 45° + 45° 
= 90° и, таким образом, точка F  лежит на описанной окружности 
прямоугольного  треугольника  AaBIC.  Аналогично  доказывается, 
что точка F лежит также на описанной окружности прямоугольного 
треугольника AIBbC. �

Рис. 6



Теорема    6  .    Точки  касания  Ab  и  Ас вневписанных 
окружностей  Ib  и  Ic  прямоугольного  треугольника  АВС  с 
продолжениями его катета ВС, внешние точки Фейербаха Fb и Fc 

того же треугольника, ортоцентры На и Нс треугольников АаВаСа и 
АсВсСс лежат на одной окружности S′ a.

Точки  касания  Ва и  Вс вневписанных  окружностей  Ia и  Ic 

прямоугольного  треугольника  АВС  с  продолжениями  его  катета 
АС,  внешние  точки  Фейербаха  Fa и  Fc,  ортоцентры  Нb и  Нс 

треугольников AbBbCb и АсВсСс также лежат на одной окружности 
S′ b.

Упражнение   3  .    Докажите теорему 6.

Следствие    6  .    Вторая  точка  пересечения  описанных 
окружностей  прямоугольных  треугольников  AbBcC  и  АсВаС 
совпадает  с  внешней  точкой  Фейербаха  Fc прямоугольного 
треугольника АВС (рис.7).

Рис. 7
Упражнение   4  .    Докажите следствие 6.

Следствие    7  .    Вторые  точки  пересечения  описанных 
окружностей прямоугольных треугольников АаВсС и AIВаС, АсBbC 
и AbBIC совпадают соответственно с внешними точками Фейербаха 
Fa и Fb  прямоугольного треугольника АВС (рис.8 и 9).



Упражнение   5  .    Докажите следствие 7.
Следствие    8  .    Окружности  шести  точек  S′ a и  S′ b 

прямоугольного треугольника АВС касаются прямой АсВс в точках 
Ас и Вс соответственно.

Упражнение   6  .    Докажите следствие 8.

Следствие   9  .    Прямая НсFc делит пополам отрезок АсВс.

Упражнение   7  .    Докажите следствие 9.

Рис. 8.

Рис. 9.



Теорема    7  .    Прямая  Эйлера  треугольника,  одна  из  вершин 
которого  совпадает  с  вершиной  прямого  угла  данного 
прямоугольного  треугольника,  а  две  другие  -  с  основаниями 
перпендикуляров,  опущенных  из  этой  вершины  на  биссектрисы 
углов,  смежных  с  острыми  углами  этого  прямоугольного 
треугольника,  проходит  через  ту  внешнюю  точку  Фейербаха 
данного  прямоугольного  треугольника,  которая  лежит  на 
вневписанной окружности, касающейся гипотенузы.

Упражнение 8.  Докажите теорему 7.
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