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Ëèíåéíîñòü 1

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f : R2 → R íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè C, äåëÿùåé

ïðÿìóþ AB â îòíîøåíèè a : b, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî: f(C) =
b

a+ b
f(A) +

a

a+ b
f(B).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f : R2 → R íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè ñóùåñòâóþò a, b, c òàêèå, ÷òî äëÿ
ëþáîé òî÷êè (x, y) ïëîñêîñòè f

(
(x, y)

)
= ax+ by + c.

Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî îáúåêò äâèæåòñÿ ëèíåéíî, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð −→v , ÷òî çà
âðåìÿ t îáúåêò ñäâèãàåòñÿ íà âåêòîð t · −→v .

0. (a) Òî÷êè A è B äâèãàþòñÿ ëèíåéíî. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíà îòðåçêà AB òîæå äâèãàåòñÿ
ëèíåéíî.

(b) Òî÷êà C ëèíåéíî äâèãàåòñÿ ïî ëó÷ó AC. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè, òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC äâèãàþòñÿ ëèíåéíî (òî÷êà B
ïîêîèòñÿ íà ìåñòå).

(c) Òðè ïðÿìûå äâèãàþòñÿ ëèíåéíî. Ñêîëüêî òðåáóåòñÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè, â êîòîðûå îíè äîëæíû
ïåðåñå÷üñÿ â îäíîé òî÷êå, ÷òîáû óòâåðæäàòü, ÷òî îíè âñåãäà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå?

(d) Òî÷êà A ïîêîèòñÿ íà ìåñòå, à òî÷êè B è C äâèãàþòñÿ ëèíåéíî è ïàðàëëåëüíî äðóã äðó-
ãó. Ñêîëüêî òðåáóåòñÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè, â êîòîðûå îíè äîëæíû ëåæàòü íà îäíîé ïðÿìîé, ÷òîáû
óòâåðæäàòü, ÷òî îíè âñåãäà ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé?

1. Íà ñòîðîíàõ BC è CD ðîìáà ABCD îòìå÷åíû òî÷êè P è Q ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî BP = CQ.
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà APQ ëåæèò íà äèàãîíàëè BD ðîìáà.

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû ìåäèàíû AM è BN . Íà ñòîðîíå AB âûáðàíà òî÷êà P , à íà
ñòîðîíàõ AC è BC âûáðàíû òî÷êè L è K òàêèå, ÷òî PL ïàðàëëåëüíî BN , à PK ïàðàëëåëüíî AM .
Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê LK äåëèòñÿ ìåäèàíàìè íà òðè ðàâíûå ÷àñòè.

3. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC ðàñïîëîæåí òðåóãîëüíèê PQR. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé
îò âåðøèíû òðåóãîëüíèêà PQR äî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC íå çàâèñèò îò âûáîðà âåðøèíû òðå-
óãîëüíèêà PQR. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC � ïðàâèëüíûé.

4. (a) Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ïðÿìîé Ãàóññà ÷åðåç äâèæåíèå ïðÿìîé. (b) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ
ïî÷òè ëþáîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ÃÌÒ òî÷åê P òàêèõ, ÷òî ñóììà îðèåíòèðîâàííûõ ïëîùàäåé
òðåóãîëüíèêîâ ABP è CDP ðàâíà ñóììå îðèåíòèðîâàííûõ ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ BCP è DAP ,
åñòü ïðÿìàÿ. Êîãäà ýòî íåâåðíî? Äîêàæèòå åùå ðàç ñóùåñòâîâàíèå ïðÿìîé Ãàóññà. (c) Äîêàæèòå
÷òî, åñëè ÷åòûðåõóãîëüíèê îïèñàííûé, òî öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè ëåæèò íà ïðÿìîé Ãàóññà.

5. Ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AB è CD ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , à ïðîäîëæå-
íèÿ ñòîðîí BC è AD � â òî÷êå Q. Ïîëó÷èëîñü òàê, ÷òî òðè ïàðû âíåøíèõ áèññåêòðèñ: ïðè âåðøèíàõ
A è C, ïðè âåðøèíàõ B è D è ïðè âåðøèíàõ P è Q èìåþò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îíè
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

6. ×åðåç òî÷êè êàñàíèÿ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ñî ñòîðîíàìè ïðîâåëè ïðÿìûå ïàðàëëåëüíûå
áèññåêòðèñàì ñîîòâåòñòâåííûõ óãëîâ. Äîêàæèòå, ÷òî îíè ïåðåñåêëèñü â îäíîé òî÷êå.

7. (a) Èç ëèíåéíîñòè ïëîùàäè íàéäèòå îðèåíòèðîâàííóþ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè
(0, 0), (x1, y1), (x2, y2).

(b) Ðåøèòå ïóíêò 0 (d) â ñëó÷àå, êîãäà âñå òðè òî÷êè äâèãàþòñÿ ëèíåéíî â ïðîèçâîëüíûõ íà-
ïðàâëåíèÿõ.

8. H � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ABC. Òî÷êà P äâèæåòñÿ ïî îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëü-
íèêà ABH. Ïóñòü A′ è B′ � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AP è BP ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòîðîíàìè
òðåóãîëüíèêà ABC. Íàéäèòå ÃÌÒ ñåðåäèí îòðåçêîâ A′B′.


