
IV Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Çàî÷íûé òóð. Ðåøåíèÿ

1. (Á.Ôðåíêèí, 8) Ñóùåñòâóåò ëè ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê, â êîòîðîì ðîâíî ïîëîâè-
íà äèàãîíàëåé ïàðàëëåëüíà ñòîðîíàì?
Îòâåò. Íåò.
Ðåøåíèå. Åñëè ÷èñëî ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà íå÷åòíî, òî êàæäàÿ åãî äèàãîíàëü
ïàðàëëåëüíà êàêîé-òî ñòîðîíå. Åñëè æå ÷èñëî ñòîðîí ðàâíî 2k, òî èç êàæäîé âåðøè-
íû âûõîäèò 2k − 3 äèàãîíàëè, èç êîòîðûõ äëÿ k − 2 ñóùåñòâóþò ïàðàëëåëüíûå èì
ñòîðîíû. Ïîýòîìó äèàãîíàëåé, ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîíàì, ìåíüøå ïîëîâèíû.

2. (Â.Ïðîòàñîâ, 8) Äëÿ äàííîé ïàðû îêðóæíîñòåé ïîñòðîéòå äâå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæ-
íîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ êàñàåòñÿ äâóõ äàííûõ. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò çàäà÷à, â
çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ îêðóæíîñòåé ?
Ðåøåíèå. Ïóñòü ðàäèóñû äâóõ îêðóæíîñòåé ñ öåíòðîì O ðàâíû R è r (R > r).
Òîãäà åñòü äâà ñåìåéñòâà êàñàþùèõñÿ èõ îêðóæíîñòåé: ñ ðàäèóñàìè, ðàâíûìè R+r
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è öåíòðàìè, óäàëåííûìè îò O íà R−r
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, è ñ ðàäèóñàìè, ðàâíûìè R−r
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, è öåíòðàìè,
óäàëåííûìè îò O íà R+r

2
. Ïðè ýòîì ëþáûå äâå îêðóæíîñòè èç îäíîãî ñåìåéñòâà

ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç O, à ëþáûå äâå
îêðóæíîñòè èç ðàçíûõ ñåìåéñòâ ïåðåñåêàþòñÿ èëè êàñàþòñÿ. Îòñþäà âûòåêàåò ñëå-
äóþùåå ïîñòðîåíèå.
Åñëè ðàäèóñû äàííûõ îêðóæíîñòåé ðàâíû, òî öåíòð èñêîìûõ êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæ-
íîñòåé ëåæèò íà ïðÿìîé, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé äàííûå îêðóæíîñòè ñèììåòðè÷íû.
Ïðè ýòîì ëþáàÿ òî÷êà O ýòîé ïðÿìîé, êðîìå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ îêðóæíî-
ñòåé, ìîæåò áûòü òàêèì öåíòðîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîâåäåì ÷åðåç O è öåíòð îäíîé
èç äàííûõ îêðóæíîñòåé ïðÿìóþ è íàéäåì òî÷êè A, B åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ýòîé îêðóæ-
íîñòüþ (ðèñ.2.1). Îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñàìè OA, OB � èñêîìûå.
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Åñëè ðàäèóñû äàííûõ îêðóæíîñòåé ðàçëè÷íû, òî öåíòð èñêîìûõ îêðóæíîñòåé óäà-
ëåí îò öåíòðà êàæäîé èç äàííûõ íà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå ðàäèóñó äðóãîé. Òàêèõ òî÷åê
ñóùåñòâóåò äâå, åñëè äàííûå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ, è îäíà, åñëè îíè êàñàþòñÿ.
Ïðè ýòîì èñêîìûå îêðóæíîñòè ñòðîÿòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå (ðèñ.2.2).

Ðèñ.2.2

Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, åñëè äàííûå îêðóæíîñòè
ðàâíû, äâà ðåøåíèÿ, åñëè ðàäèóñû ðàçëè÷íû è îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ, îäíî, �
åñëè ðàäèóñû ðàçëè÷íû è îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ, è íè îäíîãî äëÿ ðàçëè÷íûõ íå ïå-
ðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé.

3. (À.Çàñëàâñêèé, 8) Òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà òðè ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà. Äî-
êàæèòå, ÷òî îäèí èç åãî óãëîâ ðàâåí 60◦.
Ðåøåíèå. Òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà òðè òðåóãîëüíèêà ëèáî ñîåäèíèâ âíó-
òðåííþþ òî÷êó ñ âåðøèíàìè, ëèáî ñíà÷àëà ðàçðåçàâ åãî íà äâà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç âåðøèíó, à çàòåì òàê æå ðàçðåçàâ îäèí èç ïîëó÷åííûõ òðåóãîëüíèêîâ. Ðàñ-
ñìîòðèì îáà ñëó÷àÿ.
1) Ïóñòü òðåóãîëüíèê ABC ðàçðåçàí íà òðè òðåóãîëüíèêà îòðåçêàìè èç òî÷êè M .
Òàê êàê óãîë AMB áîëüøå ëþáîãî èç óãëîâ MAC, MBC, MCA, MCB, ðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêîâ âîçìîæíî òîëüêî ïðè ∠AMB = ∠BMC = ∠MCA = 120◦. Íî òîãäà
MA = MB = MC, è èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ïðàâèëüíûé.
2) Ðàçðåçàòü íà äâà ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà ìîæíî òîëüêî ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëü-
íèê. Ïîýòîìó îäèí èç òðåóãîëüíèêîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè ïåðâîì ðàçðåçàíèè äîëæåí
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áûòü ðàâíîáåäðåííûì, à âòîðîé � ïðÿìîóãîëüíûì, ðàâíûì "ïîëîâèíå"ïåðâîãî. Îò-
ðåçàòü æå îò èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà ïðÿìîóãîëüíûé ìîæíî òîëüêî îäíèì èç ñëåäó-
þùèõ òðåõ ñïîñîáîâ:
- ïðîâåäÿ â èñõîäíîì òðåóãîëüíèêå âûñîòó. Íî òîãäà âòîðîé òðåóãîëüíèê òîæå áóäåò
ïðÿìîóãîëüíûì è ïåðâûé íå ìîæåò áûòü ðàâåí åãî ïîëîâèíå;
- ïðîâåäÿ â òóïîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ÷åðåç âåðøèíó òóïîãî óãëà C ïðÿìóþ
CD, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ BC. Òîãäà, òàê êàê ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà BCD ðàâíà ïî-
ëîâèíå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ACD, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà AD = CD =
2BD, ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó BD � ãèïîòåíóçà òðåóãîëüíèêà BCD;
- ïðîâåäÿ â òðåóãîëüíèêå ñ ïðÿìûì óãëîì C ïðÿìóþ BD. Òîãäà àíàëîãè÷íî ïðåäû-
äóùåìó ñëó÷àþ ïîëó÷àåì, ÷òî AD = BD = 2CD è, çíà÷èò, ∠B = 60◦ (ðèñ.3).
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Ðèñ.3

4. (Ä.Øíîëü, 8�9) Áèññåêòðèñû äâóõ óãëîâ âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïàðàëëåëü-
íû. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ äâóõ ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâíà ñóììå
êâàäðàòîâ äâóõ äðóãèõ ñòîðîí.
Ðåøåíèå. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî áèññåêòðèñû ñìåæíûõ óãëîâ ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà íå ìîãóò áûòü ïàðàëëåëüíû, òàê êàê ñóììà ýòèõ óãëîâ ìåíüøå 360◦. Åñëè æå
ïàðàëëåëüíû, íàïðèìåð, áèññåêòðèñû óãëîâ A è C ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, òî
\A
2

+ ∠B + \C
2

= 180◦ è ∠B = ∠D. Ïîñêîëüêó ÷åòûðåõóãîëüíèê âïèñàííûé, ýòè
óãëû � ïðÿìûå, è AB2 + BC2 = CD2 + DA2.

5. (Èç Êèåâñêèõ îëèìïèàä, 8�9) Ïîñòðîéòå êâàäðàò ABCD, åñëè äàíû åãî âåðøèíà A
è ðàññòîÿíèÿ îò âåðøèí B è D äî ôèêñèðîâàííîé òî÷êè ïëîñêîñòè O.
Ðåøåíèå. Ïóñòü O′ � òàêàÿ òî÷êà, ÷òî AO = AO′ è ∠OAO′ = 90◦. Òîãäà ∠O′AB =
∠OAD è, òàê êàê AB = AD, òðåóãîëüíèêè OAD è O′AB ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî,
O′B = OD è, çíàÿ äëèíû îòðåçêîâ OB, O′B, ìîæíî ïîñòðîèòü òî÷êó B, à çàòåì è âåñü
êâàäðàò (ðèñ.5). Çàäà÷à èìååò äâà ðåøåíèÿ, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé OA.
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Ðèñ.5

6. (À. Ìÿêèøåâ, 8�9) Íà ïëîñêîñòè äàíû äâå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì
â òî÷êå A. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îäíîé èç ýòèõ îêðóæíîñòåé, C � äðóãîé.
Äëÿ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà ABC ðàññìîòðèì äâå îêðóæíîñòè îäèíàêîâîãî ðàäèóñà,
êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà â òî÷êå K, ïðè÷åì îäíà îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ïðÿìîé AB â
òî÷êå B, à äðóãàÿ � ïðÿìîé AC â òî÷êå C. Íàéäèòå ÃÌÒ K.
Ðåøåíèå. Ïóñòü M , N � öåíòðû êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé. Òîãäà K � ñåðåäèíà
îòðåçêà MN , ∠ABM = ∠ACN = 90◦, è BM = MK = KN = NC (ðèñ.6). Òàê êàê
AK � ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà AMN , AK2 = 2AM2+2AN2−MN2

4
= AB2+AC2

2
� íå çàâèñèò

îò âûáîðà òî÷åê B, C. Ñëåäîâàòåëüíî, K ëåæèò íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì A. Âðàùàÿ
òðåóãîëüíèê ABC âîêðóã A, ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ òî÷êó ýòîé îêðóæíîñòè.
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7. (À.Çàñëàâñêèé, 8�9) Äàíà îêðóæíîñòü è òî÷êà O íà íåé. Âòîðàÿ îêðóæíîñòü ñ öåí-
òðîì O ïåðåñåêàåò ïåðâóþ â òî÷êàõ P è Q. Òî÷êà C ëåæèò íà ïåðâîé îêðóæíîñòè,
à ïðÿìûå CP , CQ âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò âòîðóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A è B. Äîêà-
æèòå, ÷òî AB = PQ.
Ðåøåíèå. Åñëè C ñîâïàäàåò ñ O, óòâåðæäåíèå çàäà÷è î÷åâèäíî, à åñëè C � òî÷êà,
äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíàÿ O, òî ∠CPO = ∠CQO = 90◦, ò.å. ïðÿìûå CP , CQ
êàñàþòñÿ âòîðîé îêðóæíîñòè è òî÷êè A, B ñîâïàäàþò ñ P , Q. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,
òàê êàê OP = OQ, òî CO � áèññåêòðèñà óãëà ACB. Ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî
CO ïðÿìûå CP è CQ ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà, à âòîðàÿ îêðóæíîñòü â ñåáÿ, ñëåäîâà-
òåëüíî, òî÷êà P ïåðåõîäèò ëèáî â Q, ëèáî â B. Íî CP 6= CQ, òàê ÷òî ïåðâûé ñëó÷àé
íåâîçìîæåí. Çíà÷èò, CP = CB. Àíàëîãè÷íî CQ = CA. Îòñþäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêîâ CAB è CQP , à çíà÷èò, è óòâåðæäåíèå çàäà÷è (ðèñ.7).
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Ðèñ.7

8. (Ò.Ãîëåíèùåâà-Êóòóçîâà, Á.Ôðåíêèí, 8�11) à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n > 4 ëþáîé âû-
ïóêëûé n-óãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà n òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì n ñóùåñòâóåò âûïóêëûé n-óãîëüíèê, êîòîðûé íåëüçÿ
ðàçðåçàòü ìåíüøå, ÷åì íà n òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ.
â) Íà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ìîæíî ðàçðåçàòü ïðÿ-
ìîóãîëüíèê?
Ðåøåíèå. à) Ïðè n > 4 ó âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà îáÿçàòåëüíî åñòü òóïîé óãîë.
Äèàãîíàëü, ñîåäèíÿþùàÿ äâå âåðøèíû, ñîñåäíèå ñ âåðøèíîé ýòîãî óãëà, ðàçðåçàåò
n-óãîëüíèê íà òóïîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê è (n − 1)-óãîëüíèê. Ïîýòîìó, åñëè äîêà-
çàòü óòâåðäåíèå çàäà÷è äëÿ n = 5, òî äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé n îíî âûâîäèòñÿ ïî
èíäóêöèè.
Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà òðè òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëü-
íèêà. Äåéñòâèòåëüíî, âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ èç íàèáîëüøåãî óãëà, ëåæèò âíóòðè òðå-
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óãîëüíèêà. Âçÿâ íà ýòîé âûñîòå òî÷êó, äîñòàòî÷íî áëèçêóþ ê îñíîâàíèþ, è ñîåäèíèâ
åå ñ âåðøèíàìè, ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàçðåçàíèå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷åòûðåõóãîëü-
íèê, îòëè÷íûé îò ïðÿìîóãîëüíèêà, ìîæíî ðàçðåçàòü íà ÷åòûðå òóïîóãîëüíûõ òðå-
óãîëüíèêà.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïÿòèóãîëüíèê ABCDE. Ïóñòü åãî óãîë A � òóïîé. Åñëè BCDE �
íå ïðÿìîóãîëüíèê, òî ïðîâåäÿ äèàãîíàëü BE è ðàçðåçàâ BCDE íà ÷åòûðå òóïîóãîëü-
íûõ òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàçðåçàíèå. Åñëè æå BCDE � ïðÿìîóãîëü-
íèê, òî óãëû B è E ïÿòèóãîëüíèêà òóïûå, ò.å ACDE íå ìîæåò áûòü ïðÿìîóãîëü-
íèêîì. Ïîýòîìó, ïðîâåäÿ äèàãîíàëü AC è ðàçðåçàâ íà ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà ACDE,
îïÿòü ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàçðåçàíèå.
á) Ïóñòü âûïóêëûé n-óãîëüíèê ðàçðåçàí íà n−1 òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Ñóì-
ìà èõ óãëîâ ðàâíà (n− 1)π, à ñóììà óãëîâ n-óãîëüíèêà ñîñòàâëÿåò (n− 2)π. Ïîýòîìó
ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ, êîòîðûå íå ïðèìûêàþò ê âåðøèíàì n-óãîëüíèêà, ðàâ-
íà π. Çíà÷èò, ñðåäè íèõ íå áîëåå îäíîãî òóïîãî. Ïîýòîìó ê âåðøèíàì n-óãîëüíèêà
ïðèìûêàåò íå ìåíåå n − 2 òóïûõ óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ. Ê îäíîé âåðøèíå âûïóêëî-
ãî n-óãîëüíèêà íå ìîæåò ïðèìûêàòü èçíóòðè áîëåå îäíîãî òóïîãî óãëà. Çíà÷èò, n-
óãîëüíèê èìååò íå ìåíåå n− 2 òóïûõ óãëîâ. Íî ýòî âåðíî íå äëÿ âñÿêîãî âûïóêëîãî
n-óãîëüíèêà ïðè ëþáîì n ≥ 3.
â) Î÷åâèäíî, ÷òî, ïðîâåäÿ äèàãîíàëü è ðàçðåçàâ êàæäûé èç îáðàçîâàâøèõñÿ òðå-
óãîëüíèêîâ íà òðè òóïîóãîëüíûõ, ïîëó÷èì ðàçðåçàíèå ïðÿìîóãîëüíèêà íà øåñòü
òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Äîêàæåì, ÷òî ðàçðåçàòü ïðÿìîóãîëüíèê íà ìåíüøåå
÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ íåëüçÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê ðàçðåçàí íà ïÿòü
òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Òîãäà, ðàññóæäàÿ, êàê â ï.á), ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà óã-
ëîâ ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ, íå ïðèìûêàþùèõ ê âåðøèíàì ïðÿìîóãîëüíèêà, ðàâíà 3π.
Åñëè âñå òàêèå óãëû ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ íà ñòîðîíàõ ïðÿìîóãîëüíèêà, òî òàêèõ
òî÷åê òðè è â êàæäîé èç íèõ íàõîäèòñÿ íå áîëåå îäíîé âåðøèíû òóïîãî óãëà. Ïî-
ñêîëüêó â âåðøèíàõ ïðÿìîóãîëüíèêà òóïûõ óãëîâ íåò, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè
æå íåêîòîðûå âåðøèíû òðåóãîëüíèêîâ ëåæàò âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà, òî ïîëó÷àåì
îäíó âíóòðåííþþ òî÷êó, â êîòîðîé ñõîäèòñÿ íå áîëåå òðåõ òóïûõ óãëîâ, è îäíó òî÷êó
íà ñòîðîíå, ò.å. îáùåå êîëè÷åñòâî òóïûõ óãëîâ íå ïðåâûøàåò ÷åòûðåõ, è îïÿòü ïîëó-
÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê íåëüçÿ ðàçðåçàòü
íà ÷åòûðå òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà.

9. (À.Çàñëàâñêèé, 9�10) Ïðÿìûå, ñèììåòðè÷íûå äèàãîíàëè BD ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD
îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñ óãëîâ B è D, ïðîõîäÿò ÷åðåç ñåðåäèíó äèàãîíàëè AC. Äî-
êàæèòå, ÷òî ïðÿìûå, ñèììåòðè÷íûå äèàãîíàëè AC îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñ óãëîâ
A è C, ïðîõîäÿò ÷åðåç ñåðåäèíó äèàãîíàëè BD.
Ðåøåíèå. Ïóñòü P � ñåðåäèíà AC, L � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Ïðèìåíèâ
òåîðåìó ñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêàì ABP , ABL, CBP , CBL, ïîëó÷àåì, ÷òî AL/CL =
(AB/CB)2. Àíàëîãè÷íî, AL/CL = (AD/CD)2, ò.å. BC/CD = AB/AD = sin\BDA

sin\DBA
=

sin\CDP
sin\CBP

. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìûå BP è DP ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî AC. Ïóñòü
X � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé BP ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíè-
êà ABC. Òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ X îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê AC
ëåæèò êàê íà PD, òàê è íà BD, è, çíà÷èò, ñîâïàäàåò ñ D. Òàêèì îáðàçîì, ÷åòû-
ðåõóãîëüíèê ABCD � âïèñàííûé, è AB · CD = AD · BC = (AC · BD)/2. Ïóñòü
ïðÿìàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ AC îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà A, ïåðåñåêàåò BD â òî÷-
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êå Q. Òîãäà òðåóãîëüíèêè ABQ è ACD ïîäîáíû, ñëåäîâàòåëüíî, AB/AC = BQ/BD
è BQ = BD/2 (ðèñ.9).

�

�

��

�

�

�
�

Ðèñ.9

10. (À.Çàñëàâñêèé, 9�10) ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì
I. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèè òî÷åê B è D íà ïðÿìûå IA è IC ëåæàò íà îäíîé îêðóæ-
íîñòè.
Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ñåðåäèíà îòðåçêà BD ðàâíîóäàëåíà îò ïðîåêöèé òî÷åê B
è D íà ëþáóþ ïðÿìóþ. Äîêàæåì, ÷òî îíà ðàâíîóäàëåíà è îò ïðîåêöèé X, Y òî÷êè
B íà IA è IC.
Òàê êàê ∠BXI = ∠BY I = 90◦, òî÷êè X, Y ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì BI,
ò.å. ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó XY ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó BI. Òàêèì
îáðàçîì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî XY ⊥ ID. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ñåðåäèí-
íûé ïåðïåíäèêóëÿð ê XY áóäåò ñîâïàäàòü ñî ñðåäíåé ëèíèåé òðåóãîëüíèêà BDI è,
çíà÷èò, ïðîéäåò ÷åðåç ñåðåäèíó BD.
Òàê êàê òî÷êè B, I, X, Y ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, óãîë ìåæäó XY è XA ðàâåí
óãëó èåæäó BY è BI, ò.å. ∠BIC − 90◦. Ñëåäîâàòåëüíî, óãîë ìåæäó XY è ID ðàâåí
∠AID + ∠BIC − 90◦ = 90◦ (ðèñ.10).

7



�

�

�

�

�

��

Ðèñ.10

11. (À.Çàñëàâñêèé, 9�10) Äàíû ÷åòûðå òî÷êè A, B, C, D. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâå
îêðóæíîñòè, îäíà èç êîòîðûõ ïðîõîäèò ÷åðåç A è B, à äðóãàÿ � ÷åðåç C è D, ïåðå-
ñåêàþòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îáùèå õîðäû âñåõ òàêèõ ïàð îêðóæíîñòåé ïðîõîäÿò ÷åðåç
îäíó òî÷êó.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà òî÷êè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Åñëè,
íàïðèìåð, C è D ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé AB, òî ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü
ω, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç C è D è êàñàþùàÿñÿ AB. Òîãäà ÷åðåç A è B ìîæíî ïðîâåñòè
îêðóæíîñòü äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà, íå ïåðåñåêàþùóþ ω. Ñëåäîâàòåëüíî, îò-
ðåçêè AB è CD äîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ. Ïóñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñåðåäèííûõ
ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê ýòèì îòðåçêàì. Äâå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O è ðàäèóñàìè OA
è OC ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè A, B, C, D ëå-
æàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Ïî òåîðåìå î ðàäèêàëüíûõ îñÿõ òðåõ îêðóæíîñòåé îáùàÿ
õîðäà ëþáûõ äâóõ îêðóæíîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç A, B è C, D ñîîòâåòñòâåííî,
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ AB è CD.
Åñëè æå âñå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî, î÷åâèäíî, ÷òî îòðåçêè AB è CD
ïåðåñåêàþòñÿ, à îáùàÿ õîðäà îêðóæíîñòåé ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ, íà êîòîðîé ëåæàò
òî÷êè, â òî÷êå P , ïðèíàäëåæàùåé îáîèì îòðåçêàì è óäîâëåòâîðÿþùåé ðàâåíñòâó
PA · PB = PC · PD. Ýòè óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò òî÷êó P îäíîçíà÷íî.

12. (À.Ìÿêèøåâ, 9�10) Èìååòñÿ òðåóãîëüíèê ABC. Íà ëó÷å BA îòëîæèì òî÷êó A1, òàê
÷òî îòðåçîê BA1 ðàâåí BC. Íà ëó÷å CA îòëîæèì òî÷êó A2, òàê ÷òî îòðåçîê CA2

ðàâåí BC. Àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì òî÷êè B1, B2 è C1, C2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå A1A2,
B1B2, C1C2 ïàðàëëåëüíû.
Ðåøåíèå. Ïóñòü O, I � öåíòðû îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà.
Òàê êàê BI � áèññåêòðèñà óãëà B ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà A1BC, A1I = IC.
Àíàëîãè÷íî A2I = IB. Ñëåäîâàòåëüíî

A1I
2 − A2I

2 = IC2 − IB2 = (p− c)2 − (p− b)2 = a(b− c).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè B0, C0 � ñåðåäèíû AC è AB, òî

OA2
1−OA2

2 = OC2
0−OB2

0+A1C
2
0−A2B

2
0 =

(
b

2

)2

−
( c

2

)2

+
(
a− c

2

)2

−
(

a− b

2

)2

= a(b−c).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìûå A1A2 è OI ïåðïåíäèêóëÿðíû (ðèñ.12). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì,
÷òî OI ïåðïåíäèêóëÿðíà äâóì äðóãèì ïðÿìûì.
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Ðèñ.12

13. (À.Ìÿêèøåâ, 9�10) Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ åãî
ñòîðîíû BC â òî÷êå A1 è ïðîäîëæåíèé äâóõ äðóãèõ ñòîðîí. Äðóãàÿ âíåâïèñàííàÿ
îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîíû AC â òî÷êå B1. Îòðåçêè AA1 è BB1 ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå N . Íà ëó÷å AA1 îòìåòèëè òî÷êó P , òàêóþ ÷òî AP = NA1. Äîêàæèòå, ÷òî
òî÷êà P ëåæèò íà âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè.
Ðåøåíèå. Òàê êàê òî÷êè êàñàíèÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ñ âíåâïèñàííûìè îêðóæ-
íîñòÿìè ñèììåòðè÷íû èõ òî÷êàì êàñàíèÿ ñ âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ îòíîñèòåëüíî
ñåðåäèí ñòîðîí, CA1 = p − b, CB1 = p − a, AB1 = BA1 = p − c. Ïðèìåíèâ òåîðåìó
Ìåíåëàÿ ê òðåóãîëüíèêó ACA1 è ïðÿìîé BB1, ïîëó÷àåì, ÷òî A1N/AA1 = (p− a)/p.
Ãîìîòåòèÿ ñ ýòèì êîýôôèöèåíòîì è öåíòðîì A ïåðåâåäåò òî÷êó A1 â òî÷êó P . Íî
îòíîøåíèå ðàäèóñîâ âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà òîæå ðàâ-
íî (p − a)/p, çíà÷èò îáðàç A1 ïðè ýòîé ãîìîòåòèè ëåæèò íà âïèñàííîé îêðóæíîñòè
(ðèñ.13).

��

� �

�

�
�

Ðèñ.13

14. (Â.Ïðîòàñîâ, 9�10) Ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè è òî÷êó ïå-
ðåñå÷åíèÿ âûñîò íåðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, ïàðàëëåëüíà áèññåêòðèñå îäíîãî
èç åãî óãëîâ. ×åìó ðàâåí ýòîò óãîë?
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Ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, H � åãî
îðòîöåíòð, è ïðÿìàÿ OH ïàðàëëåëüíà áèññåêòðèñå óãëà C. Òàê êàê ýòà áèññåêòðè-
ñà ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â ñåðåäèíå C ′ äóãè AB, OC ′ ⊥ AB, ò.å. ÷å-
òûðåõóãîëüíèê OC ′CH � ïàðàëëåëîãðàìì è CH = OC ′ = R. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
CH = 2R| cos C|, çíà÷èò óãîë C ðàâåí 60◦ èëè 120◦. Íî â ïåðâîì ñëó÷àå ëó÷è CO è
CH ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà C, òàê ÷òî ïðÿìàÿ OH íå ìîæåò
áûòü ïàðàëëåëüíà ýòîé áèññåêòðèñå. Ñëåäîâàòåëüíî, C = 120◦ (ðèñ.14).

�

�

�

� �

�
�

Ðèñ.14

15. (Ì.Âîë÷êåâè÷, 9�11) Äàíû äâå îêðóæíîñòè è íå ëåæàùàÿ íà íèõ òî÷êà P . Ïðîâåäèòå
÷åðåç P ïðÿìóþ, âûñåêàþùóþ íà äàííûõ îêðóæíîñòÿõ õîðäû ðàâíîé äëèíû.
Ðåøåíèå. Ïóñòü A, B � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ èñêîìîé ïðÿìîé ñ îäíîé îêðóæíîñòüþ,
C, D � ñ äðóãîé, M � ñåðåäèíà îòðåçêîâ AD è BC. Òîãäà ñòåïåíè òî÷êè M îòíîñè-
òåëüíî îêðóæíîñòåé ðàâíû, ò.å M ëåæèò íà èõ ðàäèêàëüíîé îñè. Ïóñòü L � ñåðåäè-
íà îòðåçêà ìåæäó öåíòðàìè îêðóæíîñòåé. Òàê êàê ïðîåêöèÿìè öåíòðîâ íà èñêîìóþ
ïðÿìóþ ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíû îòðåçêîâ AB è CD, ïðîåêöèåé L íà ýòó ïðÿìóþ áóäåò
òî÷êà M . Ñëåäîâàòåëüíî, ∠LMP = 90◦ è M ëåæèò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì LP .
Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü èñêîìóþ ïðÿìóþ, íàäî íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ýòîé îêðóæíîñòè ñ ðàäèêàëüíîé îñüþ. Çàäà÷à ìîæåò èìåòü äâà, îäíî èëè íè îäíîãî
ðåøåíèÿ.
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16. (À.Çàñëàâñêèé, 9�11) Äàíû äâå îêðóæíîñòè. Îáùàÿ âíåøíÿÿ êàñàòåëüíàÿ êàñàåòñÿ
èõ â òî÷êàõ A è B. Òî÷êè X, Y íà îêðóæíîñòÿõ òàêîâû, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðóæ-
íîñòü, êàñàþùàÿñÿ äàííûõ â ýòèõ òî÷êàõ, ïðè÷åì îäèíàêîâûì îáðàçîì (âíåøíèì
èëè âíóòðåííèì). Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AX è
BY .
Ðåøåíèå. Òî÷êè X, Y ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè ãîìîòåòèè êàæäîé èç äàííûõ îêðóæ-
íîñòåé ñ êàñàþùåéñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ XY ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ãîìîòåòèè
äàííûõ îêðóæíîñòåé, ò.å. òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ AB ñ ëèíèåé öåíòðîâ. Ïóñòü Y ′ � îò-
ëè÷íàÿ îò Y òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ âòîðîé îêðóæíîñòüþ. Òîãäà BY ′ ‖ AX
è ∠XY B = ∠Y ′BA = π − ∠BAX. Ïîýòîìó ÷åòûðåõóãîëüíèê AXY B � âïèñàííûé
è òî÷êà P ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AX è BY ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíûì öåíòðîì äàííûõ
îêðóæíîñòåé è îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ýòîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ò.å. ëåæèò íà
ðàäèêàëüíîé îñè äàííûõ îêðóæíîñòåé (ðèñ.16).

� �
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Ðèñ.16

17. (À.Ìÿêèøåâ, 9�11) Äàí òðåóãîëüíèê ABC è ëèíåéêà, íà êîòîðîé îòìå÷åíû äâà îò-
ðåçêà, ðàâíûå AC è BC. Ïîëüçóÿñü òîëüêî ýòîé ëèíåéêîé, íàéäèòå öåíòð âïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ñðåäíèìè ëèíèÿìè ABC.
Ðåøåíèå. Îòëîæèì íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû AB çà òî÷êó B è íà ïðîäîëæåíèè
ñòîðîíû AC çà òî÷êó C îòðåçêè BC1 = CB1 = BC. Ïóñòü A′ � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
BB1 è CC1. Òîãäà ïðÿìàÿ AA′ ïðîõîäèò ÷åðåç èñêîìóþ òî÷êó (ðèñ.17).
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Ðèñ.17

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê òðåóãîëüíèêè BCB1 è CBC1 ðàâíîáåäðåííûå, ïðÿìûå BB1

è CC1 ïàðàëëåëüíû áèññåêòðèñàì óãëîâ C è B. Ïîýòîìó ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì
A è êîýôôèöèåíòîì 1/2 ýòè ïðÿìûå ïåðåéäóò â áèññåêòðèñû óãëîâ ñåðåäèííîãî òðå-
óãîëüíèêà, à òî÷êà A′ � â èñêîìûé öåíòð.
Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ âòîðîé îòìå÷åííûé íà ëèíåéêå îòðåçîê, ïîñòðîèì ïðÿìóþ,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç B è èñõîäíóþ òî÷êó.

18. (À.Àáäóëëàåâ, Àçåðáàéäæàí, 9�11) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè a,
b, c è ïëîùàäüþ S âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

a2 + b2 + c2 − 1

2
(|a− b|+ |b− c|+ |c− a|)2 ≥ 4

√
3S.

Ïåðâîå ðåøåíèå.Ïóñòü C � ñðåäíèé óãîë òðåóãîëüíèêà. Òîãäà |b−c|+|c−a| = |a−b|
è ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ðàâíà

a2 + b2 + c2 − 2(a− b)2 = 4ab− (a2 + b2 − c2) = 2ab(2− cos C).

Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà 2
√

3ab sin C, äàííîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñëåäó-
þùåìó

2− cos C ≥
√

3 sin C.

Íî cos C +
√

3 sin C = 2 cos(C − π
3
), ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå íåðàâåíñòâî âñåãäà ñïðà-

âåäëèâî è îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè C = 60◦.
Âòîðîå ðåøåíèå. Âíîâü ïîëàãàÿ, ÷òî c � ñðåäíÿÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà, îáîçíà÷èì
x = p− a, y = p− b, z = p− c, ãäå p � ïîëóïåðèìåòð, è çàïèøåì ëåâóþ ÷àñòü â âèäå

a2 + b2 − (a− b)2 + c2 − (a− b)2 = 2ab + 4xy = 2(x + z)(y + z) + 4xy = 2pz + 6xy.
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È ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà 4
√

3pxyz, íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

pz + 3xy − 2
√

3pxyz = (
√

px−
√

3xy)2 ≥ 0.

19. (Â.Ïðîòàñîâ, 10-11) Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD, â êîòîðîì AB = a, AD = b. Ïåðâàÿ
îêðóæíîñòü èìååò öåíòð â âåðøèíå A è ïðîõîäèò ÷åðåç D, âòîðàÿ èìååò öåíòð â
C è ïðîõîäèò ÷åðåç D. Ïðîèçâîëüíàÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì B ïåðåñåêàåò ïåðâóþ
îêðóæíîñòü â òî÷êàõ M1, N1, à âòîðóþ � â òî÷êàõ M2, N2. ×åìó ðàâíî îòíîøåíèå
M1N1/M2N2?
Ðåøåíèå. Òî÷êè M1, N1 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB, òàê ÷òî M1N1

ðàâíî óäâîåííîìó ðàññòîÿíèþ îò M1 äî AB. Àíàëîãè÷íî M2N2 ðàâíî óäâîåííîìó
ðàññòîÿíèþ îò M2 äî BC. Êðîìå òîãî, CM2 = CD = AB, AM1 = AD = BC, BM1 =
BM2, è çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè ABM1 è CM2B ðàâíû. Ïîýòîìó èñêîìîå îòíîøåíèå,
ðàâíîå îòíîøåíèþ âûñîò ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ îáðàòíî îòíîøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñòîðîí, ò.å. ðàâíî b/a (ðèñ.19).

� �

� �

�

��

�

Ðèñ.19

20. (À.Çàñëàâñêèé, 10�11) à) Ìíîãîóãîëüíèê îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè ïðîâå-
ñòè ïðÿìóþ ÷åðåç äâå òî÷êè, äåëÿùèå åãî ïåðèìåòð ïîïîëàì, òî ýòà ïðÿìàÿ ðàçäåëèò
ìíîãîóãîëüíèê íà äâà ðàâíîâåëèêèõ ìíîãîóãîëüíèêà. Âåðíî ëè, ÷òî ìíîãîóãîëüíèê
öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷åí?
á) Âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ ôèãóðà, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì, óêàçàííûì â ï.à), öåíòðàëü-
íî ñèììåòðè÷íà?
Ðåøåíèå. à) Äà. Ïóñòü X, Y � äâå òî÷êè, äåëÿùèå ïåðèìåòð ìíîãîóãîëüíèêà ïîïî-
ëàì è íå ÿâëÿþùèåñÿ åãî âåðøèíàìè, X ′, Y ′ � òî÷êè íà òåõ æå ñòîðîíàõ, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óñëîâèþ XX ′ = Y Y ′, P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ XY è X ′Y ′. Òàê êàê
êàæäàÿ èç ýòèõ ïðÿìûõ äåëèò ìíîãîóãîëüíèê íà äâà ðàâíîâåëèêèõ, ïëîùàäè òðå-
óãîëüíèêîâ PXX ′ è PY Y ′ ðàâíû. À òàê êàê XX ′ = Y Y ′, ðàâíû è âûñîòû òðåóãîëü-
íèêîâ, îïóùåííûå íà ýòè ñòîðîíû. Êðîìå òîãî ∠XPX ′ = ∠Y PY ′, êàê âåðòèêàëüíûå.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû. Åñëè ïðÿìûå XX ′ è Y Y ′ íå ïàðàëëåëüíû,
òî îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî óãëîâ PX ′X è PY Y ′. Íî ïðè ôèêñèðîâàííîé ïàðå X,
Y ýòî ðàâåíñòâî íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ X ′, Y ′. Òàêèì îáðàçîì,
êîãäà îäíà èç äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê äâèæåòñÿ ïî ñòîðîíå ìíîãîóãîëüíèêà,
äðóãàÿ äâèæåòñÿ ïî ïàðàëëåëüíîé ñòîðîíå, ïðè÷åì äëèíû ýòèõ ñòîðîí ðàâíû. Çíà÷èò
ìíîãîóãîëüíèê èìååò öåíòð ñèììåòðèè.
Ïðèìå÷àíèå. Ïðèâåäåííîå âûøå ðàññóæäåíèå ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî íèêàêèå äâå ñòî-
ðîíû ìíîãîóãîëüíèêà íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ,
òî ìíîãîóãîëüíèê ìîæåò îáëàäàòü òðåáóåìûì ñâîéñòâîì è íå èìåòü öåíòðà ñèììåò-
ðèè (ðèñ.20à)

Ðèñ.20à

á) Íåò. Ïóñòü, íàïðèìåð, ABC � ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê, A′, B′, C ′ � ñåðåäèíû
åãî ñòîðîí. Ïðîâåäåì øåñòü äóã îêðóæíîñòåé ïî 60◦ ñ öåíòðàìè A′, B′, C ′ ñ êîíöàìè
â òî÷êàõ A, B, C, A′, B′, C ′. Ïóñòü X, Y � ïàðà òî÷åê, äåëÿùèõ ïåðèìåòð ôèãóðû
îãðàíè÷åííîé ýòèìè äóãàìè, ïîïîëàì è òî÷êà X ëåæèò, íàïðèìåð, íà äóãå AB′. Òî-
ãäà Y ëåæèò íà äóãå A′B è äóãè AX è A′Y ðàâíû. Òàê êàê äóãè AB′ è A′B ÿâëÿþòñÿ
÷àñòÿìè îäíîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì C ′, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∠AC ′X = ∠A′CY . Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïëîùàäü ôèãóðû AXY B ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé ñåêòîðîâ C ′AX è C ′BY ,
íå çàâèñÿùåé îò ïîëîæåíèÿ òî÷åê X, Y , ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà C ′XY , òàêæå íå çà-
âèñÿùåé îò ïîëîæåíèÿ ýòèõ òî÷åê, è ïëîùàäè äâóõ íåèçìåííûõ ñåãìåíòîâ. Òàêèì
îáðàçîì, ýòà ïëîùàäü ïîñòîÿííà è, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùàäè
âñåé ôèãóðû (ðèñ.20á).
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Ðèñ.20á

Ïðèìå÷àíèå. Ñóùåñòâóþò äàæå âûïóêëûå ôèãóðû, îáëàäàþùèå óêàçàííûì ñâîé-
ñòâîì. Íàïðèìåð, ôèãóðà, îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé

x = 12 cos φ + cos 2φ +
1

2
cos 4φ, y = 12 sin φ− sin 2φ +

1

2
sin 4φ, 0 ≤ φ ≤ 2π,

îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâåííî ñëîæíåå.

21. (À.Çàñëàâñêèé, Á.Ôðåíêèí, 10�11) Â òðåóãîëüíèêå ïðîâåëè ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêó-
ëÿðû ê åãî ñòîðîíàì è èçìåðèëè èõ îòðåçêè, ëåæàùèå âíóòðè òðåóãîëüíèêà.
à) Âñå òðè îòðåçêà îêàçàëèñü ðàâíû. Âåðíî ëè, ÷òî òðåóãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé?
á) Äâà îòðåçêà îêàçàëèñü ðàâíû. Âåðíî ëè, ÷òî òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé?
â) Ìîãóò ëè äëèíû îòðåçêîâ ðàâíÿòüñÿ 4, 4 è 3?
Ðåøåíèå. à) Âåðíî. Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ABC ∠A < ∠B ≤ ∠C. Òîãäà ñåðåäèííûå
ïåðïåíäèêóëÿðû ê ñòîðîíàì AC è BC ïåðåñåêàþò ñòîðîíó AB. Îòðåçêè ýòèõ ïåð-
ïåíäèêóëÿðîâ, ëåæàùèå âíóòðè òðåóãîëüíèêà, èìåþò ðàâíûå ïðîåêöèè íà ïðÿìûå,
ïåðïåíäèêóëÿðíûå AB, íî îáðàçóþò ñ ýòèìè ïðÿìûìè ðàçíûå óãëû. Ñëåäîâàòåëüíî,
îíè íå ðàâíû.
Ïóñòü òåïåðü ∠A ≤ ∠B < ∠C. Òîãäà ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê AB è AC ïåðåñå-
êàþò ñîîòâåòñòâåííî AC è AB è, çíà÷èò, îòðåçàþò îò òðåóãîëüíèêà ABC ïîäîáíûå,
íî íå ðàâíûå òðåóãîëüíèêè. Îòðåçêè ïåðïåíäèêóëÿðîâ, ëåæàùèå âíóòðè òðåóãîëü-
íèêà, ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòîðîíàìè ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ è, ñëåäîâàòåëüíî,
íå ðàâíû.
Îòìåòèì, ÷òî èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî íàèìåíüøóþ äëèíó èìååò
îòðåçîê ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåííîãî ê ñðåäíåé ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà.
á) Íåâåðíî. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ñ óãëàìè A = π/8, B = π/4, C =
5π/8 è åäèíè÷íûì ðàäèóñîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Â íåì ñåðåäèííûé ïåðïåíäè-
êóëÿð ê AB ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AC è åãî îòðåçîê, ëåæàùèé âíóòðè òðåóãîëüíè-
êà, ðàâåí AB tg ∠A/2 = sin(5π/8) tg(π/8) = cos(π/8) tg(π/8) = sin(π/8). Ñåðåäèí-
íûé ïåðïåíäèêóëÿð ê BC ïåðåñåêàåò AB è äëèíà ñîîòâåòñòâóþùåãî îòðåçêà ðàâíà
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BC tg ∠B/2 = sin(π/8). Òàêèì îáðàçîì ýòè îòðåçêè ðàâíû. Óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò
òàêæå ëþáîé òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì ∠A < ∠B < ∠C è cos A tg B = sin C.
â) Íåò. Åñëè òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé, òî, êàê ïîêàçàíî â ï.à), îòðåçêè ñåðåäèí-
íûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê áîêîâûì ñòîðîíàì êîðî÷å âûñîòû. Åñëè æå ∠A < ∠B < ∠C
è cos A tg B = sin C, òî îòíîøåíèå îòðåçêîâ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê íàèáîëüøåé è ñðåäíåé
ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà ðàâíî îòíîøåíèþ ñàìèõ ýòèõ ñòîðîí, ò.å.

sin C

sin B
=

cos A

cos B
=

cos B√
1− 2 cos B + 2 cos3 B

.

Èññëåäîâàâ ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åå ìàêñèìóì ìåíü-
øå, ÷åì 4/3.

22. (À.Õà÷àòóðÿí, 10�11) à) Âñå âåðøèíû ïèðàìèäû ëåæàò íà ãðàíÿõ êóáà, íî íå íà åãî
ðåáðàõ, ïðè÷åì íà êàæäîé ãðàíè ëåæèò õîòÿ áû îäíà âåðøèíà. Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî âåðøèí ìîæåò èìåòü ïèðàìèäà?
á) Âñå âåðøèíû ïèðàìèäû ëåæàò â ïëîñêîñòÿõ ãðàíåé êóáà, íî íå íà ïðÿìûõ, ñîäåð-
æàùèõ åãî ðåáðà, ïðè÷åì â ïëîñêîñòè êàæäîé ãðàíè ëåæèò õîòÿ áû îäíà âåðøèíà.
Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî âåðøèí ìîæåò èìåòü ïèðàìèäà?
Îòâåò. à)13. á) Ïðîèçâîëüíî áîëüøîå.
Ðåøåíèå. à) Ñå÷åíèå êóáà ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû ïåðåñåêàåò âñå åãî ãðà-
íè è, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì øåñòèóãîëüíèêîì. Âåðøèíû îñíîâàíèÿ ëåæàò íà
ñòîðîíàõ ýòîãî øåñòèóãîëüíèêà, íî íå â åãî âåðøèíàõ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî, åñëè
íà êàêîé-òî ñòîðîíå ëåæèò áîëüøå äâóõ âåðøèí îñíîâàíèÿ, òî ñîåäèíèòü èõ íåñàìî-
ïåðåñåêàþùåéñÿ ëîìàíîé, ëåæàùåé âíóòðè øåñòèóãîëüíèêà, íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó
îñíîâàíèå èìååò íå áîëåå 12 âåðøèí, à ïèðàìèäà � íå áîëåå 13. Ñóùåñòâîâàíèå ïè-
ðàìèäû ñ 13 âåðøèíàìè î÷åâèäíî.
á) Â ýòîì ñëó÷àå âåðøèíû îñíîâàíèÿ ìîãóò ëåæàò íà ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ñòîðîíû
øåñòèóãîëüíèêà, è èõ êîëè÷åñòâî ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíî áîëüøèì (ðèñ.22).

Ðèñ.22

16



23. (Â.Ïðîòàñîâ, 10�11) Â ïðîñòðàíñòâå äàíû äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ñôåðû ðàçíûõ ðà-
äèóñîâ è òî÷êà A, ïðèíàäëåæàùàÿ îáåèì ñôåðàì. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå
ñóùåñòâóåò òî÷êà B, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè ÷åðåç òî÷êè A è B
ïðîâåñòè ïðîèçâîëüíóþ îêðóæíîñòü, òî òî÷êè åå ïîâòîðíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ äàííûìè
ñôåðàìè áóäóò ðàâíîóäàëåíû îò B.
Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì ÷åðåç A ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ëèíèè öåíòðîâ äàííûõ ñôåð,
è íàéäåì âòîðûå òî÷êè C, D åå ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñôåðàìè. Ïîêàæåì, ÷òî ñåðåäèíà
B îòðåçêà CD � èñêîìàÿ òî÷êà. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç A è B, è ðàññìîòðèì ñå÷åíèÿ ñôåð ïëîñêîñòüþ ýòîé îêðóæíîñòè. Ýòè ñå÷åíèÿ
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâå îêðóæíîñòè, îäíà èç êîòîðûõ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A è
C, äðóãàÿ � ÷åðåç A è D. Öåíòðàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé áóäóò ïðîåêöèè O1, O2 öåí-
òðîâ ñôåð íà ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìûå O1O2 è CD ïàðàëëåëüíû.
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïëîñêèé àíàëîã óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è.
Ïóñòü X1, X2 � âòîðûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç A è B, ñ
äàííûìè îêðóæíîñòÿìè; A′ � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ îêðóæíîñòåé. Òîãäà
O1O2 � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà A′CD, ò.å. CB = BD = O1O2. Ñëåäîâàòåëüíî,
O1B = O2D = O2X2, O2B = O1C = O1C1. Êðîìå òîãî, öåíòð O îêðóæíîñòè ABX1X2

ðàâíîóäàëåí îò O1 è O2, ïîýòîìó ∠BO1X1 = ∠BO1O+∠OO1X1 = ∠BO1O+∠AO1O =
∠AO2O + ∠BO2O = ∠BO2O + ∠OO2X2 = ∠BO2X2. Òàêèì îáðàçîì, òðåóãîëüíèêè
O1X1B è O2BX2 ðàâíû, à çíà÷èò, BX1 = BX2 (ðèñ.23).

� �

� �

� ��

� � � �

� �

�

Ðèñ.23

24. (È.Áîãäàíîâ, 11) Ïóñòü h � íàèìåíüøàÿ âûñîòà òåòðàýäðà, d � íàèìåíüøåå ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó åãî ïðîòèâîïîëîæíûìè ðåáðàìè. Ïðè êàêèõ t âîçìîæíî íåðàâåíñòâî
d > th?
Ðåøåíèå. Ïðè t < 3/2. Ïóñòü ABC � ãðàíü íàèáîëüøåé ïëîùàäè òåòðàýäðà ABCD.
Òîãäà åãî îáúåì ðàâåí V = SABCh/3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû îí ðàâåí ïîëîâèíå ïðîèçâå-
äåíèÿ äëèí ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáåð íà ðàññòîÿíèå è ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè. Ïóñòü
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A′B′C ′ � òðåóãîëüíèê, ñðåäíèìè ëèíèÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñòîðîíû ABC. Òîãäà,
íàïðèìåð, SA′B′D = AB · CD sin φ, ãäå φ � óãîë ìåæäó AB è CD. Ïîñêîëüêó ñóììà
ïëîùàäåé áîêîâûõ ãðàíåé òåòðàýäðà áîëüøå ïëîùàäè åãî îñíîâàíèÿ, ïëîùàäü òðå-
óãîëüíèêà A′B′C ′ íå ïðåâîñõîäèò óòðîåííîé ìàêñèìàëüíîé ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ
A′B′D, B′C ′D, C ′A′D, ò.å. d < 3h/2. Óñèëèòü ýòî íåðàâåíñòâî íåëüçÿ, òàê êàê åñëè
âçÿòü ïðàâèëüíóþ ïèðàìèäó è óñòðåìèòü åå âûñîòó ê íóëþ, îòíîøåíèå d/h áóäåò
ñòðåìèòüñÿ ê 3/2.
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