
Задача 1. (А.Заславский) 
Хорды АС и BD окружности пересекаются в точке Р. Перпендикуляры к АС и BD ,в 
точках С и D соответственно, пересекаются в точке Q. Докажите, что прямые АВ и 
PQ перпендикулярны. 
Решение. 
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Пусть перпендикуляры пересекаются внутри окружности (случай внешней точки 
рассматривается аналогично). Отметим точку R – вторую точку пересечения прямой DQ с 
окружностью. 
Четырехугольник PDCQ вписан в окружность (он образован двумя прямоугольными 
треугольниками с общей гипотенузой PQ), поэтому CPQСDQ ∠=∠ , как опирающиеся на 
одну дугу. По этой же причине CARCDRCDQ ∠=∠=∠ , и, значит, прямые PQ и AR 
параллельны (соответственные углы равны). 
Но BR является диаметром, как следует из условия, поэтому BAR∠ =900. 
 
Задача 2. (Л.Емельянов) 
Разрежьте крест, составленный из пяти одинаковых квадратов, на три многоугольника, 
равных по площади и периметру. 
Решение: 
Приведем некоторые из возможных разрезаний. 



 
 
( Дарбинян Артур, г. Ереван, Физмат.школа г. Еревана) 



 
 
( Бородулин Игорь, г. Екатеринбург, гимназия № 9 ) 



 
 
( Макарец Александр, г. Харьков, ФМШ № 27 ) 
Задача 3. (В.Протасов) 
Дана окружность и точка К внутри нее. Произвольная окружность, равная данной и 
проходящая через точку К, имеет с данной окружностью общую хорду. Найдите 
геометрическое место середин этих хорд. 
. 
Решение: 
 Искомым геометрическим местом будет окружность с центром в середине ОК (где О – 

центр исходной окружности) и радиусом 
2
R (где R – радиус данной окружности). 

Первый способ. 
Действительно, пусть PQ – общая хорда, М – ее середина, а О1 – центр выбранной 
произвольно окружности. Поскольку из условия следует, что OPO1Q является ромбом, то 
М будет также серединой ОО1.Средняя линия ММ1 треугольника ОКО1 равна половине 
КО1, то-есть, половине радиуса. Таким образом, все середины хорд лежат на окружности с 

центром в середине ОК  и радиусом 
2
R . 



 

O1O

M1

M

Q

P

K

 
 
Несложно также проверить, что любая точка этой окружности является серединой 
некоторой хорды. 
Второй способ. 
Центры окружностей, равных данной и проходящих через точку К, лежат на окружности с 
центром в точке К радиуса R.  Если О1 – центр одной из таких окружностей, то, как уже 
было замечено,  М –  середина  общей хорды, будет также серединой ОО1. Поэтому 
искомое ГМТ есть образ окружности, образованной центрами, при гомотетии с центром в 

точке О и коэффициентом 
2
1 . 
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Задача 4. (Б.Френкин) 
При каком наименьшем n существует выпуклый n-угольник, у которого синусы всех углов 
равны, а длины всех сторон различны? 
Решение: 
Наименьшее значение равно пяти. 
Очевидно, треугольников с таким свойством не существует. 
Покажем, что не существует и четырехугольников. 
Сделать это можно по-разному. 
Например, так как синусы углов равны, то сами углы четырехугольника равны либо ϕ , 
либо  . Простым перебором легко убедиться в том, что в этом случае мы имеем 
дело либо с прямоугольником, либо с параллелограммом, либо с равнобокой трапецией. 

ϕ−0180

Или же можно для доказательства использовать «метод площадей». Рассмотрим  
выпуклый четырехугольник, синусы всех углов которого равны и обозначим длины его 
сторон буквами a,b,c,d. Вычислим его площадь двумя способами,  как сумму площадей 
двух треугольников с общей диагональю по формуле «половина произведения сторон на 
синус угла между ними», затем в полученном равенстве сократим на половину синуса и 
придем к соотношению ( ) ( ) ( )( ) .0=−−⇔−=−⇔+=+ dbcadbcdbadabccdab Отсюда 
вытекает равенство по-крайней мере одной пары сторон. 
Чтобы построить пятиугольник, обладающий искомыми свойствами, достаточно отрезать 
у равнобокой трапеции с углом 600 при большем основании «уголок» - см. рисунок. 
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Или же можно взять правильный пятиугольник с углами 1080, и, с его помощью, 
построить пятиугольник, все стороны которого соответственно параллельны сторонам 
правильного пятиугольника, но не равны между собой. 
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Задача 5. (А.Мякишев) 
Имеются две параллельные прямые p1 и p2. Точки А и В лежат на p1, а С – на p2. Будем 
перемещать отрезок ВС параллельно самому себе и рассмотрим все треугольники 

, полученные таким образом. Найдите геометрическое место точек, являющихся в 
этих треугольниках: 

CBA ′′

а) точками пересечения высот; 
б) точками пересечения медиан; 
в) центрами описанных окружностей. 
Решение: 
Во всех случаях получится прямая с выколотой точкой, которая соответствует случаю, 
когда треугольник вырождается в отрезок. 
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В первом случае, очевидно,   имеем прямую, перпендикулярную ВС и проходящую через 
вершину А. 
Во втором случае ответом будет прямая, параллельная данным прямым и делящая отрезок 
с концами на этих прямых в отношении 1:2, считая от первой прямой. В самом деле, 
отрезок ВС движется с постоянной скоростью, значит, и его середина движется с 
постоянной скоростью. Точка пересечения медиан делит отрезок, соединяющий вершину 
А с серединой ВС в постоянном отношении 2:1, и, следовательно, эта точка также будет 
двигаться с постоянной скоростью по некоторой прямой. В предельном случае получаем 
точку М0 , которая делит отрезок АС0 (равный и параллельный ВС, но проходящий через 
вершину А) в отношении 1:2, поскольку она должна делить в отношении 2:1 отрезок, 
соединяющий точку А и середину АС0. 
Можно рассуждать иначе: проведем через точку - середину ВС  перпендикуляр к 
данным прямым и с концами на  этих прямых. Получим пару равных треугольников с 
общей вершиной в . Отсюда следует, что середины будут лежать на прямой , 
равноотстоящей от данных прямых. Затем проведем перпендикуляр через М  с концами на 
р

1A

1A m

1 и m. Получим пару подобных треугольников с общей вершиной М,  причем 
коэффициент подобия равен 2. Значит, центры тяжести лежат на прямой, параллельной р1 
и m, причем прямая делит общий перпендикуляр в отношении 2:1. И т.д. 
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Наконец, так как серединные перпендикуляры к отрезкам АС и ВС движутся также с 
постоянными скоростями, то и точка их пересечения (центр описанной окружности) будет 
перемещаться по прямой. 
Можно также заметить, что эта прямая является серединным перпендикуляром к отрезку 
АК, симметричному отрезку АС0 (в который вырождается треугольник при совпадении 
точек А и В) относительно перпендикуляра из вершины А. 
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Как известно, если около трапеции можно описать окружность, то она равнобокая. 
Отсюда сразу следует, что все окружности, описанные около треугольников CBA ′′ , будут 
вторично пересекать прямую р2 в одной и той же точке К, так что АК=ВС.  Поэтому 



центры этих окружностей должны быть равноудалены от точек А и К. Эти рассуждения 
дают нам также еще один способ доказательства того, что искомое ГМТ есть прямая (с 
выколотой точкой). 
Задача 6. (А.Хачатурян) 
Сторону АВ треугольника АВС разделили на n равных частей (точки деления В0=А, В1, 
В2, … ,Вn=В), а сторону АС этого треугольника разделили на (n+1) равных частей (точки 
деления С0=А, С1, С2, …, Сn+1=C). Закрасили треугольники CiBiCi+1. Какая часть площади 
треугольника закрашена? 
Решение: 
Покажем, что закрашенная часть составляет ровно половину площади всего треугольника. 
Для этого из точек В1, ..., Bn опустим перпендикуляры на сторону АС. Эти 
перпендикуляры являются высотами треугольников CiBiCi+1 с одинаковыми основаниями, 
причем, как следует из соображений подобия, 1ihhi = . Отсюда вытекает, что таким же 
соотношением будут связаны площади окрашенных треугольников: . 1iSSi =
(на рисунке изображен случай n=4) 
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Опустив затем перпендикуляры из точек С1, ..., Сn  на сторону АС, и рассуждая 
аналогично, получим такое же соотношение для площадей незакрашенных треугольников. 
Осталось заметить, что площадь первого закрашенного треугольника равна площади 
первого незакрашенного (их основания равны, а высота h1 общая). 
Можно было завершить доказательство  и по-другому, просто сложив площади 
заштрихованных треугольников: 
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Отметим наконец, что равенство площадей соответствующих пар треугольников 
(закрашенного и незакрашенного) можно получить практически без вычислений, 
воспользовавшись тем, что прямые  параллельны друг другу ( по теореме, обратной 
теореме Фалеса). Тогда 

iiCB
( ) ( )iiiiii CBCSCBBS 11 −− ∆=∆  (у них общее основание , а 

вершины лежат на прямой, параллельной основанию- стало быть, и высота к основанию 
общая) и  (вершина -общая, а  по условию). 

iiCB

( ) ( 11 +− ∆=∆ iiiiii CCBSCBCS ) iB 11 +− = iiii CCCC
Задача 7. (В. Протасов) 
Две окружности с радиусами 1 и 2 имеют общий центр в точке О. Вершина А 
правильного треугольника АВС лежит на большей окружности, а середина стороны ВС 
– на меньшей. Чему может быть равен угол ВОС? 
Решение: 
Этот угол равен либо 600, либо 1200. 
Первый способ. 
 В данной конструкции окружность, проходящая через вершины В и С правильного 
треугольника и касающаяся в этих точках его сторон, будет также проходить и через 
общий центр двух окружностей.  
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Из этого утверждения следует, что в случае «верхнего» (на рисунке) 

треугольника 00
11111 60120

2
1

2
1

==∠=∠ CIBOCB , т.к. вписанный угол равен половине 

центрального. По той же причине для «нижнего» треугольника получим . 0
11 120=∠ OCB

Для доказательства самого утверждения воспользуемся следующим легко проверяемым 
свойством правильного треугольника: 
Пусть I1 – центр окружности, касающейся сторон АВ и АС правильного треугольника 
АВС в точках В и С соответственно, а K– середина стороны ВС. Тогда точка К делит  
отрезок АI1 в отношении 3:1, причем I1K равен половине радиуса этой окружности. 



R

R R

R
B

M

O1

I1

K

A

C

 
 
Теперь докажем основное утверждение. 
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Проведем прямую АО и отметим точки P и Q ее пересечения с окружностью единичного 
радиуса. Точки M , O1  и K делят отрезок АI1 на четыре одинаковые части, каждая из 

которых равна 
2
R , где R – радиус окружности, касающейся сторон АВ и АС в точках В и 

С. Мы хотим доказать, что ROI =1 . 
Из условия следует, что точки P и О делят отрезок AQ на три равные части, поэтому из 
теоремы, обратной теореме Фалеса следует, что отрезки MP и KQ параллельны. Но 

 - прямой, как опирающийся на диаметр, поэтому прямым будет и PKQ∠ MPK∠ . 



Медиана прямоугольного треугольника, проведенная из вершины прямого угла равна 

половине гипотенузы, поэтому  
2111
RKOMOPO === . 

Теперь осталось только заметить, что отрезок O1P является средней линией треугольника 
AI1O и, значит, равен половине . OI1

Второй способ. 
( Осечкина Мария, г. Пермь,  ФМШ № 9 ) 
Рассмотрим, например, случай, когда точки О и А лежат в одной полуплоскости 
относительно прямой ВС. 
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Пусть К – середина ВС, G- точка пересечения медиан треугольника АВС. Продолжим 
отрезок ОК до пересечения с большей окружностью в точке О1. По условию, ВК=КС, 
ОК=КО1, поэтому четырехугольник ВОСО1 является параллелограммом, 

. CBOBOC 1∠=∠⇒
Далее, заметим , что G будет также центроидом (точкой пересечения медиан) и 
треугольника АОО1, поскольку АК – медиана этого треугольника, и AG:GK=2:1. 
И так как треугольник равнобедренный, то медиана OG является также биссектрисой, 
откуда следует равенство треугольников AGO и O1GO. 
Следовательно, GCGBGOGA === 1 , т.е. точки А,В,С,О1 лежат на одной окружности, 
т.е. . 0000

1 12060180180 =−=∠−=∠ BACCBO



Аналогично рассматривая и второй случай, получим 600
. 

 
Третий способ. 
( Лысов Михаил, г. Москва, Лицей «Вторая школа» ) 
Это, пожалуй, наиболее элегантное, решение основано на использовании следующей 
классической теоремы элементарной геометрии: 
Пусть имеется некоторый отрезок АВ на плоскости и некоторое положительное число 

1≠λ . Тогда геометрическое место точек Х, таких что λ=
BX
AX , есть некоторая 

окружность. Если Р и Q –точки , которые делят отрезок АВ в отношении 
λ (внутренним и внешним образом), то эта окружность совпадает с окружностью, 
построенной на отрезке Р Q, как на диаметре. Она называется окружностью 
Аполония. 
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Поскольку из условия  нашей задачи сразу следует, что 

1
2

====
KO
AO

KC
AC

KB
AB

KG
AG , отсюда 

вытекает, что точки B,G,O,C лежат на окружности Аполония для отрезка АК и 2=λ . 
Понятно также, что  (или ). BOCBGC ∠==∠ 0120 BOC∠−0180
Задача 8.  (Д. Терешин) 
Вокруг выпуклого четырехугольника ABCD описаны три прямоугольника. Известно, что 
два из этих прямоугольников являются квадратами. Верно ли, что и третий обязательно 
является квадратом? (Прямоугольник описан около четырехугольника ABCD, если на 
каждой стороне прямоугольника лежит по одной вершине четырехугольника). 
Решение: 
Третий прямоугольник также будет квадратом. 
Доказательство основано на следующем свойстве квадрата: 
Пусть точки А и С лежат на одной паре противоположных сторон квадрата, а В и D – 
на другой. Тогда условия 1) АС (перпендикулярен)BD  и  2) АС=BD являются 
равносильными. 

⊥
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Это сразу следует из равенства  прямоугольных треугольников, показанных на рисунке. 
Проведем, далее, в нашем четырехугольнике, вписанном в два квадрата, из точки А 
прямую, перпендикулярную BD и отметим  ее точки пересечения с соответствующими 
сторонами квадрата: С1 и С2. 
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Из выше указанного свойства квадрата вытекает, что BDAC =1  и , т.е. 

, т.е. точки С
BDAC =2

21 ACAC = 1 и С2 должны совпадать. Но у двух сторон квадратов, содержащих 
эти точки, имеется только одна общая точка – С. Значит, построенный нами 
перпендикуляр совпадает с АС, и, следовательно, диагонали четырехугольника ABCD 
равны и перпендикулярны. 
Очевидно, что если четырехугольник с таким свойством вписан в прямоугольник, то 
прямоугольник является квадратом. 



 
Задача 9. (А. Мякишев) 
Пусть О – центр правильного треугольника АВС. Из произвольной точки Р плоскости 
опустили перпендикуляры на стороны треугольника или их продолжения. Обозначим 
через М точку пересечения медиан треугольника с вершинами в основаниях 
перпендикуляров. Докажите, что М – середина отрезка РО. 
Решение: 
В терминах векторов, нам нужно доказать, что .2 POPM =  
Как известно, если G – точка пересечения медиан некоторого треугольника АВС, то для 
произвольной точки Р выполняется равенство: PCPBPAPG ++=3 . С учетом этого 
свойства, задачу можно переформулировать следующим образом: 
Пусть имеется правильный треугольник АВС и произвольная точка Р. Рассмотрим 
вектора  PCPBPA ,,  , а также три вектора ( )Pna , ( )Pnb  и ( )Pnc , начало каждого из 
которых расположено в точке Р, а конец – на основании перпендикуляра, опущенного из 
точки Р на сторону треугольника. Тогда 2 ( ( )Pna + ( )Pnb + ( )Pnc )= PCPBPA ++ . 
Для доказательства рассмотрим еще шесть векторов, каждый из которых лежит на 
прямой, параллельной стороне треугольника и проходящей через точку Р.  
 

B

A

C

P

 



Начало каждого такого вектора расположено в точке Р, а конец – на одной из сторон 
треугольника. 
(На рисунке изображен случай, когда точка Р лежит внутри треугольника). 
Через эти вектора легко выразить как вектора, соединяющие Р с вершинами, так и вектора 
с концами в основаниях перпендикуляров – поскольку параллельные линии разбивают 
треугольник на правильные треугольники и параллелограммы. 
Как видим, наше утверждение доказано. 
Легко также убедиться в том, что эти же рассуждения проходят и в случае, когда точка Р 
расположена вне треугольника АВС. 
 
Задача 10. (Т. Емельянова) 
Разрежьте неравносторонний треугольник на четыре подобных треугольника, среди 
которых не все одинаковы. 
Решение: 
Пусть . Проведем отрезок ACAB ≠ CB ′′ , так чтобы ACBBCA ∠=′′∠ . 
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Ясно, что треугольники АВС и CBA ′′  подобны, при этом CB ′′  не параллелен ВС. 
Отметим середину отрезка CB ′′ , точку М, и достроим треугольник  до 
параллелограмма . Далее найдем точку А

CBA ′′
CABA ′′′ 1 пересечения АМ и ВС и построим 

параллелограмм АВ1А1С1. Отрезки А1С1, В1А1 и В1С1 осуществляют искомое разрезание. 
Замечание: 
В сущности, приведенное решение использует  т.н. симедиану треугольника. 
Симедианой называется прямая, симметричная медиане относительно биссектрисы угла 
треугольника, через вершину которого проходит медиана. 
Назовем параллелью ( к стороне ВС) треугольника любой отрезок PQ c концами на, 
соответственно, прямых АВ и АС, параллельный ВС. При этом, понятно, ABCAPQ ∠=∠  и 

. ACBAQP ∠=∠
Назовем антипараллелью ( к стороне ВС) треугольника любой отрезок RT c концами на, 
соответственно, прямых АВ и АС, такой, что  ACBART ∠=∠  и ABCATR ∠=∠ .(Как 
несложно проверить, в частности антипараллелью является отрезок, образованный 
основаниями соответствующих высот треугольника). 
Очевидно, что отрезок является параллелью тогда и только тогда, когда соответствующая 
медиана делит его пополам. 
Поскольку симметрия относительно прямой сохраняет углы и длины отрезков, из этого 
утверждения вытекает следующая  
Лемма: 
Отрезок является антипараллелью тогда и только тогда, когда соответствующая 
симедиана делит его пополам. 
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Теперь осуществим искомое разрезание. 
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Допустим, что ACAB ≠  
Пусть АА1 – симедиана треугольника,  А1С1 и А1В1 – параллели к сторонам АС и АВ 
соответственно. Поскольку А1С1АВ1 – параллелограмм, то его диагонали делятся точкой 
пересечения пополам, т.е. середина С1В1 лежит на симедиане, и потому, согласно лемме, 
отрезок С1В1 является антипараллелью. 
Легко проверить, что треугольники А1В1С1, АВ1С1, С1ВА1 и В1А1С подобны треугольнику 
АВС, и не все одинаковы (т.к. , понятно, для неравнобедренного треугольника основание 

симедианы А1 не совпадает с серединой ВС. Можно даже показать, что 2

2

1

1

AC
AB

CA
BA

=  - еще 

одно интересное свойство симедианы). 
 
Задача 11. (Л. Емельянов) 
Квадрат разрезали на n прямоугольников со сторонами .,,1, niba ii K=×  При каком 
наименьшем n в наборе { все числа могут оказаться различными? }nn baba ,,,, 11 K



Решение: 
Наименьшее значение n равно 5. 
Покажем сначала, что никакой прямоугольник (в частности, квадрат) нельзя разрезать ни 
на 2, ни на 3, ни на 4 прямоугольника с различными сторонами. 
Очевидно, что если прямоугольник разрезан на 2 прямоугольника, то у них есть общая 
сторона. 
Пусть, далее, прямоугольник разрезан на 3 прямоугольника. Тогда один из них  содержит 
две вершины исходного треугольника (так как три прямоугольника должны накрыть  все 4 
вершины исходного), и мы свели задачу к предыдущему случаю (оставшаяся часть-
прямоугольник, который необходимо разбить на два). 

 
Наконец, допустим, что прямоугольник разрезан на 4 других. 
Имеем две возможности – либо один из прямоугольников разбиения содержит две 
вершины исходного (и мы сводим задачу к разрезанию прямоугольника на 3 части), либо 
каждый из прямоугольников разбиения содержит по 1 вершине исходного. 
В последнем случае рассмотрим 2 прямоугольника, содержащие соседние вершины. 
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Они должны соприкасаться (т.к. очевидно, что если бы был «зазор» между ними, то его 
нельзя было бы покрыть двумя прямоугольниками, содержащими остальные две вершины 
исходного). 
Рассмотрим тот прямоугольник из оставшихся, который содержит точку Р. Он не может 
содержать вершину С, следовательно, он содержит вершину D  и , значит, имеет общую 
сторону с первым прямоугольником. 
Предъявим теперь одно из возможных разрезаний квадрата на 5 различных 
прямоугольников. 
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Задача 12. (В. Смирнов) 
Постройте четырехугольник по заданным сторонам a,b,c и d и расстоянию l между 
серединами его диагоналей. 
Решение: 
Пусть ABCD- искомый четырехугольник, YXSRQPdDAcCDbBCaAB ,,,,,,,,, ==== - 
середины отрезков AB,BC,CD,DA,AC,BD соответственно. Так как QX,SY -  средние линии 

треугольников АВС и ABD, то .
2
aYSQX ==  Аналогично, .

2
cXSQY ==  Следовательно, 

зафиксировав точки Х и Y и построив треугольники XYQ и XYS, мы найдем точки Q и  S. 
Аналогично находятся точки P и R. Проведя теперь через P,Q,R,S прямые, параллельные, 
соответственно, QX,PX,QY,PY, получим искомый четырехугольник. 
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Задача 13. (А.Заславский) 
Дан треугольник АВС и две прямые , . Через произвольную точку D на стороне АВ 
проводится прямая, параллельная , пересекающая АС в точке Е, и прямая, параллельная 

, пересекающая ВС в точке F. Построить точку D, для которой отрезок EF имеет 
наименьшую длину. 

1l 2l
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Решение: 
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Пусть Р – точка пересечения перпендикуляров к АС в точке Е и к ВС в точке F. Когда D 
двигается по АВ, стороны четырехугольника DEPF сохраняют направления, и, так как три 
вершины четырехугольника двигаются по прямым, четвертая также движется по прямой. 



Следовательно, середина отрезка СР, являющаяся центром окружности треугольника 
СEF, также двигается по прямой. Значит, все эти окружности имеют общую хорду, т.е. 
помимо С – еще одну общую точку Q. Поскольку хорда EF опирается на постоянный угол 
С, то ее длина будет минимальной при минимальном радиусе описанной около СEF 
окружности. Однако среди всех окружностей, содержащих общую хорду, минимальный 
радиус, очевидно, будет иметь та из них, для которой эта хорда CQ является диаметром. 
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Отсюда вытекает, например, следующий способ построения точки D. 
Проведем через А прямую, параллельную и найдем точку U ее пересечения с ВС. Через 
В проведем прямую, параллельную  и найдем точку V ее пересечения с АС. Пусть Q- 
вторая точка пересечения окружностей, описанных около ACU и BCV, Е – вторая точка 
пересечения окружности с диаметром CQ и прямой АС. Тогда прямая, проходящая через Е 
и параллельная , пересекает АВ в искомой точке. 

2l

1l

1l
Задача 14. (Л. Емельянов). 
Пусть Р – произвольная точка внутри треугольника АВС. Обозначим через А1,В1 и С1 
точки пересечения прямых АР, ВР и СР соответственно со сторонами ВС, СА и АВ. 
Упорядочим площади треугольников АВ1С1, А1ВС1, А1В1С, обозначив меньшую через S1, 
среднюю- S2, а большую – S3. Докажите, что 3221 SSSSS ≤≤ , где S – площадь 
треугольника А1В1С1. 
Решение: 
Первый способ. 
Назовем треугольник А1В1С1 чевианным треугольником точки Р.  
Оказывается, любой треугольник АВС можно подходящим аффинным преобразованием 
перевести в некоторый остроугольный треугольник CBA ′′′ , так что точка Р переходит в 
его ортоцентр, а чевианный треугольник Р -  в ортотреугольник  (треугольник, 
образованный основаниями высот). 

CBA ′′′
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Действительно, возьмем произвольный отрезок CB ′′ , и отметим на нем такую точку ′
1A , 

что 
1

1

1

1

CA
BA

AC
AB

=
′′
′′

, а затем восстановим в этой точке перпендикуляр к . На этом 

перпендикуляре построим точку А

CB ′′

0 , такую, что 
20
π

=′′∠ CAB  (точка пересечения 

перпендикуляра с окружностью, построенной на CB ′′ , как на диаметре). 
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Далее, рассмотрим точку A ′′  на этом перпендикуляре и опустим высоту  на 1CB ′′′ CA ′′′ . 

Если  A ′′ расположена близко к точке А0 , то отношение 
1

1

CA
CC
′′′′
′′′

 очень велико, а если A ′′  

удаляется по перпендикуляру на бесконечность, то отношение стремится к нулю. Из 
соображений непрерывности следует, что найдется некоторая точка A′  на 

перпендикуляре, такая что 
1

1

1

1

AC
CC

CA
CC

=
′′
′′

. Соответственное равенство третьей  пары 

отношений гарантировано теоремой Чевы.  
Как известно, для любых двух треугольников АВС и CBA ′′′  существует единственное 
аффинное преобразование, отображающее первый треугольник на второй. Поскольку 
аффинное преобразование прямые переводит в прямые , а также сохраняет отношение 



длин отрезков – мы нашли аффинное преобразование, переводящее чевианный 
треугольник в некоторый ортотреугольник. 
Кроме того, аффинное преобразование сохраняет и отношение площадей. 
Сказанное означает, что нам достаточно доказать утверждение задачи для остроугольного 
треугольника и его ортоцентра. 
Не ограничивая общности, будем считать, что площади треугольников АВ1С1, А1ВС1, 
А1В1С соответственно равны S1,  S2,  и S3. Эти треугольники подобны исходному с 
коэффициентами  соответственно, поэтому CBA cos,cos,cos

321 SSS ≤≤ CBACBA
S
S

S
S

S
S

ABCABCABC

≥≥⇔≤≤⇔≤≤⇔ 222321 coscoscos  - поскольку все 

углы острые, косинусы положительны и убывают. Из последней цепочки неравенств 

следует, что 
3
π

≤C  и 
3
π

≥A  (иначе )π≠++ CBA .  

Докажем теперь, что SSS ≤21 . 

⇔≤⋅⇔≤ 121
21 S

S
S
SSSS  (после возведения в квадрат и деления числителя и 

знаменателя на  )  ABCS 2

( ) 1
coscoscos1

coscos
2222

22

≤
−−−

⋅

CBA
BA . 

Но, как нетрудно проверить, в любом треугольнике имеет место равенство: 
CBACBA coscoscos2coscoscos1 222 ⋅⋅=−−− , поэтому наше неравенство равносильно 

CCCCBABA ≥⇔≤⇔≤⇔⋅⋅≤⋅
3

cos
2
1cos

4
1coscoscos4coscos 222222 π . 

Аналогично доказывается, что 32SSS ≤ . 
 
 
Второй  способ. 
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Не ограничивая общности, будем считать, что площади треугольников АВ1С1, А1ВС1, 
А1В1С соответственно равны S1,  S2,  и S3.  
Пусть точка Р имеет (относительно треугольника АВС) нормированные  барицентрические 
координаты rqp :: , т.е. 1=++ rqp . Поскольку Р расположена внутри треугольника, то 



rqp ,, - положительные величины. Выразим через них 
S
S1 . Обозначим через А2 точку 

пересечения В1С1 и АА1. Поскольку треугольники АВ1С1 и А1В1С1 имеют общее основание, 

то, очевидно, 
21

21

AA
AA

S
S

= . Далее, понятно что А2 имеет  координаты  (центр масс 

системы  и 

rqp ::2

pA2 ( ) 1Arq +  расположен на прямой АА1, а системы ( ) 1Cqp +  и  - на 

прямой В

( ) 1Brp +

1С1 ), откуда по правилу рычага имеем 
p
p

p
rq

AA
AA

2
1

221

2 −
=

+
= . 

Совершенно аналогично, 
q
q

S
S

2
12 −

=  и 
r
r

S
S

2
13 −

= . Поскольку 321 SSS ≤≤ , отсюда следует, 

что 
rqp 2

1
2
1

2
1

≤≤  или rqp ≥≥ .С учетом равенства 1=++ rqp  имеем также .
3
1;

3
1

≤≥ rp  

Докажем теперь, что SSS ≤21 . 

( )( ) pqrpqqppqqp
S
S

S
SSSS 331411121

21 ≤⇔≤−−⇔≤−−⇔≤⋅⇔≤
3
1

≥⇔
r
pq . 

Но 
r
q

r
pqqpqp

3
1

3
1

3
1

≥⇒≥⇒≥ . Наконец, 
3
1

3
11 ≥⇒≥⇒≥

r
q

r
qrq . 

Точно также доказывается, что 32SSS ≤  (используя неравенство 
3
1

≤r ). 

Замечание: 
Идеи, на которых основывалось  доказательство, можно реализовать, не используя 

геометрию масс. Например, ввести отношения 
1

1

1

1

1

1 ;;
BC
AC

AB
CB

CA
BA

=== γβλ  и с помощью 

теоремы Фалеса (проводя соответствующие параллели) выразить через них отношения 
площадей. 
Третий  способ. 
( Авксентьев Евгений, г. Ростов-на-Дону, МОУ Гимназия № 5). 
Следующее симпатичное решение основано на  т.н. теореме Мёбиуса: 
Пусть Р – произвольная точка внутри треугольника АВС. Обозначим через А1,В1 и С1 
точки пересечения прямых АР, ВР и СР соответственно со сторонами ВС, СА , АВ , а 
площади треугольников АВ1С1, А1ВС1, А1В1С и А1В1С1 - S1,  S2,   S3 и S соответственно. 
Тогда . ( ) 04 321

2
321

3 =−+++ SSSSSSSS
(Это несложно доказать, используя, например, найденные нами отношения площадей в 
предыдущих рассуждениях). 
Рассмотрим функцию . По теореме Мёбиуса, 

 Кроме того, очевидно, что 
( ) 321

2
321

3 4)( SSSxSSSxx −+++=Φ
( ) .0=Φ S ( )xΦ  возрастает на ( )+∞;0  (как сумма двух 

возрастающих функций). Поэтому нам достаточно показать, что ( ) ( )3221 0 SSSS Φ≤≤Φ , 
при условии того, что . 321 SSS ≤≤

Но ( ) ( ) 03 321212121 ≤−++=Φ SSSSSSSSS ⇔ ( ) 03 32121 ≤−++ SSSSS . 

Однако 
2

21
21

SSSS +
≤  (среднее геометрическое двух положительных величин не 

превосходит их среднего арифметического), поэтому 

( ) ( ) .032
2
33

2
33 3332132121 =−≤−+≤−++ SSSSSSSSSS  



С другой стороны, ( ) ( ) 03 123232323 ≥−++=Φ SSSSSSSSS ⇔ ( ) 03 12323 ≥−++ SSSSS , 

и ( ) .033333 1
2

112312323 =−≥−≥−++ SSSSSSSSSS  
 
Задача 15. (А.Заславский) 
Дана окружность с центром в начале координат. Докажите, что найдется окружность 
меньшего радиуса, на которой лежит не меньше точек с целыми координатами. 
Решение: 

Рассмотрим поворотную гомотетию с центром в начале координат, коэффициентом 
2

1  и 

углом поворота 
4
π . Если квадрат радиуса данной окружности – четное число, то все ее 

целые точки переходят в целые, и мы получаем искомую окружность. Если квадрат 
радиуса – нечетное число, то все целые точки переходят в центры единичных квадратов с 
вершинами в целых точках, и искомая окружность получается после переноса на вектор 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1,

2
1 . 

Это достаточно очевидно из наглядных соображений – на рисунке изображено действие 
на целочисленную решетку сначала сжатием, а потом поворотом. 

7

6

5

4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8

 
Чисто формально, точка с координатами ( )yx,  под действием указанных поворота и 

растяжения, переходит в точку с координатами

22

22
yxy

yxx

+=′

−=′
. Если квадрат радиуса-четное 

число, то x и y одной четности, поэтому yx ′′,  - целые и
22

222
22 Ryxyx =

+
=′+′ . 



Если же квадрат радиуса- число нечетное, то четность x и y различна, поэтому после 

сдвига на вектор ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1,

2
1  получим целую точку 

2
1

22

2
1

22
++=′′

+−=′′

yxy

yxx
 и 

22
)

2
1()

2
1(

222
22 Ryxyx =

+
=−′′+−′′ . 

Задача 16. (А.Заславский, Б.Френкин) 
В остроугольном неравностороннем треугольнике отметили 4 точки: центры вписанной 
и описанной окружностей, центр тяжести (точка пересечения медиан) и ортоцентр 
(точка пересечения высот). Затем сам треугольник стерли. Оказалось, что невозможно 
установить, какому центру соответствует каждая из отмеченных точек. Найдите 
углы треугольника. 
Решение: 
Треугольник, удовлетворяющий условию задачи, равнобедренный с углами 

4
1arccos2;

4
1arccos;

4
1arccos −π . 

Пусть АВС – исходный треугольник,  А1, В1, С1 – середины сторон ВС, СА, АВ 
соответственно. Так как треугольники АВС и А1В1С1 гомотетичны относительно общего 

центра тяжести М ( с коэффициентом 
2
1

−  ), а центр О описанной окружности 

треугольника АВС является ортоцентром треугольника А1В1С1, - точка М лежит на отрезке 
ОН (Н – ортоцентр треугольника АВС) и НМ=2МО (прямая, содержащая эти три центра, 
называется прямой Эйлера треугольника АВС). 

H
O M
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B1 A1
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A B
 

 Поэтому, если точка I (центр вписанной окружности) не лежит на одной прямой с тремя 
остальными точками, то можно однозначно установить роль каждой из точек в 
треугольнике АВС. Отметим, что эта прямая проходит не более, чем через одну вершину 
треугольника, так что можно считать, что точки А и В не лежат на ней. 



Так как CHBCOBA ∠−=∠=∠
2
π , BI является биссектрисой угла НВО. Следовательно, 

точка I лежит на отрезке ОН, причем OI=2IH (иначе роль точек устанавливается 
однозначно). По свойству биссектрисы получаем, что ВО=2ВН. Рассуждая аналогично, 

получим, что АО=2АН. Таким образом, 
2
RBHAH == , где R – радиус описной около АВС 

окружности.  
Заметим теперь, что из гомотетии, указанной в начале решения, следует также, что  

(и эти отрезки параллельны). Понятно также, что ОА12OAAH = 1=  (т.к. ARcos

ABOCBOA ∠=∠=∠ 2
2
1

2
1

1 ). Поэтому АН=
4
1coscos2

2
cos2 =⇒=⇒ AARRAR . 

Точно также доказывается, что 
4
1cos =B . 

Задача 17. (А.Мякишев) 
В треугольник АВС вписана окружность и отмечен ее центр I и точки касания P,Q,R со 
сторонами ВС, СА и АВ соответственно. Одной линейкой постройте точку К, в которой 
окружность, проходящая через вершины В и С, касается (внутреннем образом) 
вписанной окружности. 
Решение: 
Согласно известной теореме Штейнера, если на плоскости фиксирована окружность с 
отмеченным центром, то одной линейкой можно построить все то же самое, что и 
линейкой с циркулем.  
Но применение стандартных методов, не учитывающих особенностей заданной в условии 
конструкции, требует изрядного количества «шагов». Естественно, требовалось при 
построении ограничиться минимальным количеством линий. 
Оказывается, можно обойтись всего лишь четырьмя! 
Сразу заметим, что если АВ=АС, то построение очевидно ( К совпадает с точкой, 
диаметрально противоположной точке Р) и будем рассматривать случай, когда АВ≠АС. 
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Построение: 

1. Проведем прямую ВС . 
2. Проведем прямую QR и отметим точку T пересечения этой прямой с прямой ВС. 
3. Построим точку Pd , диаметрально противоположную точке Р. 
4. Проведем прямую PdT и отметим точку К – вторую точку пересечения этой прямой 

с вписанной окружностью. 
Точка К и есть искомая. 
Доказательство: 
Понятно, что точка Т будет делить отрезок ВС в том же отношении, что и точка Р (по 

теореме Чевы, 1=⋅⋅
RB
AR

QA
CQ

PC
BP , а по теореме Менелая, 1=⋅⋅

RB
AR

QA
CQ

TC
BT  , 

TC
BT

PC
BP

=⇒ ). 

Пусть интересующая нас окружность построена. Тогда КР – биссектриса угла ВКС (по 
известной лемме Архимеда – пусть прямая пересекает данную окружность в точках В и 
С; рассмотрим произвольную окружность, касающуюся данной в точке К, а прямой ВС в 
точке Р; тогда прямая КР проходит через середину одной из двух дуг ВС – 
справедливость этого факта вытекает из подобия равнобедренных треугольников  и 

). 
PKO1

KOD
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По свойству биссектрисы, 1≠== λ

KC
KB

CP
BP . 

Поэтому точка К лежит на окружности Аполония  (см. решение задачи №  7, способ № 3) 
для отрезка ВС с отношением λ , построенной на РТ как на диаметре, т.е. ∠  ТКР – 
прямой, или, что тоже,  прямым является угол ∠ dPKP  . 
Из этих рассуждений следует обоснование нашего построения. 
 
Задача 18.  (В. Протасов) 
На плоскости даны три прямые , образующие треугольник, и отмечена точка О – 
центр описанной окружности этого треугольника. Для произвольной точки Х плоскости 
обозначим через точку, симметричную точке Х относительно прямой . 

321 ,, lll

iX 3,2,1, =ili

а) Докажите, что для произвольной точки М прямые, соединяющие середины отрезков 
О1О2 и М1М2 , О2О3 и М2М3 , О3О1 и М3М1 , пересекаются в одной точке; 
б) где может лежать эта точка пересечения? 
Решение: 
Первый способ. 
Покажем, что эти прямые пересекаются в точке, лежащей на окружности Эйлера .              
( Напомним, что окружностью Эйлера треугольника АВС называют окружность, 
описанную около его серединного треугольника, т.е. проходящую через середины его 
сторон. На этой окружности также лежат основания высот и середины отрезков, 
соединяющих ортоцентр с вершинами.) 
Пусть АВС – треугольник, образованный прямыми , Н – его ортоцентр. Тогда середины 
О

il
1О2 , О2О3 , О3О1 совпадают с серединами отрезков АН, ВН, СН (в дальнейшем будем 

обозначать их А1, В1, С1 ) и, стало быть, лежат на окружности Эйлера треугольника АВС. 
Действительно, стороны треугольника О1О2О3  параллельны средним линиям 
треугольника АВС и вдвое больше их, поскольку переводятся друг в друга гомотетией с 
центром в О и коэффициентом 2. Следовательно, треугольник О1О2О3 центрально 
симметричен АВС. Значит, прямая, проходящая через С и середину О1О2 , параллельна 
прямой, проходящей через О3 и середину АВ, т.е. совпадает с высотой треугольника АВС, 
а Н является центром гомотетии АВС и А1В1С1. 
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Пусть, далее, М – произвольная точка, D – середина М1М2. Тогда 2
2211

1
OMOMDC +

=  и, 

так как 11OM и 22OM  получаются друг из друга поворотом вокруг точки С на угол 2С, 

1DC  образует с каждым из них угол, равный С. Кроме того, 11OM  и 22OM  переходят в 

OM  при симметрии относительно СВ и СА соответственно, поэтому 1DC  и 

OM образуют равные углы с биссектрисой угла С (а значит, равные углы и с 
биссектрисой угла С1 в треугольнике А1В1С1 ). 
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Проведя аналогичные рассуждения для двух других середин, приходим к выводу, что 
прямые, соединяющие А1, В1, С1 с серединами сторон треугольника М1М2М3 , 
симметричны относительно биссектрис треугольника А1 В1С1 прямым, проходящим через 
А1, В1, С1 и параллельным ОМ. 
В заключении воспользуемся следующей классической теоремой планиметрии: 
Тройка прямых, выходящих из вершин треугольника, пересекается в одной точке, 
расположенной на описанной около этого треугольника окружности, тогда и только 
тогда, когда прямые, симметричные данным относительно биссектрис 
соответствующих углов, параллельны. 
(Несложное доказательство использует простой подсчет углов). 



P
 

Согласно этой теореме, тройка прямых в нашей задаче пересекается на описанной около 
треугольника А1 В1С1 окружности, т.е. на окружности Эйлера исходного треугольника. 
Второй способ. 
( Авксентьев Евгений, г. Ростов-на-Дону, МОУ гимназия № 5). 
Итак,  АВС – треугольник, образованный прямыми , Н – его ортоцентр и il CBA ′′′ ,,  - 
основания высот, опущенных на стороны ВС, СА, АВ соответственно. 
Дадим теперь следующее определение: 
Пусть имеются две подобные фигуры 1Ψ  и 2Ψ  и некоторое преобразование подобия Η , 
переводящее одну фигуру в другую. Скажем, что две фигуры 1Φ  и  одинаково 
расположены относительно  и 

2Φ

1Ψ 2Ψ , если преобразование Η также переводит 1Φ  в 2Φ . 

Теперь докажем, что точки  (середина М′
1M 3М2) и М одинаково расположены 

относительно треугольников  CBA ′′  и АВС (как известно, эти треугольники подобны с 

коэффициентом
Acos

1  , причем подобие это можно представить как композицию осевой 

симметрии относительно биссектрисы угла А и гомотетии с центром в А – см. замечание к 

решению задачи № 10). Для этого достаточно показать, что AAMAM cos1 =′  (отношение 
расстояния от отрезка до его образа равно коэффициенту подобия) и что отношение 
расстояний от точки до АВ и АС обратно пропорционально отношению расстояний от 

М до тех же сторон (т.е. прямая 

′
1M

′
1AM при симметрии относительно биссектрисы угла А 

переходит в прямую АМ). 
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Так как Q – средняя линия треугольника М′

1M 2ММ3, то она перпендикулярна АВ. Из тех 

же соображений Р перпендикулярна АС, поэтому ′
1M ′

1M - ортоцентр треугольника АРQ, 

а значит, AAM cos21 ρ=′ , где ρ - радиус окружности, описанной около АРQ (как было 

показано в решении задачи № 16). Очевидно, что 
2

1
′

=
AMρ . Равенство же обратных 

отношений до сторон вытекает из подобия заштрихованных на рисунке треугольников. 
Точно также доказывается, что ′

2M  и М одинаково расположены относительно CBA ′′  и 

АВС, а  и М - относительно ′
3M CBA ′′  и АВС. 

Теперь, если в качестве М мы выберем точку О – центр описанной около АВС 

окружности, то, очевидно, точки ′′′
321 ,, OOO будут серединами отрезков, соединяющих 

ортоцентр Н треугольника АВС с его вершинами (Поскольку прямые, соединяющие 
вершину треугольника с Н и О, симметричны относительно соответствующей 
биссектрисы, – факт, с которым мы уже сталкивались при решении задачи № 16- и 
потому, например, точка  лежит на прямой АН. Кроме того,  и ′

1O RAO =

2
cos2 1

AHAOARAH =′⇒= - и т.д.). 

Из доказанной нами одинаковой расположенности следует, что прямые ,′′
11 MO ′′

22 MO  

и  одинаково расположены относительно треугольников ,  и ′′
33 MO CBA ′′ CBA ′′ CBA ′′  

(т.е.  и одинаково расположены относительно ′′
11 MO ′′

22 MO CBA ′′  и  и т.д.- 
циклическими перестановками). 

CBA ′′
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Кроме того, понятно (ведь при подобии треугольников соответственные элементы 
переходят в соответственные, и, значит, центры описанных окружностей- друг в друга), 

что и прямые ′′AO1 ,  и ′′AO2
′′AO3  одинаково расположены относительно тех же 

треугольников, причем все эти четыре точки находятся на одной окружности – 
окружности Эйлера треугольника АВС. 
Наконец, отсюда заключаем, что углы между парами  ′′

11 MO и , и ′′AO1
′′

22 MO ′′AO2 , 

 и  одинаковы. ′′
33 MO ′′AO3

O'3O'2

O'1

A'

P

 
Таким образом, мы показали, что прямые ′′

11 MO , ′′
22 MO и ′′

33 MO  пересекаются в одной 
точке, расположенной на окружности Эйлера исходного треугольника. 
 
Задача 19. ( А. Тарасов ) 
Как известно, Луна вращается вокруг Земли. Будем считать, что Земля и Луна – это 
точки, а Луна вращается вокруг Земли по круговой орбите с периодом один оборот в 
месяц. 
Летающая тарелка находится в плоскости лунной орбиты. Она может перемещаться 
прыжками через Луну и Землю – из старого места (точки А) она моментально 



появляется в новом (в точке A′ ) так, что в середине отрезка А A′  находится или Луна, 
или Земля. Между прыжками летающая тарелка неподвижно висит в космическом 
пространстве. 
а) Определите, какое минимальное количество прыжков потребуется летающей 
тарелке, чтобы допрыгнуть из любой точки внутри лунной орбиты до любой другой 
точки внутри лунной орбиты. 
б) Докажите, что летающая тарелка, используя неограниченное количество прыжков, 
может допрыгнуть из любой точки внутри лунной орбиты до любой другой точки 
внутри лунной орбиты за любой промежуток времени, например, за секунду. 
Решение: 
a)  
Из любой точки внутри лунной орбиты можно допрыгнуть до любой другой точки внутри 
лунной орбиты за два прыжка.  Для этого оба раза надо прыгнуть относительно луны, 
сначала в момент,  когда Луна находится в точке , а второй раз когда луна в точке .  1L 2L

После двух прыжков летающая тарелка переместится на вектор 212 LL . 
(Поскольку композиция двух центральных симметрий есть параллельный перенос на 
удвоенный вектор с началом в первом центре и концом во втором – см. рис.) 

Sb(Sa(P))

Sa(P)

A B
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Для любых двух точек внутри орбиты X и Y можно найти хорду  , такую , что 21LL

212 LLXY = . 
Эту хорду можно, например, построить, проведя диаметр, параллельный (XY), и отложить 

на нем отрезок длиной 
2

XY
 , середина которого совпадает с центром окружности, а затем 

из концов этого отрезка провести перпендикуляры, которые и отсекут искомую хорду. 
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А можно рассмотреть гомотетии с центрами в точках Х и Y и коэффициентом 2. Образы 
лунной орбиты при этом должны пересечься, поскольку, если радиус лунной орбиты R  и 
центры образов- Ox, Oy, то RYZXZXYOO yx 4)(2 <++< . 

OX
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L2L1

T
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X Y

 
 
 
б)  
Пусть начальное положение Луны- L0, конечное – L1. 
Будем рассматривать пару прыжков  сначала относительно Земли, а потом относительно 
Луны , как двойной прыжок. При этом тарелка перемещается на вектор ZL2 , конец этого 
вектора- точка T – будет лежать на дуге окружности t0t1 с центром в Z  и радиусом, вдвое 



большим, чем радиус орбиты Луны. Будем такие вектора в дальнейшем обозначать просто 
T . 
Мы прыгаем мгновенно, значит, в любой момент времени мы можем прыгнуть на целое 
число прыжков k T  (чтобы прыгнуть на вектор T− , сначала надо прыгнуть относительно 
Луны, а потом относительно Земли). 
Теперь, чтобы  из точки X попасть в точку Y , надо представить вектор XY как конечную 
сумму векторов, состоящих из слагаемых вида  ii Tk , Zki ∈ , а Ti – некоторый набор точек 
на дуге t0t1, расположенных последовательно друг за другом. 
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Сначала представим XY  в виде суммы 21 vv + , так чтобы  оба этих вектора были бы 
перпендикулярны некоторым радиусам нашего сектора. Это можно сделать,  положив 

( ) 12011 ; vXYvttv −=−= λ .Поскольку 1v  перпендикулярен «серединному» радиусу при 

всех значениях λ  и при увеличении λ  по модулю  2v   стремится к 1v− , то при 

достаточно большом λ  2v  также будет перпендикулярен некоторому радиусу. 
Очевидно, что найдутся достаточно большие по модулю целые  m1 и m2  и некоторые 
точки на дуге , расположенные последовательно и  такие, что 4321 ,,, TTTT ( )1211 TTmv −=  и 

( )3422 TTmv −= . 
Искомое представление получено. 
 
Задача  20. (А.Заславский) 
Пусть I – центр сферы, вписанной в тетраэдр ABCD, DCBA ′′′′ ,,, - центры сфер, 
описанных около тетраэдров IBCD, ICDA, IDBA, IABC соответственно. Докажите, что 
сфера, описанная около ABCD, целиком лежит внутри сферы, описанной около DCBA ′′′′ . 
Эта задача оказалась своеобразной рекордсменкой – с ней не удалось справиться никому 
из принимавших участие в заочном туре. 
Решение: 



Пусть R, r – радиусы описанной и вписанной сфер ABCD, О – центр описанной сферы 
АВСD, L – центр описанной окружности треугольника АВС, Н – проекция I  на плоскость 
АВС. Из условия следует, что О и D′  лежат на перпендикуляре к плоскости АВС, 
проходящем через L, поэтому прямые DO ′  и IH параллельны. Кроме того, IDAD ′=′ (как 
радиусы сферы, описанной около IABC), OA=R, IH=r. 
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r
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Дважды применим теорему косинусов – к треугольникам ODA ′  и : IDO ′
ODAODADODADR ′∠′⋅′−′+′= cos2222 , 
ODIODIDODIDOI ′∠′⋅′−′+′= cos2222 . 

Вычитая из первого равенства второе, получим: 
( ) IHODODIIDODAADODOIR ⋅′=′∠′−′∠′⋅′=− 2coscos222 . 

Следовательно, 
r
OIROD

2

22 −
=′ .  

Аналогично доказывается, что и точки CBA ′′′ ,, удалены от О на такое же расстояние.  
Таким образом, сферы ABCD и DCBA ′′′′ ,,, концентричны (т.е. их центры совпадают) и 

ρ=′OD  - радиус сферы, описанной около DCBA ′′′′ ,,, . 

Докажем, что r
R
OIRR >

−
⇔>

2

22

ρ . 

Для этого проведем плоскость DOI. Она пересекает описанную и вписанную сферу по 
окружностям с центрами O, I  и радиусами R, r , а тетраэдр – по некоторому треугольнику. 
Вершина D этого треугольника лежит на большей окружности, а из двух других вершин 
по крайней мере одна лежит внутри этой окружности. Кроме того, меньшая окружность 
целиком лежит внутри этого треугольника и внутри большей окружности. 
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Поэтому, если провести через D хорды DX1 и DY1 большей окружности, касающейся 
меньшей, то меньшая окружность окажется строго внутри треугольника DX1Y1. Будем 
теперь «раздувать» меньшую окружность, сохраняя центр и увеличивая радиус. Из 
соображений непрерывности следует, что наступит момент, когда «раздутая» окружность 
(некоторого радиуса r ′ ) будет вписана в треугольник YXD ′′ , образованный парой 
касательных с вершиной в D.  
Этот же треугольник будет вписан в большую окружность, поэтому для него выполняется 
классическое соотношение, выражающее расстояние между центрами вписанной и 
описанной окружности через их радиусы (т.н.формула Эйлера): 

rRROI ′−= 222 . 

Следовательно, 
R
OIRr

2

22 −
=′ . Понятно также, что rr >′ . 

Задача решена. 
Задача  21. (Н. Долбилин) 
Планета «Тетраинкогнито», покрытая «океаном», имеет форму правильного тетраэдра 
с ребром 900 км. Какую площадь океана накроет «цунами» через 2 часа после 
тетратрясения с эпицентром в 
а) центре грани, 
б) середине ребра, 
если скорость распространения  цунами 300 км/час? 
Решение: 
а) 
Рассмотрим развертку в виде правильного треугольника и докажем, что кратчайший путь 
из его центра в любую точку будет на этой развертке отрезком. Пусть O - центр грани 
ABC, X - точка на грани ABD и некоторый путь из O в X пересекает сначала ребро AC. 
Если продолжить этот путь на развертке, мы попадем в некоторую точку на ребре AD. Но 
в эту точку ведет и симметричный путь через ребро AB, через которое в X можно попасть 
напрямую.  
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Поэтому площадь, которую накроет цунами, есть разность между площадью круга 
радиусом 600 км и утроенной площадью сегмента. 
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Площадь сегмента есть разность площадей сектора и треугольника: 
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цунамисег SS  

3270000180000 += π . 
 
 
б)  
Рассматривая  «двойную» развертку тетраэдра, и рассуждая как в предыдущем случае, 
убеждаемся в том, что кратчайшие пути лежат внутри заштрихованного прямоугольника.  
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Площадь, которую накроет цунами, есть разность площади круга и удвоенной площади 
сегмента. 
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Задача  22. (В. Босс) 
К граням тетраэдра восстановлены перпендикуляры в их центрах тяжести (точках 
пересечения медиан). Докажите, что проекции трех перпендикуляров на четвертую 
грань пересекаются в одной точке. 
Решение: 
Пусть АВСD – данный тетраэдр, DCBA ′′′′ ,,,  - центры тяжести граней BCD, CDA, DAB, 
ABC. Оказывается, грани тетраэдра, образованного центроидами, параллельны 
соответственным граням исходного тетраэдра. Так, например, плоскость ABC параллельна 
плоскости  и т.д. CBA ′′′

j
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D
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Действительно, пусть точки P и Q – середины АС и АВ. Так как центроид делит медиану в 
отношении 2: 1, то, по теореме, обратной теореме Фалеса, PQCB //′′ . Но , как 
средняя линия, следовательно, 

BCPQ //
BCCB //′′ . Точно также, ACCA //′′ , и, по признаку 

параллельности двух плоскостей, грани параллельны. 
Поэтому перпендикуляры, восстановленные из точек DCBA ′′′′ ,,,  к соответствующим 
граням АВСD, являются высотами тетраэдра DCBA ′′′′ ,,, . 
По теореме о трех перпендикулярах их проекции на плоскость грани  являются 
высотами этой грани и, значит, пересекаются в одной точке. Но тогда их проекции на 
параллельную плоскость АВС также пересекаются в одной точке. 

CBA ′′′
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Задача  23.  (Л. и Т. Емельяновы) 
Оклейте куб в один слой пятью равновеликими выпуклыми пятиугольниками. 
Решение: 
Например, это можно сделать следующим образом, рассмотрев такую развертку куба: 
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Задача  24.  (В. Сендеров) 

Дан треугольник, все углы которого меньше ϕ , где 
3

2πϕ < . Докажите, что в 

пространстве существует точка, из которой все стороны треугольника видны под 
углом ϕ . 
Решение: 
Первый способ. 
Пусть АВС – данный треугольник. Построим на каждой его стороне во внешнюю сторону 
дуги, вмещающие угол ϕ . Покажем, что на дугах ВС, СА, АВ найдутся точки X, Y, Z 
соответственно, такие что AZ=AY, BZ=BX, CX=CY.  Пусть АС – наибольшая сторона 
треугольника, АВ – наименьшая. Возьмем произвольную точку Z на дуге АВ, найдем на 
дуге ВС точку Х, такую, что BX=BZ (Х определяется однозначно, так как ), и 
построим точку Y, лежащую по разные стороны с В от прямой АС и такую, что AY=AZ, 
CY=CX. При Z=B имеем AY=AB, CY=CB. Следовательно, 

BCAB ≤

ϕ<∠=∠ BAYC  и Y лежит вне 
сегмента, построенного на АС. 
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 При Z=A точка Y не существует, так как . Следовательно, при некотором 
промежуточном положении точки Z, точка Y попадает на дугу АС.  

BCAC ≥
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Осталось доказать, что из треугольников ABC, ABZ, BCX, ACY можно склеить тетраэдр, 
т.е. что хотя бы в одной из вершин А, В, С  угол треугольника АВС меньше суммы  
примыкающих к той же вершине углов двух других треугольников. Если это не так, то 

πππϕπ =⋅−>−≥∠+∠+∠
3

23333CBA  - противоречие. 

(Мы воспользовались известной теоремой стереометрии: три плоских углов с общей 
вершиной образуют трехгранный угол тогда и только тогда, когда любой из них меньше 
суммы двух других). 
 
Второй способ. 
( Печёнкин Николай,  г. Москва, школа № 192) 
Для каждого из отрезков АВ, ВС  и СА построим на плоскости множество точек, из 
которых эти отрезки видны под углом ϕ  - получим 6 дуг. Для ВС пусть это множество 

Aω , для АС - Bω  и для  АВ - Cω . K, L, M  - точки пересечения этих множеств. 



Очевидно, существует область, лежащая внутри всех трех областей с границами из двух 
дуг (этой области, например, принадлежит точка Ферма-Торичелли, из которой все 

стороны треугольника видны под углом 
3

2π ). 
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Понятно, что М  лежит в  области, ограниченной Aω , L –  Bω , а К – Cω . 
Далее, множество точек пространства, из которых отрезок ВС  виден под углом ϕ  - 
поверхность, получающаяся при вращении Aω  относительно ВС. Обозначим ее . 
Аналогично получим еще две поверхности - . Пересечением  и  будет 
некоторая непрерывная кривая, проходящая через С и К, причем К лежит внутри тела, 
ограниченного , а С – вне его. Значит, линия пересечения  и  будет также 
пересекать и . 
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Âòîðàÿ îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Çàî÷íûé òóð

1. (Â.Ñìèðíîâ) Äâå ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè, ïåðåñåêàþùèåñÿ ïîä óãëîì 46◦, ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèì-
ìåòðèè ôèãóðû F . Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî îñåé ñèììåòðèè ìîæåò èìåòü ýòà ôèãóðà?
Ðåøåíèå. Îòâåò: 90.
Ïóñòü l1, l2 � îñè ñèììåòðèè F . Ïðèìåíèâ ïîñëåäîâàòåëüíî ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî l1, ñèì-
ìåòðèþ îòíîñèòåëüíî l2 è ñíîâà ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî l1, ïîëó÷èì ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé, ñèììåòðè÷íîé l2 îòíîñèòåëüíî l1 (ðèñ.1). Ñëåäîâàòåëüíî, îñÿìè ñèììåòðèè F áóäóò
âñå ïðÿìûå, îáðàçóþùèå ñ l1 óãëû 46◦, 2 ·46◦, . . . , n ·46◦, . . .. Òàê êàê 46n ïðè n < 90 íå äåëèòñÿ
íà 180, ýòè ïðÿìûå äëÿ n = 1, . . . , 90 ðàçëè÷íû, ò.å. F èìååò ïî êðàéíåé ìåðå 90 îñåé ñèì-
ìåòðèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðàâèëüíûé 90-óãîëüíèê óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è è èìååò
ðîâíî 90 îñåé ñèììåòðèè.

� �

� �

Ðèñ.1

2. (À.Àêîïÿí) Òî÷êè A, B äâèæóòñÿ ñ ðàâíûìè ñêîðîñòÿìè ïî äâóì ðàâíûì îêðóæíîñòÿì. Äî-
êàæèòå, ÷òî ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê AB ïðîõîäÿò ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó.
Ðåøåíèå. (Íàéäåíî äåâÿòèêëàññíèêîì ìîñêîâñêîé ãèìíàçèè 1543 Íèêèòîé Áàêàí÷åâûì) Ïóñòü
l � ïðÿìàÿ, ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îêðóæíîñòè ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà, A′ �
òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ A îòíîñèòåëüíî l. Òîãäà òî÷êè B è A′ äâèæóòñÿ ïî îäíîé îêðóæíîñòè ñ
ïðîòèâîïîëîæíûìè ñêîðîñòÿìè, è çíà÷èò, ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó A′B íå ìåíÿ-
åòñÿ. Òî÷êà åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ l ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà AA′B,
ñëåäîâàòåëüíî, ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê AB âñå âðåìÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ýòó òî÷êó.

3. (Ôîëüêëîð) Íà êàðòå óêàçàíû îòðåçêè òðåõ ïðÿìîëèíåéíûõ äîðîã, ñîåäèíÿþùèõ òðè äåðåâíè,
íî ñàìè äåðåâíè ðàñïîëîæåíû çà ïðåäåëàìè êàðòû. Êðîìå òîãî, íà êàðòå íå óêàçàíà ïîæàð-
íàÿ ÷àñòü, íàõîäÿùàÿñÿ íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè îò òðåõ äåðåâåíü, õîòÿ ìåñòî åå ðàñïîëîæåíèÿ
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íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ êàðòû. Ìîæíî ëè íàéòè ýòî ìåñòî ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè, åñëè
ïðîâîäèòü ïîñòðîåíèÿ òîëüêî â ïðåäåëàõ êàðòû?
Ðåøåíèå. Âîçüìåì íà êàðòå ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó P . Ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì P è äîñòàòî÷-
íî ìàëûì êîýôôèöèåíòîì k òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äîðîã ïåðåéäóò â íåêîòîðûå òî÷êè A, B, C,
ëåæàùèå â ïðåäåëàõ êàðòû, òàê ÷òî ìîæíî íàéòè öåíòð O îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC
îêðóæíîñòè. Ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì P è êîýôôèöèåíòîì 1/k ïåðåâîäèò O â èñêîìóþ òî÷êó.

4. (À.Ãîðñêàÿ, È.Áîãäàíîâ) à) Äàíû äâà êâàäðàòà ABCD è DEFG, ïðè÷åì òî÷êà E ëåæèò íà
îòðåçêå CD, à òî÷êè F , G âíå êâàäðàòà ABCD. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè AE è BF .
á) Äàíû äâà ïðàâèëüíûõ ïÿòèóãîëüíèêà OKLMN è OPRST , ïðè÷åì òî÷êà P ëåæèò íà îò-
ðåçêå ON , à òî÷êè R, S, T âíå ïÿòèóãîëüíèêà OKLMN . Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè KP
è MS.
Ðåøåíèå. à) Ïóñòü H � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îïèñàííûõ îêîëî êâàäðàòîâ îêðóæíîñòåé
(ðèñ.4.1). Ò.ê 6 AHD = 45◦, 6 DHF = 90◦, 6 EHF = 135◦, òî÷êè A, E, H ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé. Àíàëîãè÷íî, òî÷êè B, H, F ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé óãîë
ðàâåí 6 BHA = 45◦.

�

�

�
�

�

��

�

Ðèñ.4.1

á) Îòâåò: 72◦. Ðåøåíèå àíàëîãè÷íî ï. à) (ðèñ.4.2).

�

�

�

�

�

�

�

�

�
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Ðèñ.4.2

5. (À.Òàðàñîâ) à) Ñëîæèòå êâàäðàò 10× 10 èç ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñêè 1× 118.
á) Ñëîæèòå êâàäðàò 10× 10 èç ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñêè 1× (100 + 9

√
3) (ïðèìåðíî 1x115.58).

Â îáîèõ ïóíêòàõ ïîëîñêó ìîæíî ñãèáàòü, íî íå ðàçðûâàòü.
Ðåøåíèå. à) Ïóñòü òî÷êè A, B ðàñïîëîæåíû íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ ïîëîñêè íà ðàñ-
ñòîÿíèè 10 îò êðàÿ, C, D íà ðàñòîÿíèè 12. Ñîãíóâ ïîëîñêó ïî ñãèáàì, ïîêàçàííûì íà ðèñ.5.1,
ðàñïîëîæèì åå ÷àñòü, ëåæàùóþ ïðàâåå CD ðÿäîì ñ ÷àñòüþ, ëåæàùåé ëåâåå AB. Ïîâòîðèâ
ýòó îïåðàöèþ 9 ðàç è çàãíóâ îáðàçîâàâøèåñÿ ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè, ïîëó÷èì èñêîìûé
êâàäðàò.

�

�

�

�

Ðèñ.5.1

á) Ïóñòü òî÷êè A, B ðàñïîëîæåíû íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ ïîëîñêè íà ðàññòîÿíèè 10
îò êðàÿ, C, D íà ðàñòîÿíèè 10 +

√
3. Ñîãíóâ ïîëîñêó ïî ñãèáàì, ïîêàçàííûì íà ðèñ.5.2, ðàñ-

ïîëîæèì åå ÷àñòü, ëåæàùóþ ïðàâåå CD ðÿäîì ñ ÷àñòüþ, ëåæàùåé ëåâåå AB. Ïîâòîðèâ ýòó
îïåðàöèþ 9 ðàç è çàãíóâ îáðàçîâàâøèåñÿ òðåóãîëüíèêè, ïîëó÷èì èñêîìûé êâàäðàò.

�

�

�

�

Ðèñ.5.2

6. (À.Àôàíàñüåâ) à) (8-9) Äàí îòðåçîê AB ñ òî÷êîé C âíóòðè íåãî, ÿâëÿþùèéñÿ õîðäîé îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñà R. Âïèøèòå â îáðàçîâàâøèéñÿ ñåãìåíò îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó C è êàñàåòñÿ èñõîäíîé îêðóæíîñòè.
á) (9-10) Äàí îòðåçîê AB ñ òî÷êîé C âíóòðè íåãî, ÿâëÿþùåéñÿ òî÷êîé êàñàíèÿ îêðóæíîñòè
ðàäèóñà r. Ïðîâåäèòå ÷åðåç A è B îêðóæíîñòü, êàñàþùóþñÿ èñõîäíîé îêðóæíîñòè.
Ðåøåíèå. Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùèé ôàêò.
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Ëåììà. Ïóñòü îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ñåãìåíò, îãðàíè÷åííûé äóãîé è õîðäîé AB, êàñàåòñÿ
äóãè â òî÷êå C, à õîðäû â òî÷êå D. Òîãäà CD � áèññåêòðèñà óãëà ACB.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü O � öåíòð áîëüøîé îêðóæíîñòè, O′ � öåíòð ìàëîé, L � ñåðåäèíà
äóãè AB, íå ñîäåðæàùåé òî÷êè C (ðèñ.6). Òàê êàê O′ ëåæèò íà îòðåçêå OC, à O′D ‖ OL,
ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè O′DC è OLC ïîäîáíû. Ñëåäîâàòåëüíî, D ëåæèò íà îòðåçêå
CL è ïðÿìàÿ CD äåëèò óãîë ACB ïîïîëàì.

� �

�

�

� �
�

�

Ðèñ.6

Òåïåðü ïðèâåäåì ðåøåíèå çàäà÷è.
à) Ïóñòü èñêîìàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ äàííîé â òî÷êå X. Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî AX/XB =
AC/CB. Ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óñëîâèþ, � ýòî îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì íà
ïðÿìîé AB (îíà íàçûâàåòñÿ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ òî÷åê A è B). Âîçüìåì ëþáóþ èç òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ ñ äàííîé, ñîåäèíèì åå ñ öåíòðîì äàííîé îêðóæíîñòè
è íàéäåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ ïåðïåíäèêóëÿðîì, âîññòàâëåííûì èç C ê AB.
Ïîëó÷èì öåíòð èñêîìîé îêðóæíîñòè. Çàäà÷à èìååò äâà ðåøåíèÿ, òàê êàê îêðóæíîñòü ìîæíî
âïèñàòü â ëþáîé èç äâóõ ñåãìåíòîâ, íà êîòîðûå õîðäà AB äåëèò äàííûé êðóã.
á) Àíàëîãè÷íî ï.à) ïîñòðîèì îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ è íàéäåì îòëè÷íóþ îò C òî÷êó åå ïåðå-
ñå÷åíèÿ ñ äàííîé îêðóæíîñòüþ. Èñêîìàÿ îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç ýòó òî÷êó è òî÷êè A, B.
Çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

7. (Ä.Êàëèíèí) Âíóòðè êâàäðàòà ABCD âçÿòà òî÷êà E, à âíå � òî÷êà F , òàê ÷òî òðåóãîëüíèêè
ABE è BCF ðàâíû. Íàéäèòå óãëû òðåóãîëüíèêà ABE, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îòðåçîê EF ðàâåí
ñòîðîíå êâàäðàòà, à óãîë BFD � ïðÿìîé.
Ðåøåíèå. Òàê êàê óãîë BFD ïðÿìîé, òî÷êà F ëåæèò íà îïèñàííîé îêîëî êâàäðàòà îêðóæ-
íîñòè, ò.å. 6 BFC = 135◦ = 6 AEB (òàê êàê äâà äðóãèõ óãëà òðåóãîëüíèêà AEB, î÷åâèäíî,
îñòðûå). Òàê êàê 6 ABE = 6 CBF 1, 6 EBF = 90◦ è BE/EF = 1√

2
= BE/AB. Ïðèìåíÿÿ

ê òðåóãîëüíèêó ABE òåîðåìó ñèíóñîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî sin 6 EAB = BE sin 6 AEB/AB = 1/2.
Ñëåäîâàòåëüíî, 6 EAB = 30◦, 6 EBA = 15◦ (ðèñ.7).

1íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñëó÷àé 6 ABE = 6 BCF íåâîçìîæåí.
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Ðèñ.7

8. (À.Áëèíêîâ) Îòðåçîê AB äåëèò êâàäðàò íà äâå ÷àñòè, â êàæäóþ èç êîòîðûõ ìîæíî âïèñàòü
îêðóæíîñòü. Ðàäèóñû ýòèõ îêðóæíîñòåé ðàâíû r1 è r2, ïðè÷åì r1 > r2. Íàéäèòå äëèíó AB.
Ðåøåíèå. Åñëè îòðåçîê AB ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüþ êâàäðàòà, òî îí äåëèò êâàäðàò íà äâà ðàâ-
íûõ òðåóãîëüíèêà, è r1 = r2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çàäà÷è. Åñëè æå îäíà èç ÷àñòåé
ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêîì, òî ñóììà åãî ñòîðîíû AB ñ ïðîòèâîïîëîæíîé áîëüøå ñóììû
äâóõ äðóãèõ ñòîðîí (ðèñ.8.1), è âïèñàòü â íåãî îêðóæíîñòü íåëüçÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, AB äåëèò
êâàäðàò íà òðåóãîëüíèê è ïÿòèóãîëüíèê (ðèñ.8.2).

�

�

Ðèñ.8.1

Îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñàìè r1, r2 ÿâëÿþòñÿ âíåâïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòÿìè ïðÿìî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Çíà÷èò, r1 = (AB + BC + CA)/2, r2 = (BC + CA − AB)/2, è
AB = r1 − r2.
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Ðèñ.8.2

9. (À.Êàíåëü) Ïóñòü ïðÿìàÿ L(α) ñîåäèíÿåò òî÷êè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, îòâå÷àþùèå óãëàì α
è π − 2α. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè α + β + γ = 2π, òî ïðÿìûå L(α), L(β) è L(γ) ïåðåñåêàþòñÿ â
îäíîé òî÷êå2.
Ðåøåíèå. Ïóñòü A, B, C � òî÷êè îêðóæíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå óãëàì α, β, γ. Ïåðïåíäè-
êóëÿð èç öåíòðà îêðóæíîñòè ê ïðÿìîé AB ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé
óãëó (α + β)/2 = π − γ/2, à ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé L(γ) � â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé óãëó
(γ + π − 2γ)/2 = π/2 − γ/2. Ñëåäîâàòåëüíî, L(γ) � âûñîòà òðåóãîëüíèêà ABC. Àíàëîãè÷íî,
L(α), L(β) � âûñîòû ABC, è çíà÷èò âñå òðè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â åãî îðòîöåíòðå.

10. (Á.Ôðåíêèí) Ïðè êàêèõ n ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèà-
ãîíàëÿìè íà n− 2 ðàâíîáåäðåííûõ (è, âîçìîæíî, ðàâíîñòîðîííèõ) òðåóãîëüíèêîâ?
Ðåøåíèå. Îòâåò: n äîëæíî áûòü ñóììîé äâóõ ñòåïåíåé äâîéêè, ìîæåò áûòü ðàâíûõ (â ýòîì
ñëó÷àå ñàìî n � ñòåïåíü äâîéêè).
Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ðàçáèåíèÿ ABC, ñîäåðæàùèé öåíòð (ðèñ.10.1). Åñëè ñòîðîíà AB íå
ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíîé èñõîäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, òî îòðåçàåò îò íåãî ìíîãîóãîëüíèê, â êîòîðîì
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó âåðøèíàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, AB äîëæíà áûòü îñíî-
âàíèåì òðåóãîëüíèêà ðàçáèåíèÿ, è ÷èñëî îòðåçàåìûõ åþ ñòîðîí ÷åòíî. Äëÿ áîêîâûõ ñòîðîí
óêàçàííîãî òðåóãîëüíèêà ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî
ñòîðîí, êîòîðûå îòðåçàåò AB, åñòü ñòåïåíü äâîéêè. (Åñëè AB � ñòîðîíà èñõîäíîãî ìíîãîóãîëü-
íèêà, òî îíà îòðåçàåò 20 ñòîðîí.) Ýòî âåðíî è äëÿ ñòîðîí BC è AC. Òàê êàê â òðåóãîëüíèêå
ABC õîòÿ áû äâå ñòîðîíû ðàâíû, òî n = 2k + 2k + 2l = 2k+1 + 2l.

2Óñëîâèå çàäà÷è áûëî îïóáëèêîâàíî ñ îïå÷àòêîé
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Ðèñ.10.1

Îáðàòíî, ïóñòü n = 2k +2l, ïðè÷¸ì k > 0. Ïóñòü A � îäíà èç âåðøèí ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà,
à âåðøèíû B è C îòñòîÿò îò íå¸ íà 2k−1 ñòîðîí â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ. Òîãäà AB = AC, è
ñóùåñòâóåò ðàçðåçàíèå íóæíîãî âèäà, ñîäåðæàùåå 4ABC (ñì. ðèñ. 10.2).

Ðèñ.10.2

11. (À.Çàñëàâñêèé) Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè; A′, B′, C ′ �
òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå A, B, C îòíîñèòåëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí; A1, B1, C1 � òî÷êè
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ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ OA′ è BC, OB′ è AC, OC ′ è AB. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AA1, BB1, CC1

ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Ðåøåíèå. Ïóñòü Oa, Ob, Oc � òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå O îòíîñèòåëüíî BC, CA, AB. Î÷åâèä-
íî, ÷òî ïðÿìûå COc OC ′ è AB ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, òàê ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå AOa, BOb è COc ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Òàê êàê òðåóãîëüíèê OaObOc ãîìîòåòè÷åí ñåðåäèííîìó òðåãîëüíèêó ABC ñ öåíòðîì O è
êîýôôèöèåíòîì 2, îí öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷åí òðåóãîëüíèêó ABC è ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå
ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ, ïðîõîäÿò ÷åðåç öåíòð ñèììåòðèè. Íåòðóäíî
òàêæå óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî èç òðåóãîëüíèêîâ öåíòðîì îêðóæíîñòè
9 òî÷åê.

12. (Á.Ôðåíêèí) Â òðåóãîëüíèêå ABC áèññåêòðèñà óãëà A ðàâíà ïîëóñóììå âûñîòû è ìåäèàíû,
ïðîâåä�ííûõ èç âåðøèíû A. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 6 A òóïîé, òî AB = AC.
Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è íåâåðíî. Ïóñòü H, L, M � îñíîâàíèÿ âû-
ñîòû, áèññåêòðèñû è ìåäèàíû, P � ñåðåäèíà äóãè BC îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà,
íå ñîäåðæàùåé òî÷êè A (ðèñ.12).

��

�

�

�

Ðèñ.12

Åñëè óãîë A òóïîé, PM > AH. Ïîñêîëüêó L ëåæèò íà îòðåçêå AP , îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî HL <
LM , è çíà÷èò, îòðåçîê AL ìåíüøå ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà AHM , êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü,
ìåíüøå ïîëóñóììû ñòîðîí AH è AM � ïðîòèâîðå÷èå.

13. (À.Àêîïÿí) Äàíû äâå ïðÿìûå a è b, à òàêæå òî÷êè A è B. Òî÷êà X ñêîëüçèò ïî ïðÿìîé a, à
òî÷êà Y ïî ïðÿìîé b, òàê ÷òî AX ‖ BY . Íàéäèòå ÃÌÒ ïåðåñå÷åíèÿ AY ñ XB.
Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì ÷åðåç A ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ b è ïåðåñåêàþùóþ a â òî÷êå U . Àíàëî-
ãè÷íî, ïðîâåäåì ÷åðåç B ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ a è ïåðåñåêàþùóþ b â òî÷êå V . Äëÿ ëþáûõ
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ òî÷åê X, Y ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ AUX è Y UB
ïàðàëëåëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè òðåóãîëüíèêè ãîìîòåòè÷íû, ò.å. ïðÿìûå AY , BX è UV ïå-
ðåñåêàþòñÿ â öåíòðå ãîìîòåòèè. Î÷åâèäíî, ÷òî òàê ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ òî÷êó ïðÿìîé UV .
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14. (À.Çàñëàâñêèé) Äàíà îêðóæíîñòü è íå ëåæàùàÿ íà íåé ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà P . Íàéäèòå
ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî îðòîöåíòðîâ òðåóãîëüíèêîâ ABP , ãäå AB � äèàìåòð îêðóæíîñòè.
Ðåøåíèå. Ïóñòü C � îðòîöåíòð; A′, B′, C ′ � îñíîâàíèÿ âûñîò ABP , ïðîâåäåííûõ èç A, B,
P ; P ′ � ïðîåêöèÿ C íà ïðÿìóþ OP (ðèñ.14). Òàê êàê 6 CC ′O = 6 CP ′O = 90◦, òî÷êè O, C,
C ′, P ′ ëåæàò íà îêðóæíîñòè, è CP · PC ′ = OP · PP ′. Àíàëîãè÷íî, CP · PC ′ = BP · PA′. Íî
A′ ëåæèò íà èñõîäíîé îêðóæíîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, BP · A′P = |R2 − OP 2|. Òàêèì îáðàçîì,
ïðîèçâåäåíèå OP ·PP ′, à çíà÷èò, è òî÷êà P ′ íå çàâèñÿò îò âûáîðà äèàìåòðà AB, ò.å. èñêîìûì
ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì áóäåò ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç P ′ è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ OP .
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15. (Â.Ïðîòàñîâ) Îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC îïèñàíà îêðóæíîñòü è â íåãî æå âïèñàíà îêðóæíîñòü,
êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ñòîðîí BC, CA, AB â òî÷êàõ A1, B1, C1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ B1C1

ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ BC â òî÷êå P , à òî÷êà M � ñåðåäèíà îòðåçêà PA1. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè
êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ èç òî÷êè M ê âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòè, ðàâíû.
Ðåøåíèå. Ïóñòü AB < AC. Òàê êàê ïðÿìûå AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, èç
òåîðåì ×åâû è Ìåíåëàÿ ïîëó÷àåì, ÷òî PB/PC = A1B/AC. Êðîìå òîãî, MB = (PB−A1B)/2,
MC = (PC + A1C)/2, MA1 = (PB + A1B)/2 = (PC − A1C)/2. Ñëåäîâàòåëüíî, MB/MA1 =
MA1/MC = A1B/A1C, ÷òî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è.

16. (Ï.Ïóøêàðü) Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC ïîñòðîåíû âî âíåøíþþ ñòîðîíó ïðàâèëüíûå
òðåóãîëüíèêè. Îêàçàëîñü, ÷òî èõ âåðøèíû îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê. Âåðíî ëè, ÷òî
èñõîäíûé òðåóãîëüíèê � ïðàâèëüíûé?
Ðåøåíèå. Îòâåò: âåðíî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà îäèí èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC,
íàïðèìåð, óãîë A > 60◦. Òîãäà ëó÷ B′C ′ ëåæèò âíå óãëà AB′C, à, òàê êàê 6 A′B′C ′ = 6 AB′C =
60◦, ëó÷ B′A′ ëåæèò âíóòðè ýòîãî óãëà, è çíà÷èò, ëó÷ A′B′ ëåæèò âíóòðè óãëà B′AC ′ (ðèñ.16).
Àíàëîãè÷íî, ëó÷ A′C ′ ëåæèò âíóòðè ýòîãî óãëà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó 6 B′A′C ′ =
6 BA′C = 60◦.
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17. (À.Çàñëàâñêèé) Â äâóõ îêðóæíîñòÿõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ â òî÷êàõ A è B, ïðîâåäåíû ïàðàëëåëü-
íûå õîðäû A1B1 è A2B2. Ïðÿìûå AA1 è BB2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X, à ïðÿìûå AA2 è BB1 �
â òî÷êå Y . Äîêàæèòå, ÷òî XY ‖ A1B1.
Ðåøåíèå. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî òî÷êè A, B, X, Y ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè, ò.å. 6 XAY = 6 XBY . Íî 6 XAY = 6 BAA2 − 6 BAX = 6 BAA2 − 6 BB1A1,
6 XBY = 6 B2BA− 6 AA1B1. Ïðè ýòîì èç ïàðàëëåëüíîñòè A1B1 è A2B2 ñëåäóåò, ÷òî 6 ABB1 +
6 A1B1B = 6 BAA2 + 6 B2A2A, îòêóäà, î÷åâèäíî, è âûòåêàåò èñêîìîå óòâåðæäåíèå.

18. (À.Àêîïÿí) ×åðåç îðòîöåíòð H òðåóãîëüíèêà ABC ïðîâåäåíû äâå ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå,
îäíà èç êîòîðûõ ïåðåñåêàåò BC â òî÷êå X, à äðóãàÿ ïåðåñåêàåò AC â òî÷êå Y . Ïðÿìûå AZ,
BZ ïàðàëëåëüíû ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìûì HX è HY . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè X, Y , Z ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñëó÷àé, èçîáðàæåííûé íà ðèñ.18. Ïóñòü U � òî÷-
êà ïåðåñå÷åíèÿ HX è BZ, V � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ HY è AZ. Òîãäà óòâåðæäåíèå çàäà÷è
ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó HU/UX = Y V/HV èëè HU/Y V = HV/XU . Â ïðÿìîóãîëüíûõ òðå-
óãîëüíèêàõ AY V è BUH óãëû AY V è BUH ðàâíû, òàê êàê èõ ñòîðîíû ïåðïåíäèêóëÿðíû.
Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû è HU/Y V = BU/AV . Àíàëîãè÷íî, HV/XU = BU/AV .
Äðóãèå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
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19. (Ë.Åìåëüÿíîâ) ×åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà T ïðîâåäåíû ïðÿìûå, ïåðïåíäèêóëÿðíûå
áèññåêòðèñàì ïðîòèâîëåæàùèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà. Ýòè ïðÿìûå îáðàçîâàëè òðåóãîëüíèê T1.
Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îïèñàííîé îêîëî T1 îêðóæíîñòè íàõîäèòñÿ â ñåðåäèíå îòðåçêà, îáðàçî-
âàííîãî öåíòðîì âïèñàííîé îêðóæíîñòè è òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà T .
Ðåøåíèå. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà T1 ÿâëÿþòñÿ âíåøíèìè áèññåêòðèñàìè óãëîâ òðåóãîëüíèêà
T0, îáðàçîâàííîãî ñðåäíèìè ëèíèÿìè T , è çíà÷èò, ïåðåñåêàþòñÿ â öåíòðàõ åãî âíåâïèñàííûõ
îêðóæíîñòåé. Ïðè ýòîì áèññåêòðèñû âíóòðåííèõ óãëîâ T0 ÿâëÿþòñÿ âûñîòàìè T1, ò.å. åãî
öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè I0 ñîâïàäàåò ñ îðòîöåíòðîì T1, à öåíòð îïèñàííîé O0 ÿâëÿåòñÿ
öåíòðîì îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû T1 è, çíà÷èò, ñåðåäèíîé îòðåçêà I0O1, ãäå
O1 � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè T1. Êðîìå òîãî, O0 � ñåðåäèíà îòðåçêà OH, ãäå O, H �
öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè è îðòîöåíòð T , à öåíòð òÿæåñòè T M äåëèò îòðåçîê HO â
îòíîøåíèè 2 : 1 (ðèñ.19). Ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì I0 è êîýôôèöèåíòîì 1

3 ïåðåâîäèò öåíòð I
âïèñàííîé îêðóæíîñòè T â M , à ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì O0 è êîýôôèöèåíòîì −3 ïåðåâîäèò M
â H. Òàê êàê êîìïîçèöèÿ ýòèõ ãîìîòåòèé åñòü öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ ñ öåíòðîì O1, O1 �
ñåðåäèíà IH.
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20. (À.Çàñëàâñêèé) Äàíû ÷åòûðå òî÷êè A, B, C, D. Òî÷êè A1, B1, C1, D1 � îðòîöåíòðû òðåóãîëü-
íèêîâ BCD, CDA, DAB, ABC. Òî÷êè A2, B2, C2, D2 � îðòîöåíòðû òðåóãîëüíèêîâ B1C1D1,
C1D1A1, D1A1B1, A1B1C1 è ò.ä. Äîêàæèòå, ÷òî âñå îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ñåðåäèíû
ñòîðîí òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Ðåøåíèå. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëü-
íèêîâ ABC, BCD, CDA è DAB, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ïóñòü X � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
îêðóæíîñòåé 9 òî÷åê òðåóãîëüíèêîâ ACD è BCD, îòëè÷íàÿ îò ñåðåäèíû AB, Y , Z, U � ñåðå-
äèíû AC, BC, CD. Òîãäà 6 Y XZ = 6 Y XU + 6 XUZ = 6 DCA+ 6 BDC = 6 BCD, ò.å. X ëåæèò
íà îêðóæíîñòè 9 òî÷åê òðåóãîëüíèêà ABC. Àíàëîãè÷íî, X ëåæèò è íà îêðóæíîñòè 9 òî÷åê
òðåóãîëüíèêà ABD. Äàëåå, òàê êàê îêðóæíîñòè 9 òî÷åê òðåóãîëüíèêîâ DA è ACB1 ñîâïàäàþò,
òî÷êà X ëåæèò òàêæå íà îêðóæíîñòÿõ 9 òî÷åê òðåóãîëüíèêîâ ABB1 è CBB1. Àíàëîãè÷íî îíà
ëåæèò íà îêðóæíîñòÿõ 9 òî÷åê òðåóãîëüíèêîâ ABA1 è BCC1, à, çíà÷èò, è íà îêðóæíîñòÿõ 9
òî÷åê òðåóãîëüíèêîâ A1B1B, BB1C1 è A1B1C1, îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.
Áîëåå êîðîòêîå ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèé ôàêò.
Ïóñòü òî÷êè U , V , W ëåæàò íà ðàâíîñòîðîííåé ãèïåðáîëå. Òîãäà îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà
UV W òàêæå ëåæèò íà ýòîé ãèïåðáîëå, à åãî îêðóæíîñòü 9 òî÷åê ïðîõîäèò ÷åðåç åå öåíòð.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðîâåäÿ ðàâíîñòîðîííþþ ãèïåðáîëó ÷åðåç òî÷êè A, B, C, D, ïîëó÷èì, ÷òî âñå
îêðóæíîñòè ïðîõîäÿò ÷åðåç åå öåíòð.

21. (À.Çàñëàâñêèé) Íà ñòîðîíàõ AB, BC, CA òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òî÷êè C ′, A′, B′. Äîêà-
æèòå, ÷òî äëÿ ïëîùàäåé ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåóãîëüíèêîâ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

SABCS2
A′B′C′ ≥ 4SAB′C′SBC′A′SCA′B′ ,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðÿìûå AA′, BB′, CC ′ ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå.
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì P1 = AB′ · BC ′ · CA′, P2 = BA′ · AC ′ · CB′. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
SA′B′C′ = (P1 + P2)/4R, ãäå R � ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ABC, è, ñëåäîâàòåëüíî

SAB′C′SBC′A′SCA′B′

SABCS2
A′B′C′

=
P1P2

(P1 + P2)2
≤ 1

4
,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè P1 = P2, ÷òî ðàâíîñèëüíî ïåðåñå÷åíèþ ïðÿìûõ AA′,
BB′ è CC ′ â îäíîé òî÷êå.

22. (À.Çàñëàâñêèé) Äàíà îêðóæíîñòü, òî÷êè A, B íà íåé è òî÷êà P . Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà îêðóæíîñòè, Y � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AX è BP . Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî
öåíòðîâ îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëüíèêîâ PXY .
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Ðåøåíèå. Ïóñòü Q � îòëè÷íàÿ îò X òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé ABX è PXY . Òîãäà
6 ABQ = 6 AXQ = 6 Y XQ = 6 Y PQ = 6 BPQ. Çíà÷èò 6 BQP = π − ( 6 BPQ + 6 QBP ) =
π − 6 ABP íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè X. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå îêðóæíîñòè PXY ïðîõîäÿò
÷åðåç Q è èõ öåíòðû ëåæàò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê PQ.

23. (À.Ìÿêèøåâ) Ïóñòü ABCD � âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, G � öåíòð òÿæåñòè åãî êàê îäíî-
ðîäíîé ïëàñòèíû (ò.å. òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîåäèíÿåò öåíòðî-
èäû òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ îáùóþ äèàãîíàëü).
à) (9-10) Ïóñòü îêîëî ABCD ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â O. Òî÷êó H îïðåäåëèì
àíàëîãè÷íî G, âçÿâ âìåñòî öåíòðîèäîâ îðòîöåíòðû. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè H, G, O ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé è HG : GO = 2 : 1.
á) (10-11) Ïóñòü â ABCD ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â I. Òî÷êîé Íàãåëÿ N îïèñàí-
íîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà íàçîâåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êè íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ñèììåòðè÷íûå òî÷êàì êàñàíèÿ
âïèñàííîé îêðóæíîñòè îòíîñèòåëüíî ñåðåäèí ñòîðîí. (Ýòè ïðÿìûå äåëÿò ïåðèìåòð ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ïîïîëàì). Äîêàæèòå, ÷òî N , G, I ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïðè÷åì NG : GI = 2 : 1.
Ðåøåíèå. à) Ïóñòü Ma è Ha � ñîîòâåòñòâåííî öåíòðîèä è îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà BCD.
Öåíòðîèäû è îðòîöåíòðû îñòàëüíûõ òðåõ òðåóãîëüíèêîâ îáîçíà÷èì àíàëîãè÷íî. Âñå òðå-
óãîëüíèêè èìåþò îáùóþ îïèñàííóþ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â O. Ðàññìîòðåâ ïðÿìûå Ýéëåðà
ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ, çàìåòèì, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê MaMbMcMd ïåðåõîäèò â ÷åòûðåõóãîëü-
íèê HaHbHcHd ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì â O è êîýôôèöèåíòîì 3. Ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ýòèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà.
á) Îáîçíà÷èì ÷åðåç M1 öåíòð òÿæåñòè ïåðèìåòðà ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Òî÷êà G ëåæèò íà îò-
ðåçêå IM1 è äåëèò åãî â îòíîøåíèè 2 : 1. Äåéñòâèòåëüíî, M1 � ýòî öåíòð òÿæåñòè ÷åòûðåõ
òî÷åê, ïîìåùåííûõ â ñåðåäèíû ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñ ìàññàìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè èõ
äëèíàì, à G � öåíòð òÿæåñòè ÷åòûðåõ òî÷åê, ïîìåùåííûõ â öåíòðàõ òÿæåñòè òðåóãîëüíè-
êîâ IAB, IBC, ICD, IDA ñ ìàññàìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè ïëîùàäÿì ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ.
Î÷åâèäíî, äâå ýòèõ ñèñòåìû òî÷åê ãîìîòåòè÷íû ñ öåíòðîì I è êîýôôèöèåíòîì 2

3 .
Ïóñòü a, b, c, d � äëèíû êàñàòåëüíûõ ê âïèñàííîé îêðóæíîñòè èç âåðøèí A, B, C, D. Î÷åâèäíî,
÷òî, åñëè ïîìåñòèòü â A, B, C, D ìàññû a, b, c, d, òî öåíòðîì òÿæåñòè ïîëó÷åííîé ñèñòåìû
áóäåò òî÷êà N , à, åñëè ïîìåñòèòü â âåðøèíû ìàññû 2a + b + d, 2b + a + c, 2c + b + d, 2d + c + a,
òî � òî÷êà M1. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî I � öåíòð òÿæåñòè ìàññ b + d, a + c, b + d, a + c.
Òî÷êà I óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ SIAB − SIBC + SICD − SIDA = 0. Ýòîìó æå ñîîòíîøå-
íèþ óäîâëåòâîðÿþò ñåðåäèíû U è V äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè òðè
òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Ìîíæà). Ïóñòü òåïåðü
X, Y � òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè BC è AD. Òîãäà ïðÿìàÿ XY
îáðàçóåò ðàâíûå óãëû ñ ýòèìè ñòîðîíàìè è ïî òåîðåìå Áðèàíøîíà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó L ïå-
ðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Ïðèìåíèâ òåîðåìó ñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêàì LXB è LY D, ïîëó÷èì, ÷òî
BL/DL = b/d. Àíàëîãè÷íî, AL/CL = a/c. Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèé SUBC/SUAD = BL/DL,
SV BC/SV AD = CL/AL, SIBC/SIAD = (b + c)/(a + d) âûòåêàåò, ÷òî I äåëèò îòðåçîê AC â
îòíîøåíèè (a + c)/(b + d), ÷òî è òðåáóåòñÿ.

24. (Ôîëüêëîð) à) ×åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó P âíóòðè äàííîé îêðóæíîñòè ïðîâîäÿòñÿ äâà
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ëó÷à, ïåðåñåêàþùèå îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A è B. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå
ìåñòî ïðîåêöèé P íà ïðÿìûå AB.
á) ×åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó P âíóòðè äàííîé ñôåðû ïðîâîäÿòñÿ òðè ïîïàðíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûõ ëó÷à, ïåðåñåêàþùèå ñôåðó â òî÷êàõ A, B, C. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ïðîåêöèé
òî÷êè P íà ïëîñêîñòè ABC.
Ðåøåíèå. à) Ïóñòü P1 � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ P îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB, P2 � òî÷êà,
ñèììåòðè÷íàÿ P îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îòðåçêà AB. Òîãäà òðåóãîëüíèêè ABP1 è ABP2 ñèì-
ìåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê AB, ñëåäîâàòåëüíî, OP1 = OP2. Òàê
êàê APBP2 � ïðÿìîóãîëüíèê, OA2 + OB2 = OP 2 + OP 2

2 , ò.å. ðàññòîÿíèå OP2 íå çàâèñèò îò
âûáîðà ëó÷åé PA, PB. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè P1, P2 ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O, à
ïðîåêöèÿ P íà AB íà îêðóæíîñòè âäâîå ìåíüøåãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â ñåðåäèíå îòðåçêà OP .

13



á) Äîñòðîèì ïèðàìèäó PABC äî ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà PAC ′BCB′P ′A′. Àíàëî-
ãè÷íî ï.à) ïîëó÷àåì, ÷òî OP ′2 = 3R2 − 2OP 2, ò.å. òî÷êà P ′ ëåæèò íà ñôåðå ñ öåíòðîì O.
Òàê êàê öåíòð òÿæåñòè M òðåóãîëüíèêà ABC ëåæèò íà îòðåçêå PP ′ è äåëèò åãî â îòíîøåíèè
1 : 2, M ëåæèò íà ñôåðå, öåíòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ íà îòðåçêå OP è äåëÿùàÿ
åãî â îòíîøåíèè 2 : 1. Äàëåå, ïðîåêöèåé O íà ïëîñêîñòü ABC ÿâëÿåòñÿ öåíòð O′ îïèñàííîé
îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC îêðóæíîñòè, à ïðîåêöèåé P � åãî îðòîöåíòð H. Òàê êàê M ëåæèò
íà îòðåçêå O′H è MH = 2MO′, MK = KH, ò.å. èñêîìûì ÃÌÒ áóäåò ñôåðà ñ öåíòðîì K è
ðàäèóñîì ðàâíûì

√
3R2 − 2OP 2/3.

25. (À.Çàñëàâñêèé) Â òåòðàýäðå ABCD äâóãðàííûå óãëû ïðè ðåáðàõ BC, CD è DA ðàâíû α, à
ïðè îñòàëüíûõ ðåáðàõ � β. Íàéäèòå îòíîøåíèå AB/CD.
Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò ðàâåíñòâî òðåõãðàííûõ óãëîâ â âåðøèíàõ A è B, C è D. Ñëåäî-
âàòåëüíî, 6 CBD = 6 CBA = 6 DAC = 6 DAB, 6 ADB = 6 CDB = 6 DCA = 6 BCA, è âñå ãðàíè
òåòðàýäðà ïîäîáíû. Ïðè ýòîì AB

BC = BC
BD = BD

CD = sin 6 BAC
sin 6 BAD

= sin α
sin β . Çíà÷èò, AB

CD =
(

sin α
sin β

)3

.

26. (Ä.Òåðåøèí) Äàíû ÷åòûðå êîíóñà ñ îáùåé âåðøèíîé è îáðàçóþùåé îäèíàêîâîé äëèíû (íî,
âîçìîæíî, ñ ðàçíûìè ðàäèóñàìè îñíîâàíèé). Êàæäûé èç íèõ êàñàåòñÿ äâóõ äðóãèõ. Äîêàæèòå,
÷òî ÷åòûðå òî÷êè êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé îñíîâàíèé êîíóñîâ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
Ðåøåíèå. Îêðóæíîñòè îñíîâàíèé êîíóñîâ ëåæàò íà ñôåðå ñ öåíòðîì â âåðøèíå êîíóñîâ è
ðàäèóñîì, ðàâíûì èõ îáðàçóþùåé. Èíâåðñèÿ ñ öåíòðîì â ëþáîé òî÷êå ýòîé ñôåðû ïåðåâîäèò
åå â ïëîñêîñòü, à îêðóæíîñòè â îêðóæíîñòè íà ýòîé ïëîñêîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ êàñàåòñÿ
äâóõ äðóãèõ. Èç òåîðåìû îá óãëå ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ÷åòûðå òî÷êè
êàñàíèÿ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò îêðóæíîñòü íà ñôåðå.
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III îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè ïàìÿòè È.Ô.Øàðûãèíà, 2007 ãîä.
Çàî÷íûé òóð

1. (Á.Ôðåíêèí) Òðåóãîëüíèê ðàçðåçàí íà íåñêîëüêî (íå ìåíåå äâóõ) òðåóãîëüíèêîâ. Îäèí èç íèõ
ðàâíîáåäðåííûé (íå ðàâíîñòîðîííèé), à îñòàëüíûå � ðàâíîñòîðîííèå. Íàéäèòå óãëû èñõîäíîãî
òðåóãîëüíèêà.
Îòâåò. 30◦, 60◦, 90◦.
Ðåøåíèå. Ñðåäè âåðøèí íåðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà íå ÿâëÿåòñÿ
âåðøèíîé èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà. Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ, ñõîäÿùèõñÿ â ýòîé
âåðøèíå, ðàâíà 180◦ èëè 360◦. Ñëåäîâàòåëüíî, óãîë òðåóãîëüíèêà êðàòåí 60◦, è òàê êàê òðå-
óãîëüíèê íå ðàâíîñòîðîííèé, ýòîò óãîë ðàâåí 120◦. Òîãäà äâà äðóãèõ óãëà ýòîãî òðåóãîëüíèêà
ðàâíû 30◦ è ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà. Óãëû
òðåóãîëüíèêà â ýòèõ âåðøèíàõ ìîãóò ðàâíÿòüñÿ òîëüêî 30◦, 90◦ èëè 150◦, ïðè ýòîì õîòÿ áû
îäèí èç äâóõ óãëîâ íå ðàâåí 30◦, à èõ ñóììà ìåíüøå 180◦. Åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé âàðè-
àíò � 30◦ è 90◦. Òàêîé òðåóãîëüíèê òðåáóåìûì îáðàçîì ðàçðåçàòü ìîæíî, íàïðèìåð, ïðîâåäÿ
ìåäèàíó èç ïðÿìîãî óãëà (ðèñ.1).

Ðèñ.1

2. (À.Áëèíêîâ) Êàæäàÿ äèàãîíàëü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàçáèâàåò åãî íà äâà ðàâíîáåäðåííûõ òðå-
óãîëüíèêà. Âåðíî ëè, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê � ðîìá?
Ðåøåíèå. Íåâåðíî. Íàïðèìåð, ïóñòü ABC � ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì óãîë B
òóïîé è íå ðàâåí 120◦, D � öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ABC. Òîãäà ÷åòûðåõóãîëüíèê
ABCD óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì çàäà÷è è íå ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì.

3. (Á.Ôðåíêèí) Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå âíóòðåííþþ òî÷êó âûïóêëîãî íåðàâíîñòîðîííåãî n-óãîëüíèêà
ñ åãî âåðøèíàìè, äåëÿò n-óãîëüíèê íà n ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n ýòî
âîçìîæíî?
Îòâåò. n = 5.
Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ïðè n = 3, 4 óêàçàííàÿ ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà. Ïðè n = 3 óãëû òðå-
óãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ, ñõîäÿùèåñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå, ðàâíû, òàê êàê ñóììà ëþáûõ äâóõ
ðàçíûõ óãëîâ ìåíüøå 180◦. Íî òîãäà ðàâíû è ïðîòèâîëåæàùèå èì ñòîðîíû, ÿâëÿþùèåñÿ ñòî-
ðîíàìè ìíîãîóãîëüíèêà.
Ìîæíî ðàññóæäàòü è ïî-äðóãîìó. Òàê êàê òðåóãîëüíèêè, íà êîòîðûå ðàçðåçàåòñÿ äàííûé òðå-
óãîëüíèê ðàâíû, òî ðàâíû ðàäèóñû îïèñàííûõ îêîëî íèõ îêðóæíîñòåé è ïëîùàäè. Èç ïåðâîãî
óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà, îïðåäåëÿþùàÿ ðàçðåçàíèå, ÿâëÿåòñÿ îðòîöåíòðîì òðåóãîëüíèêà, à
èç âòîðîãî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ åãî öåíòðîì òÿæåñòè. Íî îðòîöåíòð è öåíòð òÿæåñòè ñîâïàäàþò
òîëüêî â ïðàâèëüíîì òðåóãîëüíèêå.
Ïóñòü ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD ðàçðåçàí íà ðàâíûå òðåóãîëüíèêè îòðåçêàìè èç òî÷êè O. Òîãäà
6 OAB = 6 OCB, êàê óãëû, ïðîòèâîïîëîæíûå îäíîé è òîé æå ñòîðîíå ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ.
Àíàëîãè÷íî 6 OAD = 6 OCD, 6 OBC = 6 ODC, 6 OBA = 6 ODA. Ñëåäîâàòåëüíî, 6 A = 6 C,
6 B = 6 D, è ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì. Òàê êàê îòðåçêè èç O äåëÿò åãî íà ðàâíîâåëèêèå
òðåóãîëüíèêè, O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé, à òîãäà èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ
ñëåäóåò, ÷òî ABCD � ðîìá.
Ïðè n = 5 óêàçàííàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà (ðèñ.2).
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Ðèñ.2

4. (À.Áëèíêîâ) Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé ïàðàëëåëîãðàìì, ÷òî âñå òî÷êè ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé áèñ-
ñåêòðèñ åãî óãëîâ ëåæàò âíå ïàðàëëåëîãðàììà?
Ðåøåíèå. Íåò. Òàê êàê òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, êà-
ñàþùèõñÿ òðåõ ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà, öåíòðû ìåíüøèõ èç ýòèõ îêðóæíîñòåé âñåãäà ëåæàò
âíóòðè ïàðàëëåëîãðàììà.

5. (Ä.Øíîëü) Íåâûïóêëûé n-óãîëüíèê ðàçðåçàëè ïðÿìîëèíåéíûì ðàçðåçîì íà òðè ÷àñòè, ïîñëå
÷åãî èç äâóõ ÷àñòåé ñëîæèëè ìíîãîóãîëüíèê, ðàâíûé òðåòüåé ÷àñòè. Ìîæåò ëè n ðàâíÿòüñÿ
à) ïÿòè?
á) ÷åòûðåì?
Îòâåò. à) äà (ðèñ.3).

Ðèñ.3

á) äà (ðèñ.4).
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Ðèñ.4

6. (Á.Ôðåíêèí) à) Ñêîëüêî îñåé ñèììåòðèè ìîæåò èìåòü êëåò÷àòûé ìíîãîóãîëüíèê, ò.å. ìíîãî-
óãîëüíèê, ñòîðîíû êîòîðîãî ëåæàò íà ëèíèÿõ ëèñòà áóìàãè â êëåòêó? (óêàæèòå âñå âîçìîæíûå
çíà÷åíèÿ)
á) Ñêîëüêî îñåé ñèììåòðèè ìîæåò èìåòü êëåò÷àòûé ìíîãîãðàííèê, ò.å. ìíîãîãðàííèê, ñîñòàâ-
ëåííûé èç îäèíàêîâûõ êóáèêîâ, ïðèìûêàþùèõ äðóã ê äðóãó ãðàíÿìè?
Îòâåò. à) 0, 1, 2 èëè 4. á) 0, 1, 3, 5 èëè 9.
Ðåøåíèå. à) Âñå îñè ñèììåòðèè îãðàíè÷åííîé ôèãóðû èìåþò îáùóþ òî÷êó, òàê êàê êîìïîçè-
öèÿ ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è äâóêðàòíàÿ êîìïîçèöèÿ ñèììåò-
ðèé îòíîñèòåëüíî òðåõ íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó ïðÿìûõ ÿâëÿþòñÿ ïåðåíîñàìè. Êðîìå
òîãî, îñü ñèììåòðèè êëåò÷àòîãî ìíîãîóãîëüíèêà ïàðàëëåëüíà ñòîðîíå èëè äèàãîíàëè êëåòêè,
òàê ÷òî îñåé ñèììåòðèè íå áîëüøå 4. Ïðè ýòîì, åñëè òðè èç òàêèõ ïðÿìûõ ÿâëÿþòñÿ îñÿìè
ñèììåòðèè ìíîãîóãîëüíèêà, òî èõ êîìïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ÷åòâåðòîé
ïðÿìîé. Ïðèìåðû ìíîãîóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ 0, 1, 2 è 4 îñè ñèììåòðèè, ïðèâåäåíû íà ðèñ.5.
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Ðèñ.5

á) Àíàëîãè÷íî ï.à) ïîëó÷àåì, ÷òî âñå îñè ñèììåòðèè ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó è ïàðàëëåëüíû
ëèáî ðåáðàì ñîñòàâëÿþùèõ ìíîãîãðàííèê êóáèêîâ, ëèáî äèàãîíàëÿì åãî ãðàíåé. Ñëåäîâàòåëü-
íî, îñåé ñèììåòðèè íå áîëåå 9. Ïóñòü ïðÿìûå l, l1 ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè. Åñëè óãîë ìåæäó
íèìè íå ïðÿìîé, òî ïðÿìàÿ l2, ñèììåòðè÷íàÿ l1 îòíîñèòåëüíî l, òîæå áóäåò îñüþ ñèììåòðèè.
Åñëè æå l ⊥ l1, òî îñüþ ñèììåòðèè áóäåò òàêæå ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ èì îáåèì. Ïî-
ýòîìó âñå îñè ñèììåòðèè, êðîìå l, ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû, ò.å èõ îáùåå êîëè÷åñòâî íå÷åòíî.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âîçìîæíûìè ÿâëÿþòñÿ âñå íå÷åòíûå çíà÷åíèÿ, êðîìå 7.

7. (Á.Ôðåíêèí) Âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè. Òî÷êè êàñàíèÿ åãî ñòîðîí ñ
îêðóæíîñòüþ îáðàçóþò ìíîãîóãîëüíèê ñ òàêèì æå íàáîðîì óãëîâ (ïîðÿäîê óãëîâ ìîæåò áûòü
äðóãèì). Âåðíî ëè, ÷òî ìíîãîóãîëüíèê ïðàâèëüíûé?
Îòâåò. Äà.
Ðåøåíèå. Ïóñòü A1A2 . . . An � äàííûé ìíîãîóãîëüíèê, B1, B2,. . . ,Bn � òî÷êè êàñàíèÿ âïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè A1A2, A2A3,. . . ,AnA1. Îáçíà÷èì çíà÷åíèÿ óãëîâ ïåðâîãî
ìîãîóãîëüíèêà ÷åðåç a1, . . . , an, à âòîðîãî � ÷åðåç b1, . . . , bn. Òîãäà bi = (ai + ai+1)/2. Ïåðå-
ìíîæàÿ n òàêèõ ðàâåíñòâ, ïîëó÷àåì 2na1a2 · · · an = (a1 + a2) · · · (an−1 + an)(an + a1). Íî ïî
íåðàâåíñòâó î ñðåäíèõ ai + ai+1 ≥ 2√aiai+1. Ïîýòîìó èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
âñå óãëû ìíîãîóãîëüíèêîâ ðàâíû, à òàê êàê ìíîãîóãîëüíèê B1 . . . Bn � âïèñàííûé, òî ìíîãî-
óãîëüíèêè ïðàâèëüíûå.

8. (À.Çàñëàâñêèé) Òðè îêðóæíîñòè ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó P , à âòîðûå òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ A,
B, C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. A1, B1, C1 � âòîðûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AP , BP , CP
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îêðóæíîñòÿìè. C2 � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB1 è BA1. A2, B2

îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè A1B1C1 è A2B2C2 ðàâíû.
Ðåøåíèå. Òàê êàê ÷åòûðåõóãîëüíèêè PAB1C è PBAC1 âïèñàííûå, 6 CAC2 = 6 CAB1 =
6 CPB1 = 6 BAC1 (ðèñ.6). Àíàëîãè÷íî 6 ABC2 = 6 ABC1, ò.å òî÷êè C1, C2 ñèììåòðè÷íû
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB. Ïîâòîðèâ ýòî ðàññóæäåíèå äëÿ äâóõ äðóãèõ ïàð òî÷åê, ïîëó÷èì,
÷òî òðåóãîëüíèêè A1B1C1 è A2B2C2 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ýòîé ïðÿìîé è, ñëåäîâàòåëüíî,
ðàâíû.
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Ðèñ.6

9. (À.Çàñëàâñêèé) Äâà âûïóêëûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà òàêîâû, ÷òî ñòîðîíû êàæäîãî ëåæàò íà ñå-
ðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ ê ñòîðîíàì äðóãîãî. Íàéäèòå èõ óãëû.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ñòîðîíà C ′D′ ÷åòûðåõóãîëüíèêà A′B′C ′D′ ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäè-
êóëÿðå ê ñòîðîíå AB ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, à ñòîðîíà D′A′ íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêó-
ëÿðå ê BC. Òîãäà D′ � öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC. Àíàëîãè÷íî
A′, B′, C ′ � öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ BCD, CDA, DAB. Ñëåäîâà-
òåëüíî, B′D′ � ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê AC. Â ñâîþ î÷åðåäü AC ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûì
ïåðïåíäèêóëÿðîì ê îäíîé èç äèàãîíàëåé A′B′C ′D′, à òàê êàê AC ⊥ B′D′ è B′D′ 6‖ A′C ′,
AC � ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê B′D′, ò.å. AB′CD′ � ðîìá. Êîìïîçèöèÿ ñèììåòðèé îò-
íîñèòåëüíî ïðÿìûõ C ′D′, D′A′, A′B′ è B′C ′ îñòàâëÿåò òî÷êó A íà ìåñòå è, çíà÷èò, ÿâëÿåò-
ñÿ ïîâîðîòîì ñ öåíòðîì A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ïîâîðîòîâ ñ öåí-
òðîì D′ íà óäâîåííûé óãîë C ′D′A′ è ñ öåíòðîì B′ íà óäâîåííûé óãîë A′B′C ′, ñëåäîâàòåëüíî
6 C ′B′A′ = 6 AB′D′ = 6 B′D′A = 6 A′B′C ′. Àíàëîãè÷íî 6 B′C ′D′ = 6 D′A′B′, ò.å. A′B′C ′D′ �
ïàðàëëåëîãðàìì. Òàê êàê ñòîðîíû ABCD ïåðïåíäèêóëÿðíû ñòîðîíàì A′B′C ′D′, ABCD �
ïàðàëëåëîãðàìì ñ òàêèìè æå óãëàìè.
Òàê êàê C � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà B′C ′D′, 6 D′CB′ = 2 6 C ′D′A′ =
6 B′D′C + 6 CB′D′ = 90◦. Ñîîòâåòñòâåííî, îñòðûå óãëû ïàðàëëåëîãðàììîâ ABCD è A′B′C ′D′

ðàâíû 45◦. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äâà òàêèõ ïàðàëëåëîãðàììà, ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà
ïîâîðîòîì íà 90◦ âîêðóã îáùåãî öåíòðà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è (ðèñ.7).
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Ðèñ.7

10. (À.Çàñëàâñêèé) Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî öåíòðîâ ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ñòîðîíû
êîòîðûõ ïðîõîäÿò ÷åðåç 3 çàäàííûå òî÷êè A, B, C (ò.å. íà êàæäîé ñòîðîíå èëè åå ïðîäîëæåíèè
ëåæèò ðîâíî îäíà èç çàäàííûõ òî÷åê).
Ðåøåíèå.Ïóñòü A, B, C � äàííûå òî÷êè. Ïîñòðîèì íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC âî âíåø-
íþþ ñòîðîíó äóãè, âìåùàþùèå óãîë 60◦ è íàéäåì ñåðåäèíû A′, B′, C ′ äîïîëíèòåëüíûõ äóã.
Ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå öåíòð òðåóãîëüíèêà ñ åãî âåðøèíàìè, ïðîõîäÿò ÷åðåç A′, B′, C ′, à ïî-
ñêîëüêó âåðøèíû äâèãàþòñÿ ïî ïîñòðîåííûì îêðóæíîñòÿì ñ ðàâíûìè óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè,
óãëû, ïîä êîòîðûìè èç öåíòðà âèäíû îòðåçêè A′B′, B′C ′, C ′A′ îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Ñëå-
äîâàòåëüíî, èñêîìîå ÃÌÒ � îêðóæíîñòü A′B′C ′ (ðèñ.8).

�

� � �
�

� �

�
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�

Ðèñ.8

11. (Ä.Øíîëü) Ìàëü÷èê ñ ïàïîé ñòîÿò íà áåðåãó ìîðÿ. Åñëè ìàëü÷èê âñòàíåò íà öûïî÷êè, åãî
ãëàçà áóäóò íà âûñîòå 1 ì îò ïîâåðõíîñòè ìîðÿ, à åñëè ñÿäåò ïàïå íà ïëå÷è, òî íà âûñîòå 2 ì.
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Âî ñêîëüêî ðàç äàëüøå îí áóäåò âèäåòü âî âòîðîì ñëó÷àå. (Íàéäèòå îòâåò ñ òî÷íîñòüþ äî 0.1,
ðàäèóñ Çåìëè ñ÷èòàéòå ðàâíûì 6000 êì)
Ðåøåíèå. Èç òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ íà âûñîòå h íàä óðîâíåì ìîðÿ âèäíî íà ðàññòîÿíèå d =√

(R + h)2 −R2 =
√

2Rh− h2, ãäå R � ðàäèóñ Çåìëè (ðèñ.9). Åñëè h << R, òî ñ äîñòàòî÷íî
áîëüøîé òî÷íîñòüþ d =

√
2Rh. Ïîýòîìó èñêîìîå îòíîøåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûì

√
2 èëè

1, 4.

Ðèñ.9

12. (À.Çàñëàâñêèé) Äàí ïðÿìîóãîëüíèê ABCD è òî÷êà P . Ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç A è B è
ïåðïåíäèêóëÿðíûå, ñîîòâåòñòâåííî, PC è PD, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî PQ ⊥
AB.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü U , V � ïðîåêöèè A è B íà PC è PD, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà U è V
ëåæàò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè ABCD, è, ïðèìåíèâ ê ëîìàíîé AUCBV D òåîðåìó Ïàñêàëÿ,
ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå çàäà÷è (ðèñ.10).
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Ðèñ.10

Âòîðîå ðåøåíèå. Òàê êàê ABCD � ïðÿìîóãîëüíèê, ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ (PA, PC) è
(PB, PD) ðàâíû. Íî (PA,PC) = (PC,PA) + (PC, AQ) = (PC, PQ). Àíàëîãè÷íî, (PB, PD) =
(PD,PQ). Ñëåäîâàòåëüíî, (PQ,CD) = 0.
Òðåòüå ðåøåíèå. Ïóñòü Q′ îáðàç Q ïðè ïåðåíîñå íà âåêòîð BC. Òîãäà CQ′ ‖ BQ ⊥ DP ,
DQ′ ⊥ CP . Ñëåäîâàòåëüíî, P � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà CDQ′, è PQ′ ⊥ CD.

13. (À.Çàñëàâñêèé) Íà ñòîðîíå AB òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òî÷êè X, Y , òàêèå ÷òî AX = BY .
Ïðÿìûå CX è CY âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà â òî÷êàõ U è
V . Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïðÿìûå UV ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.
Ðåøåíèå. Ïóñòü Z � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AB è UV . Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó ñèíóñîâ ê òðåóãîëüíè-
êàì ZAU è ZBV , ïîëó÷àåì (ðèñ.11)

�

� �

��

�

�
�

Ðèñ.11

ZA

ZB
=

AU sin 6 AUZ

BV sin 6 BV Z
=

AU sin 6 ACY

BV sin 6 BCX
=

sin 6 ACX sin 6 ACY

sin 6 BCX sin 6 BCY
.

Èç òðåóãîëüíèêà ACX sin 6 ACX = AX
AC sin 6 AXC. Èç ýòîãî è òðåõ àíàëîãè÷íûõ ñîîòíîøåíèé

ïîëó÷àåì, ÷òî ZA
ZB = BC2

AC2 , ò.å. íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷åê X, Y .
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14. (À.Çàñëàâñêèé) Â òðàïåöèè ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC P è Q � ñåðåäèíû äèàãîíàëåé AC è BD,
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè 6 DAQ = 6 CAB, òî 6 PBA = 6 DBC.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü L � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé òðàïåöèè. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó
ñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêàì AQD, AQB, ALD, ALB, ïîëó÷èì, ÷òî BL/DL = (AB/AD)2. Ñëåäî-
âàòåëüíî, BC/AB = AB/AD è CL/AL = (BC/AB)2, ÷òî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è.
Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü L è M � ñåðåäèíû ñîîòâåòñòâåííî AB è AD. Òîãäà, òàê êàê PL ‖
AD, QM ‖ AB, 6 AQM = 6 QAB = 6 CAD = 6 APL, è çíà÷èò òðåóãîëüíèêè APL è AMQ
ïîäîáíû (ðèñ.12). Ñëåäîâàòåëüíî, AP/AQ = AL/AM = AB/AD. Ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè ABP
è ADQ ïîäîáíû, ò.å. 6 ABP = 6 ADQ = 6 CBQ.

15. (Ì.Âîë÷êåâè÷) Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû áèññåêòðèñû AA′, BB′ è CC ′. Ïóñòü A′B′ ∩
CC ′ = P è A′C ′ ∩BB′ = Q. Äîêàæèòå, ÷òî 6 PAC = 6 QAB.
Ðåøåíèå. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó ñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêàì AC ′Q è AA′Q, ïîëó÷àåì (ðèñ.13)
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Ðèñ.13

sin 6 C ′AQ

sin 6 A′AQ
=

C ′Q
A′Q

AA′

AC ′
=

BA′

BC ′
AA′

AC ′
.

Àíàëîãè÷íî
sin 6 B′AP

sin 6 A′AP
=

CA′

CB′
AA′

AB′ .

Ïî òåîðåìå ×åâû ýòè îòíîøåíèÿ ðàâíû, ÷òî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è.
16. (Â.Ïðîòàñîâ) Íà ñòîðîíàõ óãëà âçÿòû òî÷êè A, B. ×åðåç ñåðåäèíó M îòðåçêà AB ïðîâåäåíû

äâå ïðÿìûå, îäíà èç êîòîðûõ ïåðåñåêàåò ñòîðîíû óãëà â òî÷êàõ A1, B1, äðóãàÿ � â òî÷êàõ A2,
B2. Ïðÿìûå A1B2 è A2B1 ïåðåñåêàþò AB â òî÷êàõ P è Q. Äîêàæèòå, ÷òî M � ñåðåäèíà PQ.
Ðåøåíèå. Ïóñòü C � âåðøèíà äàííîãî óãëà. Ðàññìàòðèâàÿ öåíòðàëüíûå ïðîåêöèè ïðÿìîé
AB íà ïðÿìóþ AC èç òî÷åê B1, B2, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî äâîéíûõ îòíîøåíèé (ðèñ.14)
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Ðèñ.14

(AP ;MB) = (AA1; A2C) = (CA2; A1A) = (BQ; MA),

÷òî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è.

17. (Ë.Åìåëüÿíîâ) Êàêèå òðåóãîëüíèêè ìîæíî ðàçðåçàòü íà òðè òðåóãîëüíèêà ñ ðàâíûìè ðàäèó-
ñàìè îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé?
Îòâåò. Âñå, êðîìå ðàâíîáåäðåííûõ íåîñòðîóãîëüíûõ.
Ðåøåíèå. Åñëè òðåóãîëüíèê ABC îñòðîóãîëüíûé, òî ðàäèóñû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðå-
óãîëüíèêîâ ABH, BCH è CAH, ãäå H � îðòîöåíòð, ðàâíû.
Ïóñòü 6 C ≥ 90◦ è AC > BC. Âîçüìåì íà ñòîðîíå AC òàêóþ òî÷êó D, ÷òî AD = BD, à íà
ñòîðîíå AB òàêóþ òî÷êó E, ÷òî 6 AED = 6 C (ýòî âîçìîæíî, ò.ê. 6 A+ 6 C < 180◦). Ïî òåîðåìå
ñèíóñîâ ðàäèóñû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ADE, BDE è BDC ðàâíû (ðèñ.15).

�

�

�

�
�

Ðèñ.15

Ïóñòü 6 C ≥ 90◦ è AC = BC. Ïîêàæåì, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC íåëüçÿ ðàçðåçàòü òðåáóåìûì
îáðàçîì. Åñëè ðàçðåçàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ èç âíóòðåííåé òî÷êè, òî ðàäèóñû ïîëó÷èâøèõñÿ
òðåóãîëüíèêîâ ìîãóò áûòü ðàâíû òîëüêî, åñëè òî÷êà ÿâëÿåòñÿ îðòîöåíòðîì, ÷òî íåâîçìîæíî.
Åñëè æå òðåóãîëüíèê ðàçðåçàåòñÿ ÷åâèàíîé íà äâà, à çàòåì îäèí èç ýòèõ äâóõ åùå ðàç íà
äâà, òî òðåóãîëüíèê, êîòîðûé ðàçðåçàåòñÿ âòîðîé ÷åâèàíîé, äîëæåí áûòü ðàâíîáåäðåííûì,
ñëåäîâàòåëüíî ïåðâûé ðàçðåç íóæíî ïðîèçâîäèòü îòðåçêîì CD, ãäå AD = AC. Íî òîãäà ïðè
ëþáîì ðàçðåçàíèè òðåóãîëüíèêà ACD èç âåðøèíû A ðàäèóñû îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî
ïîëó÷åííûõ òðåóãîëüíèêîâ áóäóò ìåíüøå ðàäèóñà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BCD
(ðèñ.16).

�

�

�
�

Ðèñ.16

18. (Á.Ôðåíêèí) Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ ñ çàäàííûìè îðòîöåíòðîì
è öåíòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè.
Ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, H � îðòîöåíòð, C0 �
ñåðåäèíà ñòîðîíû AB. Òîãäà ~CH = 2 ~OC0, è òàê êàê C0 ëåæèò âíóòðè îïèñàííîé îêðóæíîñòè
CH < 2OC. Òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ, ëåæàò âíå îêðóæíîñòè, äèàìåòðàëüíî
ïðîòèâîïîëîæíûìè òî÷êàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ òî÷êà M , äåëÿùàÿ îòðåçîê OH â îòíîøåíèè
1 : 2 (öåíòð òÿæåñòè òðåóãîëüíèêà), è òî÷êà M ′, ñèììåòðè÷íàÿ H îòíîñèòåëüíî O. Äëÿ òàêèõ
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òî÷åê C èñêîìûé òðåóãîëüíèê ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîñòðîèì òî÷êó C0, êàê îáðàç
C ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì M è êîýôôèöèåíòîì −1/2, ïðîâåäåì ÷åðåç íåå ïðÿìóþ, ïåðïåí-
äèêóëÿðíóþ CH è íàéäåì òî÷êè A, B ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé è îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O è
ðàäèóñîì OC. Îäíàêî, ýòî ïîñòðîåíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê âûðîæäåííîìó òðåóãîëüíèêó, ó êî-
òîðîãî òî÷êè A, B, C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ýòî ïðîèñõîäèò êîãäà 6 OC0C = 6 MCH = 90◦,
ò.å. òî÷êà C ëåæèò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì MH. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñàìà òî÷êà H,
äëÿ êîòîðîé èñêîìûé òðåóãîëüíèê ñóùåñòâóåò � ýòî ìîæåò áûòü ëþáîé ïðÿìîóãîëüíûé òðå-
óãîëüíèê, ãèïîòåíóçîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ äèàìåòð îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O è ðàäèóñîì OH.
Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ÃÌÒ � ýòî âíåøíîñòü îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì MM ′, èñêëþ÷àÿ
îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì MH, íî âêëþ÷àÿ òî÷êó H (ðèñ.17).

� � ���

Ðèñ.17

19. (Â.Ïðîòàñîâ) Â óãîë A, ðàâíûé α, âïèñàíà îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ åãî ñòîðîí â òî÷êàõ B
è C. Ïðÿìàÿ, êàñàþùàÿñÿ îêðóæíîñòè â íåêîòîðîé òî÷êå M , ïåðåñåêàåò îòðåçêè AB è AC â
òî÷êàõ è Q, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì α âîçìîæíî íåðàâåíñòâî SPAQ < SBMC?
Ðåøåíèå. Îòíîøåíèå SPAQ/SBMC ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, êîãäà ýòè òðåóãîëüíèêè
ðàâíîáåäðåííûå. Óñëîâèå ðàâåíñòâà ïëîùàäåé èìååò âèä sin α

2 (1 + sin α
2 ) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

èñêîìîå íåðàâåíñòâî âîçìîæíî ïðè α > 2 arcsin
√

5−1
2 .

20. (Ä.Øíîëü) Îñíîâàíèåì ïèðàìèäû ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1. Èç òðåõ
óãëîâ ïðè âåðøèíå ïèðàìèäû äâà � ïðÿìûå. Íàéäèòå íàèáîëüøèé îáúåì ïèðàìèäû.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ABC � îñíîâàíèå ïèðàìèäû, ñòîðîíû AC, BC âèäíû èç åå âåðøèíû S ïîä
ïðÿìûìè óãëàìè. Òîãäà S ëåæèò íà ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ñôåð ñ äèàìåòðàìè AC è BC, ò.å íà
îêðóæíîñòè, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñíîâàíèþ ñ äèàìåòðîì CD, ãäå D �
ñåðåäèíà AB. Ìàêñèìóì îáúåìà äîñòèãàåòñÿ, êîãäà S � íàèáîëåå óäàëåííàÿ îò ïëîñêîñòè
ABC òî÷êà ýòîé îêðóæíîñòè. Ïðè ýòîì âûñîòà ïèðàìèäû ðàâíà CD/2, à åå îáúåì 1/16.

21. (Í.Äîëáèëèí) Íà ïëîñêîñòè ëåæàò òðè òðóáû (êðóãîâûå öèëèíäðû îäíîãî ðàçìåðà â îáõâàòå 4
ì). Äâå èç íèõ ëåæàò ïàðàëëåëüíî è, êàñàÿñü äðóã äðóãà ïî îáùåé îáðàçóþùåé, îáðàçóþò íàä
ïëîñêîñòüþ òîííåëü. Òðåòüÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê ïåðâûì äâóì, âûðåçàåò â òîííåëå êàìåðó.
Íàéäèòå ïëîùàäü ãðàíèöû ýòîé êàìåðû.
Îòâåò. π/8.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ãîðèçîíòàëüíûå ñå÷åíèÿ êàìåðû ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè ñ ïåðèìåò-
ðàìè, ðàâíûìè óäâîåííîìó äèàìåòðó òðóáû. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà óãîë ìåæäó
åãî ïëîñêîñòüþ è êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè êàìåðû îäèí è òîò æå âî âñåõ òî÷êàõ. Ñåðåäè-
íû ñòîðîí ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïðè ïåðåìåùåíèè ñå÷åíèÿ îïèñûâàþò ÷åòâåðòè îêðóæíîñòè
òðóáû. Ïîýòîìó ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè êàìåðû ðàâíà ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè òåòðàýäðà, ãðàíè
êîòîðîãî � ðàâíûå ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ñ îñíîâàíèåì, ðàâíûì äèàìåòðó òðóáû, è
âûñîòîé, ðàâíîé ÷åòâåðòè åå îêðóæíîñòè.
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Âòîðîå ðåøåíèå. Áóäåì íàçûâàòü êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà öèëèíäðû ïðîäîëüíûìè, à ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûé èì � ïîïåðå÷íûì. Î÷åâèäíî, ÷òî ïëîñêîñòü, êàñàþùàÿñÿ ïðîäîëüíûõ öèëèí-
äðîâ ïî îáùåé îáðàçóþùåé, è âåðòèêàëüíàÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îñü ïîïåðå÷íîãî
öèëèíäðà, ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòÿìè ñèììåòðèè êàìåðû è ðàçðåçàþò åå íà ÷åòûðå ðàâíûå ÷àñòè.
Ðàññìîòðèì îäíó èç òàêèõ ÷åòâåðòåé. Åå ãðàíèöà ñîñòîèò èç äâóõ êóñêîâ: ÷àñòè ïîâåðõíîñòè
ïðîäîëüíîãî öèëèíäðà, ëåæàùåé âíóòðè ïîëîâèíû ïîïåðå÷íîãî, è ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ïîïåðå÷-
íîãî öèëèíäðà, ëåæàùåé ìåæäó ïðîäîëüíûì è êàñàòåëüíîé ê íåìó âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòüþ.
Ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ öèëèíäðîâ ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì è ëåæèò â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, ïðè
ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî êîòîðîé öèëèíäðû ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà. Îáðàç ïðè ýòîé ñèììåò-
ðèè ÷àñòè ïîâåðõíîñòè êàìåðû, ëåæàùåé íà ïðîäîëüíîì öèëèíäðå, äîïîëíÿåò ÷àñòü, ëåæàùóþ
íà ïîïåðå÷íîì äî êðèâîëèíåéíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè, ðàâíûìè ïîëîâèíå äèàìåò-
ðà è ÷åòâåðòè îêðóæíîñòè öèëèíäðà. Ñîîòâåòñòâåííî, ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè êàìåðû ðàâíà
ó÷åòâåðåííîé ïëîùàäè òàêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà.
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IV Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Çàî÷íûé òóð. Ðåøåíèÿ

1. (Á.Ôðåíêèí, 8) Ñóùåñòâóåò ëè ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê, â êîòîðîì ðîâíî ïîëîâè-
íà äèàãîíàëåé ïàðàëëåëüíà ñòîðîíàì?
Îòâåò. Íåò.
Ðåøåíèå. Åñëè ÷èñëî ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà íå÷åòíî, òî êàæäàÿ åãî äèàãîíàëü
ïàðàëëåëüíà êàêîé-òî ñòîðîíå. Åñëè æå ÷èñëî ñòîðîí ðàâíî 2k, òî èç êàæäîé âåðøè-
íû âûõîäèò 2k − 3 äèàãîíàëè, èç êîòîðûõ äëÿ k − 2 ñóùåñòâóþò ïàðàëëåëüíûå èì
ñòîðîíû. Ïîýòîìó äèàãîíàëåé, ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîíàì, ìåíüøå ïîëîâèíû.

2. (Â.Ïðîòàñîâ, 8) Äëÿ äàííîé ïàðû îêðóæíîñòåé ïîñòðîéòå äâå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæ-
íîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ êàñàåòñÿ äâóõ äàííûõ. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò çàäà÷à, â
çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ îêðóæíîñòåé ?
Ðåøåíèå. Ïóñòü ðàäèóñû äâóõ îêðóæíîñòåé ñ öåíòðîì O ðàâíû R è r (R > r).
Òîãäà åñòü äâà ñåìåéñòâà êàñàþùèõñÿ èõ îêðóæíîñòåé: ñ ðàäèóñàìè, ðàâíûìè R+r

2
,

è öåíòðàìè, óäàëåííûìè îò O íà R−r
2

, è ñ ðàäèóñàìè, ðàâíûìè R−r
2

, è öåíòðàìè,
óäàëåííûìè îò O íà R+r

2
. Ïðè ýòîì ëþáûå äâå îêðóæíîñòè èç îäíîãî ñåìåéñòâà

ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç O, à ëþáûå äâå
îêðóæíîñòè èç ðàçíûõ ñåìåéñòâ ïåðåñåêàþòñÿ èëè êàñàþòñÿ. Îòñþäà âûòåêàåò ñëå-
äóþùåå ïîñòðîåíèå.
Åñëè ðàäèóñû äàííûõ îêðóæíîñòåé ðàâíû, òî öåíòð èñêîìûõ êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæ-
íîñòåé ëåæèò íà ïðÿìîé, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé äàííûå îêðóæíîñòè ñèììåòðè÷íû.
Ïðè ýòîì ëþáàÿ òî÷êà O ýòîé ïðÿìîé, êðîìå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ îêðóæíî-
ñòåé, ìîæåò áûòü òàêèì öåíòðîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîâåäåì ÷åðåç O è öåíòð îäíîé
èç äàííûõ îêðóæíîñòåé ïðÿìóþ è íàéäåì òî÷êè A, B åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ýòîé îêðóæ-
íîñòüþ (ðèñ.2.1). Îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñàìè OA, OB � èñêîìûå.

�

�

�

Ðèñ.2.1
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Åñëè ðàäèóñû äàííûõ îêðóæíîñòåé ðàçëè÷íû, òî öåíòð èñêîìûõ îêðóæíîñòåé óäà-
ëåí îò öåíòðà êàæäîé èç äàííûõ íà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå ðàäèóñó äðóãîé. Òàêèõ òî÷åê
ñóùåñòâóåò äâå, åñëè äàííûå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ, è îäíà, åñëè îíè êàñàþòñÿ.
Ïðè ýòîì èñêîìûå îêðóæíîñòè ñòðîÿòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå (ðèñ.2.2).

Ðèñ.2.2

Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, åñëè äàííûå îêðóæíîñòè
ðàâíû, äâà ðåøåíèÿ, åñëè ðàäèóñû ðàçëè÷íû è îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ, îäíî, �
åñëè ðàäèóñû ðàçëè÷íû è îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ, è íè îäíîãî äëÿ ðàçëè÷íûõ íå ïå-
ðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé.

3. (À.Çàñëàâñêèé, 8) Òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà òðè ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà. Äî-
êàæèòå, ÷òî îäèí èç åãî óãëîâ ðàâåí 60◦.
Ðåøåíèå. Òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà òðè òðåóãîëüíèêà ëèáî ñîåäèíèâ âíó-
òðåííþþ òî÷êó ñ âåðøèíàìè, ëèáî ñíà÷àëà ðàçðåçàâ åãî íà äâà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç âåðøèíó, à çàòåì òàê æå ðàçðåçàâ îäèí èç ïîëó÷åííûõ òðåóãîëüíèêîâ. Ðàñ-
ñìîòðèì îáà ñëó÷àÿ.
1) Ïóñòü òðåóãîëüíèê ABC ðàçðåçàí íà òðè òðåóãîëüíèêà îòðåçêàìè èç òî÷êè M .
Òàê êàê óãîë AMB áîëüøå ëþáîãî èç óãëîâ MAC, MBC, MCA, MCB, ðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêîâ âîçìîæíî òîëüêî ïðè ∠AMB = ∠BMC = ∠MCA = 120◦. Íî òîãäà
MA = MB = MC, è èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ïðàâèëüíûé.
2) Ðàçðåçàòü íà äâà ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà ìîæíî òîëüêî ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëü-
íèê. Ïîýòîìó îäèí èç òðåóãîëüíèêîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè ïåðâîì ðàçðåçàíèè äîëæåí
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áûòü ðàâíîáåäðåííûì, à âòîðîé � ïðÿìîóãîëüíûì, ðàâíûì "ïîëîâèíå"ïåðâîãî. Îò-
ðåçàòü æå îò èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà ïðÿìîóãîëüíûé ìîæíî òîëüêî îäíèì èç ñëåäó-
þùèõ òðåõ ñïîñîáîâ:
- ïðîâåäÿ â èñõîäíîì òðåóãîëüíèêå âûñîòó. Íî òîãäà âòîðîé òðåóãîëüíèê òîæå áóäåò
ïðÿìîóãîëüíûì è ïåðâûé íå ìîæåò áûòü ðàâåí åãî ïîëîâèíå;
- ïðîâåäÿ â òóïîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ÷åðåç âåðøèíó òóïîãî óãëà C ïðÿìóþ
CD, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ BC. Òîãäà, òàê êàê ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà BCD ðàâíà ïî-
ëîâèíå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ACD, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà AD = CD =
2BD, ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó BD � ãèïîòåíóçà òðåóãîëüíèêà BCD;
- ïðîâåäÿ â òðåóãîëüíèêå ñ ïðÿìûì óãëîì C ïðÿìóþ BD. Òîãäà àíàëîãè÷íî ïðåäû-
äóùåìó ñëó÷àþ ïîëó÷àåì, ÷òî AD = BD = 2CD è, çíà÷èò, ∠B = 60◦ (ðèñ.3).

�� �

�

Ðèñ.3

4. (Ä.Øíîëü, 8�9) Áèññåêòðèñû äâóõ óãëîâ âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïàðàëëåëü-
íû. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ äâóõ ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâíà ñóììå
êâàäðàòîâ äâóõ äðóãèõ ñòîðîí.
Ðåøåíèå. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî áèññåêòðèñû ñìåæíûõ óãëîâ ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà íå ìîãóò áûòü ïàðàëëåëüíû, òàê êàê ñóììà ýòèõ óãëîâ ìåíüøå 360◦. Åñëè æå
ïàðàëëåëüíû, íàïðèìåð, áèññåêòðèñû óãëîâ A è C ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, òî
\A
2

+ ∠B + \C
2

= 180◦ è ∠B = ∠D. Ïîñêîëüêó ÷åòûðåõóãîëüíèê âïèñàííûé, ýòè
óãëû � ïðÿìûå, è AB2 + BC2 = CD2 + DA2.

5. (Èç Êèåâñêèõ îëèìïèàä, 8�9) Ïîñòðîéòå êâàäðàò ABCD, åñëè äàíû åãî âåðøèíà A
è ðàññòîÿíèÿ îò âåðøèí B è D äî ôèêñèðîâàííîé òî÷êè ïëîñêîñòè O.
Ðåøåíèå. Ïóñòü O′ � òàêàÿ òî÷êà, ÷òî AO = AO′ è ∠OAO′ = 90◦. Òîãäà ∠O′AB =
∠OAD è, òàê êàê AB = AD, òðåóãîëüíèêè OAD è O′AB ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî,
O′B = OD è, çíàÿ äëèíû îòðåçêîâ OB, O′B, ìîæíî ïîñòðîèòü òî÷êó B, à çàòåì è âåñü
êâàäðàò (ðèñ.5). Çàäà÷à èìååò äâà ðåøåíèÿ, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé OA.
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6. (À. Ìÿêèøåâ, 8�9) Íà ïëîñêîñòè äàíû äâå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì
â òî÷êå A. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îäíîé èç ýòèõ îêðóæíîñòåé, C � äðóãîé.
Äëÿ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà ABC ðàññìîòðèì äâå îêðóæíîñòè îäèíàêîâîãî ðàäèóñà,
êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà â òî÷êå K, ïðè÷åì îäíà îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ïðÿìîé AB â
òî÷êå B, à äðóãàÿ � ïðÿìîé AC â òî÷êå C. Íàéäèòå ÃÌÒ K.
Ðåøåíèå. Ïóñòü M , N � öåíòðû êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé. Òîãäà K � ñåðåäèíà
îòðåçêà MN , ∠ABM = ∠ACN = 90◦, è BM = MK = KN = NC (ðèñ.6). Òàê êàê
AK � ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà AMN , AK2 = 2AM2+2AN2−MN2

4
= AB2+AC2

2
� íå çàâèñèò

îò âûáîðà òî÷åê B, C. Ñëåäîâàòåëüíî, K ëåæèò íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì A. Âðàùàÿ
òðåóãîëüíèê ABC âîêðóã A, ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ òî÷êó ýòîé îêðóæíîñòè.
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Ðèñ.6
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7. (À.Çàñëàâñêèé, 8�9) Äàíà îêðóæíîñòü è òî÷êà O íà íåé. Âòîðàÿ îêðóæíîñòü ñ öåí-
òðîì O ïåðåñåêàåò ïåðâóþ â òî÷êàõ P è Q. Òî÷êà C ëåæèò íà ïåðâîé îêðóæíîñòè,
à ïðÿìûå CP , CQ âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò âòîðóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A è B. Äîêà-
æèòå, ÷òî AB = PQ.
Ðåøåíèå. Åñëè C ñîâïàäàåò ñ O, óòâåðæäåíèå çàäà÷è î÷åâèäíî, à åñëè C � òî÷êà,
äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíàÿ O, òî ∠CPO = ∠CQO = 90◦, ò.å. ïðÿìûå CP , CQ
êàñàþòñÿ âòîðîé îêðóæíîñòè è òî÷êè A, B ñîâïàäàþò ñ P , Q. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,
òàê êàê OP = OQ, òî CO � áèññåêòðèñà óãëà ACB. Ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî
CO ïðÿìûå CP è CQ ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà, à âòîðàÿ îêðóæíîñòü â ñåáÿ, ñëåäîâà-
òåëüíî, òî÷êà P ïåðåõîäèò ëèáî â Q, ëèáî â B. Íî CP 6= CQ, òàê ÷òî ïåðâûé ñëó÷àé
íåâîçìîæåí. Çíà÷èò, CP = CB. Àíàëîãè÷íî CQ = CA. Îòñþäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêîâ CAB è CQP , à çíà÷èò, è óòâåðæäåíèå çàäà÷è (ðèñ.7).
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Ðèñ.7

8. (Ò.Ãîëåíèùåâà-Êóòóçîâà, Á.Ôðåíêèí, 8�11) à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n > 4 ëþáîé âû-
ïóêëûé n-óãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà n òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì n ñóùåñòâóåò âûïóêëûé n-óãîëüíèê, êîòîðûé íåëüçÿ
ðàçðåçàòü ìåíüøå, ÷åì íà n òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ.
â) Íà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ìîæíî ðàçðåçàòü ïðÿ-
ìîóãîëüíèê?
Ðåøåíèå. à) Ïðè n > 4 ó âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà îáÿçàòåëüíî åñòü òóïîé óãîë.
Äèàãîíàëü, ñîåäèíÿþùàÿ äâå âåðøèíû, ñîñåäíèå ñ âåðøèíîé ýòîãî óãëà, ðàçðåçàåò
n-óãîëüíèê íà òóïîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê è (n − 1)-óãîëüíèê. Ïîýòîìó, åñëè äîêà-
çàòü óòâåðäåíèå çàäà÷è äëÿ n = 5, òî äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé n îíî âûâîäèòñÿ ïî
èíäóêöèè.
Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà òðè òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëü-
íèêà. Äåéñòâèòåëüíî, âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ èç íàèáîëüøåãî óãëà, ëåæèò âíóòðè òðå-
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óãîëüíèêà. Âçÿâ íà ýòîé âûñîòå òî÷êó, äîñòàòî÷íî áëèçêóþ ê îñíîâàíèþ, è ñîåäèíèâ
åå ñ âåðøèíàìè, ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàçðåçàíèå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷åòûðåõóãîëü-
íèê, îòëè÷íûé îò ïðÿìîóãîëüíèêà, ìîæíî ðàçðåçàòü íà ÷åòûðå òóïîóãîëüíûõ òðå-
óãîëüíèêà.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïÿòèóãîëüíèê ABCDE. Ïóñòü åãî óãîë A � òóïîé. Åñëè BCDE �
íå ïðÿìîóãîëüíèê, òî ïðîâåäÿ äèàãîíàëü BE è ðàçðåçàâ BCDE íà ÷åòûðå òóïîóãîëü-
íûõ òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàçðåçàíèå. Åñëè æå BCDE � ïðÿìîóãîëü-
íèê, òî óãëû B è E ïÿòèóãîëüíèêà òóïûå, ò.å ACDE íå ìîæåò áûòü ïðÿìîóãîëü-
íèêîì. Ïîýòîìó, ïðîâåäÿ äèàãîíàëü AC è ðàçðåçàâ íà ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà ACDE,
îïÿòü ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàçðåçàíèå.
á) Ïóñòü âûïóêëûé n-óãîëüíèê ðàçðåçàí íà n−1 òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Ñóì-
ìà èõ óãëîâ ðàâíà (n− 1)π, à ñóììà óãëîâ n-óãîëüíèêà ñîñòàâëÿåò (n− 2)π. Ïîýòîìó
ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ, êîòîðûå íå ïðèìûêàþò ê âåðøèíàì n-óãîëüíèêà, ðàâ-
íà π. Çíà÷èò, ñðåäè íèõ íå áîëåå îäíîãî òóïîãî. Ïîýòîìó ê âåðøèíàì n-óãîëüíèêà
ïðèìûêàåò íå ìåíåå n − 2 òóïûõ óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ. Ê îäíîé âåðøèíå âûïóêëî-
ãî n-óãîëüíèêà íå ìîæåò ïðèìûêàòü èçíóòðè áîëåå îäíîãî òóïîãî óãëà. Çíà÷èò, n-
óãîëüíèê èìååò íå ìåíåå n− 2 òóïûõ óãëîâ. Íî ýòî âåðíî íå äëÿ âñÿêîãî âûïóêëîãî
n-óãîëüíèêà ïðè ëþáîì n ≥ 3.
â) Î÷åâèäíî, ÷òî, ïðîâåäÿ äèàãîíàëü è ðàçðåçàâ êàæäûé èç îáðàçîâàâøèõñÿ òðå-
óãîëüíèêîâ íà òðè òóïîóãîëüíûõ, ïîëó÷èì ðàçðåçàíèå ïðÿìîóãîëüíèêà íà øåñòü
òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Äîêàæåì, ÷òî ðàçðåçàòü ïðÿìîóãîëüíèê íà ìåíüøåå
÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ íåëüçÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê ðàçðåçàí íà ïÿòü
òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Òîãäà, ðàññóæäàÿ, êàê â ï.á), ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà óã-
ëîâ ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ, íå ïðèìûêàþùèõ ê âåðøèíàì ïðÿìîóãîëüíèêà, ðàâíà 3π.
Åñëè âñå òàêèå óãëû ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ íà ñòîðîíàõ ïðÿìîóãîëüíèêà, òî òàêèõ
òî÷åê òðè è â êàæäîé èç íèõ íàõîäèòñÿ íå áîëåå îäíîé âåðøèíû òóïîãî óãëà. Ïî-
ñêîëüêó â âåðøèíàõ ïðÿìîóãîëüíèêà òóïûõ óãëîâ íåò, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè
æå íåêîòîðûå âåðøèíû òðåóãîëüíèêîâ ëåæàò âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà, òî ïîëó÷àåì
îäíó âíóòðåííþþ òî÷êó, â êîòîðîé ñõîäèòñÿ íå áîëåå òðåõ òóïûõ óãëîâ, è îäíó òî÷êó
íà ñòîðîíå, ò.å. îáùåå êîëè÷åñòâî òóïûõ óãëîâ íå ïðåâûøàåò ÷åòûðåõ, è îïÿòü ïîëó-
÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê íåëüçÿ ðàçðåçàòü
íà ÷åòûðå òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà.

9. (À.Çàñëàâñêèé, 9�10) Ïðÿìûå, ñèììåòðè÷íûå äèàãîíàëè BD ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD
îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñ óãëîâ B è D, ïðîõîäÿò ÷åðåç ñåðåäèíó äèàãîíàëè AC. Äî-
êàæèòå, ÷òî ïðÿìûå, ñèììåòðè÷íûå äèàãîíàëè AC îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñ óãëîâ
A è C, ïðîõîäÿò ÷åðåç ñåðåäèíó äèàãîíàëè BD.
Ðåøåíèå. Ïóñòü P � ñåðåäèíà AC, L � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Ïðèìåíèâ
òåîðåìó ñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêàì ABP , ABL, CBP , CBL, ïîëó÷àåì, ÷òî AL/CL =
(AB/CB)2. Àíàëîãè÷íî, AL/CL = (AD/CD)2, ò.å. BC/CD = AB/AD = sin\BDA

sin\DBA
=

sin\CDP
sin\CBP

. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìûå BP è DP ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî AC. Ïóñòü
X � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé BP ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíè-
êà ABC. Òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ X îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê AC
ëåæèò êàê íà PD, òàê è íà BD, è, çíà÷èò, ñîâïàäàåò ñ D. Òàêèì îáðàçîì, ÷åòû-
ðåõóãîëüíèê ABCD � âïèñàííûé, è AB · CD = AD · BC = (AC · BD)/2. Ïóñòü
ïðÿìàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ AC îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà A, ïåðåñåêàåò BD â òî÷-
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êå Q. Òîãäà òðåóãîëüíèêè ABQ è ACD ïîäîáíû, ñëåäîâàòåëüíî, AB/AC = BQ/BD
è BQ = BD/2 (ðèñ.9).
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Ðèñ.9

10. (À.Çàñëàâñêèé, 9�10) ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì
I. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèè òî÷åê B è D íà ïðÿìûå IA è IC ëåæàò íà îäíîé îêðóæ-
íîñòè.
Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ñåðåäèíà îòðåçêà BD ðàâíîóäàëåíà îò ïðîåêöèé òî÷åê B
è D íà ëþáóþ ïðÿìóþ. Äîêàæåì, ÷òî îíà ðàâíîóäàëåíà è îò ïðîåêöèé X, Y òî÷êè
B íà IA è IC.
Òàê êàê ∠BXI = ∠BY I = 90◦, òî÷êè X, Y ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì BI,
ò.å. ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó XY ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó BI. Òàêèì
îáðàçîì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî XY ⊥ ID. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ñåðåäèí-
íûé ïåðïåíäèêóëÿð ê XY áóäåò ñîâïàäàòü ñî ñðåäíåé ëèíèåé òðåóãîëüíèêà BDI è,
çíà÷èò, ïðîéäåò ÷åðåç ñåðåäèíó BD.
Òàê êàê òî÷êè B, I, X, Y ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, óãîë ìåæäó XY è XA ðàâåí
óãëó èåæäó BY è BI, ò.å. ∠BIC − 90◦. Ñëåäîâàòåëüíî, óãîë ìåæäó XY è ID ðàâåí
∠AID + ∠BIC − 90◦ = 90◦ (ðèñ.10).
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11. (À.Çàñëàâñêèé, 9�10) Äàíû ÷åòûðå òî÷êè A, B, C, D. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâå
îêðóæíîñòè, îäíà èç êîòîðûõ ïðîõîäèò ÷åðåç A è B, à äðóãàÿ � ÷åðåç C è D, ïåðå-
ñåêàþòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îáùèå õîðäû âñåõ òàêèõ ïàð îêðóæíîñòåé ïðîõîäÿò ÷åðåç
îäíó òî÷êó.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà òî÷êè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Åñëè,
íàïðèìåð, C è D ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé AB, òî ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü
ω, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç C è D è êàñàþùàÿñÿ AB. Òîãäà ÷åðåç A è B ìîæíî ïðîâåñòè
îêðóæíîñòü äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà, íå ïåðåñåêàþùóþ ω. Ñëåäîâàòåëüíî, îò-
ðåçêè AB è CD äîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ. Ïóñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñåðåäèííûõ
ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê ýòèì îòðåçêàì. Äâå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O è ðàäèóñàìè OA
è OC ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè A, B, C, D ëå-
æàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Ïî òåîðåìå î ðàäèêàëüíûõ îñÿõ òðåõ îêðóæíîñòåé îáùàÿ
õîðäà ëþáûõ äâóõ îêðóæíîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç A, B è C, D ñîîòâåòñòâåííî,
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ AB è CD.
Åñëè æå âñå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî, î÷åâèäíî, ÷òî îòðåçêè AB è CD
ïåðåñåêàþòñÿ, à îáùàÿ õîðäà îêðóæíîñòåé ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ, íà êîòîðîé ëåæàò
òî÷êè, â òî÷êå P , ïðèíàäëåæàùåé îáîèì îòðåçêàì è óäîâëåòâîðÿþùåé ðàâåíñòâó
PA · PB = PC · PD. Ýòè óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò òî÷êó P îäíîçíà÷íî.

12. (À.Ìÿêèøåâ, 9�10) Èìååòñÿ òðåóãîëüíèê ABC. Íà ëó÷å BA îòëîæèì òî÷êó A1, òàê
÷òî îòðåçîê BA1 ðàâåí BC. Íà ëó÷å CA îòëîæèì òî÷êó A2, òàê ÷òî îòðåçîê CA2

ðàâåí BC. Àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì òî÷êè B1, B2 è C1, C2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå A1A2,
B1B2, C1C2 ïàðàëëåëüíû.
Ðåøåíèå. Ïóñòü O, I � öåíòðû îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà.
Òàê êàê BI � áèññåêòðèñà óãëà B ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà A1BC, A1I = IC.
Àíàëîãè÷íî A2I = IB. Ñëåäîâàòåëüíî

A1I
2 − A2I

2 = IC2 − IB2 = (p− c)2 − (p− b)2 = a(b− c).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè B0, C0 � ñåðåäèíû AC è AB, òî

OA2
1−OA2

2 = OC2
0−OB2

0+A1C
2
0−A2B

2
0 =

(
b

2

)2

−
( c

2

)2

+
(
a− c

2

)2

−
(

a− b

2

)2

= a(b−c).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìûå A1A2 è OI ïåðïåíäèêóëÿðíû (ðèñ.12). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì,
÷òî OI ïåðïåíäèêóëÿðíà äâóì äðóãèì ïðÿìûì.

�

�

� �

� �

� �

� �

�

��

Ðèñ.12

13. (À.Ìÿêèøåâ, 9�10) Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ åãî
ñòîðîíû BC â òî÷êå A1 è ïðîäîëæåíèé äâóõ äðóãèõ ñòîðîí. Äðóãàÿ âíåâïèñàííàÿ
îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîíû AC â òî÷êå B1. Îòðåçêè AA1 è BB1 ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå N . Íà ëó÷å AA1 îòìåòèëè òî÷êó P , òàêóþ ÷òî AP = NA1. Äîêàæèòå, ÷òî
òî÷êà P ëåæèò íà âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè.
Ðåøåíèå. Òàê êàê òî÷êè êàñàíèÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ñ âíåâïèñàííûìè îêðóæ-
íîñòÿìè ñèììåòðè÷íû èõ òî÷êàì êàñàíèÿ ñ âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ îòíîñèòåëüíî
ñåðåäèí ñòîðîí, CA1 = p − b, CB1 = p − a, AB1 = BA1 = p − c. Ïðèìåíèâ òåîðåìó
Ìåíåëàÿ ê òðåóãîëüíèêó ACA1 è ïðÿìîé BB1, ïîëó÷àåì, ÷òî A1N/AA1 = (p− a)/p.
Ãîìîòåòèÿ ñ ýòèì êîýôôèöèåíòîì è öåíòðîì A ïåðåâåäåò òî÷êó A1 â òî÷êó P . Íî
îòíîøåíèå ðàäèóñîâ âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà òîæå ðàâ-
íî (p − a)/p, çíà÷èò îáðàç A1 ïðè ýòîé ãîìîòåòèè ëåæèò íà âïèñàííîé îêðóæíîñòè
(ðèñ.13).

��

� �

�

�
�

Ðèñ.13

14. (Â.Ïðîòàñîâ, 9�10) Ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè è òî÷êó ïå-
ðåñå÷åíèÿ âûñîò íåðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, ïàðàëëåëüíà áèññåêòðèñå îäíîãî
èç åãî óãëîâ. ×åìó ðàâåí ýòîò óãîë?
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Ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, H � åãî
îðòîöåíòð, è ïðÿìàÿ OH ïàðàëëåëüíà áèññåêòðèñå óãëà C. Òàê êàê ýòà áèññåêòðè-
ñà ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â ñåðåäèíå C ′ äóãè AB, OC ′ ⊥ AB, ò.å. ÷å-
òûðåõóãîëüíèê OC ′CH � ïàðàëëåëîãðàìì è CH = OC ′ = R. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
CH = 2R| cos C|, çíà÷èò óãîë C ðàâåí 60◦ èëè 120◦. Íî â ïåðâîì ñëó÷àå ëó÷è CO è
CH ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà C, òàê ÷òî ïðÿìàÿ OH íå ìîæåò
áûòü ïàðàëëåëüíà ýòîé áèññåêòðèñå. Ñëåäîâàòåëüíî, C = 120◦ (ðèñ.14).

�

�

�

� �

�
�

Ðèñ.14

15. (Ì.Âîë÷êåâè÷, 9�11) Äàíû äâå îêðóæíîñòè è íå ëåæàùàÿ íà íèõ òî÷êà P . Ïðîâåäèòå
÷åðåç P ïðÿìóþ, âûñåêàþùóþ íà äàííûõ îêðóæíîñòÿõ õîðäû ðàâíîé äëèíû.
Ðåøåíèå. Ïóñòü A, B � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ èñêîìîé ïðÿìîé ñ îäíîé îêðóæíîñòüþ,
C, D � ñ äðóãîé, M � ñåðåäèíà îòðåçêîâ AD è BC. Òîãäà ñòåïåíè òî÷êè M îòíîñè-
òåëüíî îêðóæíîñòåé ðàâíû, ò.å M ëåæèò íà èõ ðàäèêàëüíîé îñè. Ïóñòü L � ñåðåäè-
íà îòðåçêà ìåæäó öåíòðàìè îêðóæíîñòåé. Òàê êàê ïðîåêöèÿìè öåíòðîâ íà èñêîìóþ
ïðÿìóþ ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíû îòðåçêîâ AB è CD, ïðîåêöèåé L íà ýòó ïðÿìóþ áóäåò
òî÷êà M . Ñëåäîâàòåëüíî, ∠LMP = 90◦ è M ëåæèò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì LP .
Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü èñêîìóþ ïðÿìóþ, íàäî íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ýòîé îêðóæíîñòè ñ ðàäèêàëüíîé îñüþ. Çàäà÷à ìîæåò èìåòü äâà, îäíî èëè íè îäíîãî
ðåøåíèÿ.
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16. (À.Çàñëàâñêèé, 9�11) Äàíû äâå îêðóæíîñòè. Îáùàÿ âíåøíÿÿ êàñàòåëüíàÿ êàñàåòñÿ
èõ â òî÷êàõ A è B. Òî÷êè X, Y íà îêðóæíîñòÿõ òàêîâû, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðóæ-
íîñòü, êàñàþùàÿñÿ äàííûõ â ýòèõ òî÷êàõ, ïðè÷åì îäèíàêîâûì îáðàçîì (âíåøíèì
èëè âíóòðåííèì). Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AX è
BY .
Ðåøåíèå. Òî÷êè X, Y ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè ãîìîòåòèè êàæäîé èç äàííûõ îêðóæ-
íîñòåé ñ êàñàþùåéñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ XY ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ãîìîòåòèè
äàííûõ îêðóæíîñòåé, ò.å. òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ AB ñ ëèíèåé öåíòðîâ. Ïóñòü Y ′ � îò-
ëè÷íàÿ îò Y òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ âòîðîé îêðóæíîñòüþ. Òîãäà BY ′ ‖ AX
è ∠XY B = ∠Y ′BA = π − ∠BAX. Ïîýòîìó ÷åòûðåõóãîëüíèê AXY B � âïèñàííûé
è òî÷êà P ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AX è BY ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíûì öåíòðîì äàííûõ
îêðóæíîñòåé è îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ýòîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ò.å. ëåæèò íà
ðàäèêàëüíîé îñè äàííûõ îêðóæíîñòåé (ðèñ.16).

� �

�

�

��

Ðèñ.16

17. (À.Ìÿêèøåâ, 9�11) Äàí òðåóãîëüíèê ABC è ëèíåéêà, íà êîòîðîé îòìå÷åíû äâà îò-
ðåçêà, ðàâíûå AC è BC. Ïîëüçóÿñü òîëüêî ýòîé ëèíåéêîé, íàéäèòå öåíòð âïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ñðåäíèìè ëèíèÿìè ABC.
Ðåøåíèå. Îòëîæèì íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû AB çà òî÷êó B è íà ïðîäîëæåíèè
ñòîðîíû AC çà òî÷êó C îòðåçêè BC1 = CB1 = BC. Ïóñòü A′ � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
BB1 è CC1. Òîãäà ïðÿìàÿ AA′ ïðîõîäèò ÷åðåç èñêîìóþ òî÷êó (ðèñ.17).
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� �

� �

� �

�

��

Ðèñ.17

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê òðåóãîëüíèêè BCB1 è CBC1 ðàâíîáåäðåííûå, ïðÿìûå BB1

è CC1 ïàðàëëåëüíû áèññåêòðèñàì óãëîâ C è B. Ïîýòîìó ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì
A è êîýôôèöèåíòîì 1/2 ýòè ïðÿìûå ïåðåéäóò â áèññåêòðèñû óãëîâ ñåðåäèííîãî òðå-
óãîëüíèêà, à òî÷êà A′ � â èñêîìûé öåíòð.
Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ âòîðîé îòìå÷åííûé íà ëèíåéêå îòðåçîê, ïîñòðîèì ïðÿìóþ,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç B è èñõîäíóþ òî÷êó.

18. (À.Àáäóëëàåâ, Àçåðáàéäæàí, 9�11) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè a,
b, c è ïëîùàäüþ S âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

a2 + b2 + c2 − 1

2
(|a− b|+ |b− c|+ |c− a|)2 ≥ 4

√
3S.

Ïåðâîå ðåøåíèå.Ïóñòü C � ñðåäíèé óãîë òðåóãîëüíèêà. Òîãäà |b−c|+|c−a| = |a−b|
è ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ðàâíà

a2 + b2 + c2 − 2(a− b)2 = 4ab− (a2 + b2 − c2) = 2ab(2− cos C).

Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà 2
√

3ab sin C, äàííîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñëåäó-
þùåìó

2− cos C ≥
√

3 sin C.

Íî cos C +
√

3 sin C = 2 cos(C − π
3
), ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå íåðàâåíñòâî âñåãäà ñïðà-

âåäëèâî è îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè C = 60◦.
Âòîðîå ðåøåíèå. Âíîâü ïîëàãàÿ, ÷òî c � ñðåäíÿÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà, îáîçíà÷èì
x = p− a, y = p− b, z = p− c, ãäå p � ïîëóïåðèìåòð, è çàïèøåì ëåâóþ ÷àñòü â âèäå

a2 + b2 − (a− b)2 + c2 − (a− b)2 = 2ab + 4xy = 2(x + z)(y + z) + 4xy = 2pz + 6xy.
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È ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà 4
√

3pxyz, íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

pz + 3xy − 2
√

3pxyz = (
√

px−
√

3xy)2 ≥ 0.

19. (Â.Ïðîòàñîâ, 10-11) Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD, â êîòîðîì AB = a, AD = b. Ïåðâàÿ
îêðóæíîñòü èìååò öåíòð â âåðøèíå A è ïðîõîäèò ÷åðåç D, âòîðàÿ èìååò öåíòð â
C è ïðîõîäèò ÷åðåç D. Ïðîèçâîëüíàÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì B ïåðåñåêàåò ïåðâóþ
îêðóæíîñòü â òî÷êàõ M1, N1, à âòîðóþ � â òî÷êàõ M2, N2. ×åìó ðàâíî îòíîøåíèå
M1N1/M2N2?
Ðåøåíèå. Òî÷êè M1, N1 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB, òàê ÷òî M1N1

ðàâíî óäâîåííîìó ðàññòîÿíèþ îò M1 äî AB. Àíàëîãè÷íî M2N2 ðàâíî óäâîåííîìó
ðàññòîÿíèþ îò M2 äî BC. Êðîìå òîãî, CM2 = CD = AB, AM1 = AD = BC, BM1 =
BM2, è çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè ABM1 è CM2B ðàâíû. Ïîýòîìó èñêîìîå îòíîøåíèå,
ðàâíîå îòíîøåíèþ âûñîò ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ îáðàòíî îòíîøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñòîðîí, ò.å. ðàâíî b/a (ðèñ.19).

� �

� �

�

��

�

Ðèñ.19

20. (À.Çàñëàâñêèé, 10�11) à) Ìíîãîóãîëüíèê îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè ïðîâå-
ñòè ïðÿìóþ ÷åðåç äâå òî÷êè, äåëÿùèå åãî ïåðèìåòð ïîïîëàì, òî ýòà ïðÿìàÿ ðàçäåëèò
ìíîãîóãîëüíèê íà äâà ðàâíîâåëèêèõ ìíîãîóãîëüíèêà. Âåðíî ëè, ÷òî ìíîãîóãîëüíèê
öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷åí?
á) Âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ ôèãóðà, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì, óêàçàííûì â ï.à), öåíòðàëü-
íî ñèììåòðè÷íà?
Ðåøåíèå. à) Äà. Ïóñòü X, Y � äâå òî÷êè, äåëÿùèå ïåðèìåòð ìíîãîóãîëüíèêà ïîïî-
ëàì è íå ÿâëÿþùèåñÿ åãî âåðøèíàìè, X ′, Y ′ � òî÷êè íà òåõ æå ñòîðîíàõ, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óñëîâèþ XX ′ = Y Y ′, P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ XY è X ′Y ′. Òàê êàê
êàæäàÿ èç ýòèõ ïðÿìûõ äåëèò ìíîãîóãîëüíèê íà äâà ðàâíîâåëèêèõ, ïëîùàäè òðå-
óãîëüíèêîâ PXX ′ è PY Y ′ ðàâíû. À òàê êàê XX ′ = Y Y ′, ðàâíû è âûñîòû òðåóãîëü-
íèêîâ, îïóùåííûå íà ýòè ñòîðîíû. Êðîìå òîãî ∠XPX ′ = ∠Y PY ′, êàê âåðòèêàëüíûå.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû. Åñëè ïðÿìûå XX ′ è Y Y ′ íå ïàðàëëåëüíû,
òî îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî óãëîâ PX ′X è PY Y ′. Íî ïðè ôèêñèðîâàííîé ïàðå X,
Y ýòî ðàâåíñòâî íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ X ′, Y ′. Òàêèì îáðàçîì,
êîãäà îäíà èç äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê äâèæåòñÿ ïî ñòîðîíå ìíîãîóãîëüíèêà,
äðóãàÿ äâèæåòñÿ ïî ïàðàëëåëüíîé ñòîðîíå, ïðè÷åì äëèíû ýòèõ ñòîðîí ðàâíû. Çíà÷èò
ìíîãîóãîëüíèê èìååò öåíòð ñèììåòðèè.
Ïðèìå÷àíèå. Ïðèâåäåííîå âûøå ðàññóæäåíèå ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî íèêàêèå äâå ñòî-
ðîíû ìíîãîóãîëüíèêà íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ,
òî ìíîãîóãîëüíèê ìîæåò îáëàäàòü òðåáóåìûì ñâîéñòâîì è íå èìåòü öåíòðà ñèììåò-
ðèè (ðèñ.20à)

Ðèñ.20à

á) Íåò. Ïóñòü, íàïðèìåð, ABC � ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê, A′, B′, C ′ � ñåðåäèíû
åãî ñòîðîí. Ïðîâåäåì øåñòü äóã îêðóæíîñòåé ïî 60◦ ñ öåíòðàìè A′, B′, C ′ ñ êîíöàìè
â òî÷êàõ A, B, C, A′, B′, C ′. Ïóñòü X, Y � ïàðà òî÷åê, äåëÿùèõ ïåðèìåòð ôèãóðû
îãðàíè÷åííîé ýòèìè äóãàìè, ïîïîëàì è òî÷êà X ëåæèò, íàïðèìåð, íà äóãå AB′. Òî-
ãäà Y ëåæèò íà äóãå A′B è äóãè AX è A′Y ðàâíû. Òàê êàê äóãè AB′ è A′B ÿâëÿþòñÿ
÷àñòÿìè îäíîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì C ′, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∠AC ′X = ∠A′CY . Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïëîùàäü ôèãóðû AXY B ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé ñåêòîðîâ C ′AX è C ′BY ,
íå çàâèñÿùåé îò ïîëîæåíèÿ òî÷åê X, Y , ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà C ′XY , òàêæå íå çà-
âèñÿùåé îò ïîëîæåíèÿ ýòèõ òî÷åê, è ïëîùàäè äâóõ íåèçìåííûõ ñåãìåíòîâ. Òàêèì
îáðàçîì, ýòà ïëîùàäü ïîñòîÿííà è, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùàäè
âñåé ôèãóðû (ðèñ.20á).
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Ðèñ.20á

Ïðèìå÷àíèå. Ñóùåñòâóþò äàæå âûïóêëûå ôèãóðû, îáëàäàþùèå óêàçàííûì ñâîé-
ñòâîì. Íàïðèìåð, ôèãóðà, îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé

x = 12 cos φ + cos 2φ +
1

2
cos 4φ, y = 12 sin φ− sin 2φ +

1

2
sin 4φ, 0 ≤ φ ≤ 2π,

îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâåííî ñëîæíåå.

21. (À.Çàñëàâñêèé, Á.Ôðåíêèí, 10�11) Â òðåóãîëüíèêå ïðîâåëè ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêó-
ëÿðû ê åãî ñòîðîíàì è èçìåðèëè èõ îòðåçêè, ëåæàùèå âíóòðè òðåóãîëüíèêà.
à) Âñå òðè îòðåçêà îêàçàëèñü ðàâíû. Âåðíî ëè, ÷òî òðåóãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé?
á) Äâà îòðåçêà îêàçàëèñü ðàâíû. Âåðíî ëè, ÷òî òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé?
â) Ìîãóò ëè äëèíû îòðåçêîâ ðàâíÿòüñÿ 4, 4 è 3?
Ðåøåíèå. à) Âåðíî. Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ABC ∠A < ∠B ≤ ∠C. Òîãäà ñåðåäèííûå
ïåðïåíäèêóëÿðû ê ñòîðîíàì AC è BC ïåðåñåêàþò ñòîðîíó AB. Îòðåçêè ýòèõ ïåð-
ïåíäèêóëÿðîâ, ëåæàùèå âíóòðè òðåóãîëüíèêà, èìåþò ðàâíûå ïðîåêöèè íà ïðÿìûå,
ïåðïåíäèêóëÿðíûå AB, íî îáðàçóþò ñ ýòèìè ïðÿìûìè ðàçíûå óãëû. Ñëåäîâàòåëüíî,
îíè íå ðàâíû.
Ïóñòü òåïåðü ∠A ≤ ∠B < ∠C. Òîãäà ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê AB è AC ïåðåñå-
êàþò ñîîòâåòñòâåííî AC è AB è, çíà÷èò, îòðåçàþò îò òðåóãîëüíèêà ABC ïîäîáíûå,
íî íå ðàâíûå òðåóãîëüíèêè. Îòðåçêè ïåðïåíäèêóëÿðîâ, ëåæàùèå âíóòðè òðåóãîëü-
íèêà, ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòîðîíàìè ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ è, ñëåäîâàòåëüíî,
íå ðàâíû.
Îòìåòèì, ÷òî èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî íàèìåíüøóþ äëèíó èìååò
îòðåçîê ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåííîãî ê ñðåäíåé ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà.
á) Íåâåðíî. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ñ óãëàìè A = π/8, B = π/4, C =
5π/8 è åäèíè÷íûì ðàäèóñîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Â íåì ñåðåäèííûé ïåðïåíäè-
êóëÿð ê AB ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AC è åãî îòðåçîê, ëåæàùèé âíóòðè òðåóãîëüíè-
êà, ðàâåí AB tg ∠A/2 = sin(5π/8) tg(π/8) = cos(π/8) tg(π/8) = sin(π/8). Ñåðåäèí-
íûé ïåðïåíäèêóëÿð ê BC ïåðåñåêàåò AB è äëèíà ñîîòâåòñòâóþùåãî îòðåçêà ðàâíà
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BC tg ∠B/2 = sin(π/8). Òàêèì îáðàçîì ýòè îòðåçêè ðàâíû. Óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò
òàêæå ëþáîé òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì ∠A < ∠B < ∠C è cos A tg B = sin C.
â) Íåò. Åñëè òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé, òî, êàê ïîêàçàíî â ï.à), îòðåçêè ñåðåäèí-
íûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê áîêîâûì ñòîðîíàì êîðî÷å âûñîòû. Åñëè æå ∠A < ∠B < ∠C
è cos A tg B = sin C, òî îòíîøåíèå îòðåçêîâ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê íàèáîëüøåé è ñðåäíåé
ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà ðàâíî îòíîøåíèþ ñàìèõ ýòèõ ñòîðîí, ò.å.

sin C

sin B
=

cos A

cos B
=

cos B√
1− 2 cos B + 2 cos3 B

.

Èññëåäîâàâ ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åå ìàêñèìóì ìåíü-
øå, ÷åì 4/3.

22. (À.Õà÷àòóðÿí, 10�11) à) Âñå âåðøèíû ïèðàìèäû ëåæàò íà ãðàíÿõ êóáà, íî íå íà åãî
ðåáðàõ, ïðè÷åì íà êàæäîé ãðàíè ëåæèò õîòÿ áû îäíà âåðøèíà. Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî âåðøèí ìîæåò èìåòü ïèðàìèäà?
á) Âñå âåðøèíû ïèðàìèäû ëåæàò â ïëîñêîñòÿõ ãðàíåé êóáà, íî íå íà ïðÿìûõ, ñîäåð-
æàùèõ åãî ðåáðà, ïðè÷åì â ïëîñêîñòè êàæäîé ãðàíè ëåæèò õîòÿ áû îäíà âåðøèíà.
Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî âåðøèí ìîæåò èìåòü ïèðàìèäà?
Îòâåò. à)13. á) Ïðîèçâîëüíî áîëüøîå.
Ðåøåíèå. à) Ñå÷åíèå êóáà ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû ïåðåñåêàåò âñå åãî ãðà-
íè è, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì øåñòèóãîëüíèêîì. Âåðøèíû îñíîâàíèÿ ëåæàò íà
ñòîðîíàõ ýòîãî øåñòèóãîëüíèêà, íî íå â åãî âåðøèíàõ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî, åñëè
íà êàêîé-òî ñòîðîíå ëåæèò áîëüøå äâóõ âåðøèí îñíîâàíèÿ, òî ñîåäèíèòü èõ íåñàìî-
ïåðåñåêàþùåéñÿ ëîìàíîé, ëåæàùåé âíóòðè øåñòèóãîëüíèêà, íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó
îñíîâàíèå èìååò íå áîëåå 12 âåðøèí, à ïèðàìèäà � íå áîëåå 13. Ñóùåñòâîâàíèå ïè-
ðàìèäû ñ 13 âåðøèíàìè î÷åâèäíî.
á) Â ýòîì ñëó÷àå âåðøèíû îñíîâàíèÿ ìîãóò ëåæàò íà ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ñòîðîíû
øåñòèóãîëüíèêà, è èõ êîëè÷åñòâî ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíî áîëüøèì (ðèñ.22).

Ðèñ.22
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23. (Â.Ïðîòàñîâ, 10�11) Â ïðîñòðàíñòâå äàíû äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ñôåðû ðàçíûõ ðà-
äèóñîâ è òî÷êà A, ïðèíàäëåæàùàÿ îáåèì ñôåðàì. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå
ñóùåñòâóåò òî÷êà B, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè ÷åðåç òî÷êè A è B
ïðîâåñòè ïðîèçâîëüíóþ îêðóæíîñòü, òî òî÷êè åå ïîâòîðíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ äàííûìè
ñôåðàìè áóäóò ðàâíîóäàëåíû îò B.
Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì ÷åðåç A ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ëèíèè öåíòðîâ äàííûõ ñôåð,
è íàéäåì âòîðûå òî÷êè C, D åå ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñôåðàìè. Ïîêàæåì, ÷òî ñåðåäèíà
B îòðåçêà CD � èñêîìàÿ òî÷êà. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç A è B, è ðàññìîòðèì ñå÷åíèÿ ñôåð ïëîñêîñòüþ ýòîé îêðóæíîñòè. Ýòè ñå÷åíèÿ
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâå îêðóæíîñòè, îäíà èç êîòîðûõ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A è
C, äðóãàÿ � ÷åðåç A è D. Öåíòðàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé áóäóò ïðîåêöèè O1, O2 öåí-
òðîâ ñôåð íà ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìûå O1O2 è CD ïàðàëëåëüíû.
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïëîñêèé àíàëîã óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è.
Ïóñòü X1, X2 � âòîðûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç A è B, ñ
äàííûìè îêðóæíîñòÿìè; A′ � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ îêðóæíîñòåé. Òîãäà
O1O2 � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà A′CD, ò.å. CB = BD = O1O2. Ñëåäîâàòåëüíî,
O1B = O2D = O2X2, O2B = O1C = O1C1. Êðîìå òîãî, öåíòð O îêðóæíîñòè ABX1X2

ðàâíîóäàëåí îò O1 è O2, ïîýòîìó ∠BO1X1 = ∠BO1O+∠OO1X1 = ∠BO1O+∠AO1O =
∠AO2O + ∠BO2O = ∠BO2O + ∠OO2X2 = ∠BO2X2. Òàêèì îáðàçîì, òðåóãîëüíèêè
O1X1B è O2BX2 ðàâíû, à çíà÷èò, BX1 = BX2 (ðèñ.23).

� �

� �

� ��

� � � �

� �

�

Ðèñ.23

24. (È.Áîãäàíîâ, 11) Ïóñòü h � íàèìåíüøàÿ âûñîòà òåòðàýäðà, d � íàèìåíüøåå ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó åãî ïðîòèâîïîëîæíûìè ðåáðàìè. Ïðè êàêèõ t âîçìîæíî íåðàâåíñòâî
d > th?
Ðåøåíèå. Ïðè t < 3/2. Ïóñòü ABC � ãðàíü íàèáîëüøåé ïëîùàäè òåòðàýäðà ABCD.
Òîãäà åãî îáúåì ðàâåí V = SABCh/3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû îí ðàâåí ïîëîâèíå ïðîèçâå-
äåíèÿ äëèí ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáåð íà ðàññòîÿíèå è ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè. Ïóñòü

17



A′B′C ′ � òðåóãîëüíèê, ñðåäíèìè ëèíèÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñòîðîíû ABC. Òîãäà,
íàïðèìåð, SA′B′D = AB · CD sin φ, ãäå φ � óãîë ìåæäó AB è CD. Ïîñêîëüêó ñóììà
ïëîùàäåé áîêîâûõ ãðàíåé òåòðàýäðà áîëüøå ïëîùàäè åãî îñíîâàíèÿ, ïëîùàäü òðå-
óãîëüíèêà A′B′C ′ íå ïðåâîñõîäèò óòðîåííîé ìàêñèìàëüíîé ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ
A′B′D, B′C ′D, C ′A′D, ò.å. d < 3h/2. Óñèëèòü ýòî íåðàâåíñòâî íåëüçÿ, òàê êàê åñëè
âçÿòü ïðàâèëüíóþ ïèðàìèäó è óñòðåìèòü åå âûñîòó ê íóëþ, îòíîøåíèå d/h áóäåò
ñòðåìèòüñÿ ê 3/2.
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V Олимпиада по геометрии им. И.Ф.Шарыгина
Заочный тур. Решения

1. (Д.Прокопенко) (8) Точки B1 и B2 лежат на луче AM , а точки C1 и C2 на луче AK.
Окружность с центром O вписана в треугольники AB1C1 и AB2C2. Докажите, что
углы B1OB2 и C1OC2 равны.

Решение. Пусть отрезки B1C1 и B2C2 пересекаются в точке D (рис.1). Тогда по
теореме о внешнем угле треугольника ∠B1OB2 = ∠AB1O − ∠AB2O = (∠AB1C1 −
∠AB2C2)/2 = ∠B1DB2/2. Аналогично ∠C1OC2 = ∠C1DC2/2, т.е. эти углы равны.

A
B1 B2

C1

C2

O
D

M

K

Рис.1

2. (Б.Френкин) (8) Через каждую вершину неравнобедренного треугольника ABC про-
веден отрезок, разбивающий его на два треугольника с равными периметрами. Верно
ли, что все эти отрезки имеют разные длины?

Ответ. Да.

Решение. Предположим, например, что отрезки AA′ и BB′ равны. Тогда из ра-
венства периметров треугольников AA′B и AA′C следует, что BA′ = (AB + BC +
CA)/2 − AB. Аналогично, AB′ = (AB + BC + CA)/2 − AB, и значит, треугольни-
ки ABA′ и BAB′ равны по трем сторонам. Но тогда ∠A = ∠B, что противоречит
неравнобедренности треугольника ABC.

3. (Д.Шноль) (8) Биссектрисы углов трапеции образуют при пересечении четырех-
угольник с перпендикулярными диагоналями. Докажите, что трапеция равнобокая.

Решение. Пусть KLMN — четырехугольник, образованный биссектрисами (рис. 3).
Так как AK и BK — биссектрисы смежных углов трапеции, то ∠LKN = 90◦. Анало-
гично, ∠LMN = 90◦. Следовательно, LK2 +KN2 = LM2 +MN2. С другой стороны,
из перпендикулярности диагоналей получаем, что KL2+MN2 = KN2+LM2. Из этих
двух равенств следует, что KL = LM и MN = NK, а значит ∠NKM = ∠NMK.
Но точки K, M , как точки пересечения биссектрис смежных углов, равноудалены
от оснований трапеции, т.е. KM ‖ AD. Поэтому ∠CAD = ∠BDA, и трапеция рав-
нобокая.
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Рис.3

4. (Д.Прокопенко) (8–9) Две окружности пересекаются в точках P и Q. Из точки Q
пустили в каждую из окружностей по одному лучу, которые отражаются от окруж-
ностей по закону "угол падения равен углу отражения". Точки касания траектории
первого луча –– A1, A2, . . . второго –– B1, B2, . . ..

Оказалось, что точки A1, B1 и P лежат на одной прямой. Докажите, что тогда все
прямые AiBi проходят через точку P .

Решение. При отражении лучей от окружностей выполняются условия QA1 =
A1A2 = A2A3 = · · · и QB1 = B1B2 = B2B3 = · · · . Значит, ∠(PQ,PA1) = ∠(PA1, PA2) =
∠(PA2, PA3) = · · · и ∠(PQ,PB1) = ∠(PB1, PB2) = ∠(PB2, PB3) = · · · (углы ори-
ентированные). Кроме того, так как точки A1, B1, P лежат на одной прямой, то
∠(PQ,PA1) = ∠(PQ, PB1). Следовательно, при любом i имеем ∠(PAi−1, PAi) =
∠(PBi−1, PBi), откуда по индукции получаем, что точки Ai, Bi, P лежат на одной
прямой.

5. (Д.Шноль) (8–9) Дан треугольник ABC и построена вневписанная окружность с
центром O, касающаяся стороны BC и продолжений сторон AB и AC. Точка O1

симметрична точке O относительно прямой BC. Найдите величину угла A, если
известно, что точка O1 лежит на описанной около треугольника ABC окружности.

Решение. Из условия задачи следует, что ∠BOC = ∠BO1C = ∠A. С другой сторо-
ны, ∠BOC = 180◦−(180◦−∠B)/2−(180◦−∠C)/2 = (180◦−∠A)/2. Отсюда получаем,
что ∠A = 60◦.

6. (Б.Френкин) (8–9) Найдите геометрическое место центров всех вневписанных окруж-
ностей прямоугольных треугольников, имеющих данную гипотенузу.

Решение. Пусть ABC — прямоугольный треугольник с гипотенузой AB, Ia, Ib, Ic —
центры его вневписанных окружностей (см. рис. 6). Тогда

∠AIcB = 180◦ − (180◦ − ∠BAC)/2− (180◦ − ∠ABC)/2 = (∠BAC + ∠ABC)/2 = 45◦,

∠AIaB = 180◦−∠BAC/2−∠ABC−(180◦−∠ABC)/2 = 90◦−(∠BAC+∠ABC)/2 = 45◦

и аналогично ∠AIbB = 45◦, причем точки Ia, Ib лежат по одну сторону от прямой
AB, а Ic по другую. Следовательно, все эти три точки лежат на двух окружностях
c1, c2, проходящих через точки A, B, в которых хорда AB стягивает дугу в 90◦.
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Рис.6

Пусть прямые k, l проходят соответственно через A,B перпендикулярно AB. Когда
точка C описывает полуокружность с диаметром AB, каждый из центров пробега-
ет четверть соответствующей окружности. А именно, Ia пробегает дугу между B
и точкой пересечения окружности с l; Ib — дугу между A и точкой пересечения
окружности с k; Ic — дугу между точками пересечения окружности с k и l. Когда C
описывает всю окружность с диаметром AB, исключая точки A,B, центры пробега-
ют искомое ГМТ, а именно дуги окружностей c1, c2, которые лежат вне окружности
с диаметром AB и из которых исключены их концы A, B и точки их пересечения с
прямыми k, l.

7. (В.Протасов) (8–9) Дан треугольник ABC. Из вершин B и C опущены перпендику-
ляры BM и CN на биссектрисы углов C и B соответственно. Докажите, что прямая
MN пересекает стороны AC и AB в точках их касания со вписанной окружностью.

Решение. Пусть I — центр вписанной окружности треугольника ABC, P — точка
пересечения MN и AC (рис. 7). Так как точки M и N лежат на окружности с
диаметром BC, то ∠MNB = ∠MCB = ∠ACI. Следовательно, точки C, I, P , N
лежат на одной окружности и ∠CPI = ∠CNI = 90◦. Значит, P — точка касания AC
с вписанной окружностью. Для стороны AB доказательство аналогично.
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Рис.7

8. (С.Маркелов) (8–10) Многоугольник можно разрезать на две равные части тремя
различными способами. Верно ли, что у него обязательно есть центр или ось сим-
метрии?

Ответ. Нет, см., например, рис.8.

Рис.8

9. (В.А.Ясинский, Украина) (8–11) На плоскости задано n точек, являющихся вершина-
ми выпуклого n-угольника, n > 3. Известно, что существует ровно k равносторонних
треугольников со стороной 1, вершины которых — заданные точки.

а) Докажите, что k < 2
3
n.

б) Приведите пример конфигурации, для которой k > 0, 666n.

Решение. а) Для каждой из данных точек существует проходящая через неё пря-
мая, такая что все другие заданные точки лежат по одну сторону от этой прямой.
Это позволяет среди всех единичных треугольников с вершиной в рассматриваемой
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точке выделить два треугольника — "крайний левый"треугольник и "крайний пра-
вый"треугольник (не исключено, что они могут совпадать). Будем называть эти два
единичных треугольника присоединёнными к этой вершине

Лемма. Каждый единичный треугольник будет присоединённым, по крайней мере,
трижды.

Доказательство. Предположим, что единичный треугольник не является "крайним
левым"для вершины C и не является "крайним правым"для вершины B (см. рис.9).

BC

AB1 C1

Рис.9

Тогда на дугах AB1 и AC1 обязательно будут заданные точки. Но эти точки вместе
с точками A, B и C не образуют выпуклую оболочку. Поэтому этот треугольник
будет присоединённым одним из двух выше указанных способов. Значит, он будет
"крайним левым"для вершины C или "крайним правым"для вершины B. Аналогич-
но, он будет "крайним левым"для вершины A или "крайним правым"для вершины
C, а также, он будет "крайним левым"для вершины B или "крайним правым"для
вершины A. А это значит, что он будет присоединённым по крайней мере трижды,
что и требовалось доказать.

Предположим теперь, что для заданных точек существует k единичных треугольни-
ков. Поскольку для каждой из n точек существует максимум два присоединённых
треугольника, то 2n — это наибольшее количество всех возможных присоединений.
Так как каждый единичный треугольник будет присоединённым, по крайней мере,
трижды, то 3k — это наименьшее количество из всех возможных присоединений.
Таким образом, 3k ≤ 2n , т.е. k ≤ 2

3
n.

б) Рассмотрим ромб, который состоит из двух правильных треугольников, и будем
поворачивать его на очень "маленькие"углы вокруг одной из его тупых вершин так,
что в результате получим m ромбов.

Если все углы поворота меньше π/3, то все вершины наших ромбов будут вершинами
выпуклого многоугольника. При этом n = 3m + 1, k = 2m, и, если m достаточно
велико, k > 0, 666n.

10. (Ф.Ивлев) (9) Пусть ABC — остроугольный треугольник, CC1 — его биссектриса,
O — центр описанной окружности. Точка пересечения прямой OC1 с перпендикуля-
ром из C на AB лежит на описанной окружности треугольника AOB. Найдите угол
C.
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Решение. Пусть D — точка пересечения OC1 с перпендикуляром из C на AB
(рис.10). Так как D лежит на описанной окружности треугольника AOB и AO = OB,
то ∠ADC1 = ∠BDC1. Значит, AD/BD = AC1/BC1 = AC/BC. С другой стороны,
так как CD ⊥ AB, то AC2 + BD2 = AD2 + BC2. Из этих равенств следует, что
AC = AD, т.е. D симметрична C относительно AB. Но тогда CC1 пересекает сере-
динный перпендикуляр к AB в точке, симметричной O. Поскольку точка пересече-
ния биссектрисы и серединного перпендикуляра лежит на описанной окружности,
получаем, что хорда AB делит перпендикулярный ей радиус пополам. Следователь-
но, опирающийся на эту дугу ∠C = 60◦.

A B

C

O

C1

D

Рис.10

11. (А.Блинков) (9) Дан четырехугольник ABCD. Оказалось, что окружность, описан-
ная около треугольника ABC, касается стороны CD, а окружность, описанная около
треугольника ACD, касается стороны AB. Докажите, что диагональ AC меньше, чем
расстояние между серединами сторон AB и CD.

Решение. Из условия следует, что ∠BAC + ∠BCD = ∠ACD + ∠BAD = 180◦.
Значит, ∠BCA = ∠CAD, т.е. AD ‖ BC и отрезок, соединяющий середины AB и
CD, является средней линией трапеции и равен (AD + BC)/2. Кроме того, так как
∠ACD = ∠ABC и ∠BAC = ∠CDA, то треугольники ABC и DCA подобны. Следо-
вательно, AC2 = AD ·BC и утверждение задачи вытекает из неравенства о среднем
арифметическом и среднем геометрическом.

12. (Д.Прокопенко) (9–10) В треугольнике ABC провели биссектрису CL. Точки A1 и
B1 симметричны точкам A и B относительно CL, A2 и B2 симметричны точкам
A и B относительно L. Пусть O1 и O2 –– центры окружностей, описанных около
треугольников AB1B2 и BA1A2. Докажите, что углы O1CA и O2CB равны.

Решение. Из условия следует, что CB1/CA = CB/CA = BL/LA = B2L/AL, т.е.
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B1B2 ‖ CL (рис.12). Аналогично A1A2 ‖ CL. Значит, ∠AB1B2 = ∠BA1A2 = ∠C/2.
При симметрии относительно CL точки B и A1 перейдут в B1 и A, а точка A2 —
в некоторую точку A′. При этом ∠A′AB2 + ∠A′B1B2 = ∠A + ∠B + 2∠C/2 = 180◦.
Следовательно, четырехугольник AA′B1B2 вписанный и точки O1, O2 симметричны
относительно CL.

A
B

C

L

A1

A2

B1

B2

O1

O2

A′

Рис.12

13. (А.Заславский) (9–10) В треугольнике ABC отметили центр вписанной окружности,
основание высоты, опущенной на сторону AB, и центр вневписанной окружности,
касающейся этой стороны и продолжений двух других. После этого сам треугольник
стерли. Восстановите его.

Решение. Центры вписанной и вневписанной окружностей I и Ic лежат на бис-
сектрисе угла C. Пусть C ′ — точка пересечения этой биссектрисы со стороной AB
(рис.13). Тогда CI/CIc = r/rc = C ′I/C ′Ic, где r, rc — радиусы вписанной и внев-
писанной окружностей. Поэтому для любой точки X окружности с диаметром CC ′

отношение XI/XIc будет одним и тем же. Так как основание H высоты, опущенной
на AB, лежит на этой окружности, HI/HIc = CI/C/Ic = C ′I/C ′Ic, т.е. HC ′ и HC —
внутренняя и внешняя биссектрисы угла IHIc. Следовательно, проведя эти биссек-
трисы, мы восстановим точку C и прямую AB. Поскольку ∠IAIc = ∠IBIc = 90◦,
точки A, B лежат на окружности с диаметром IIc. Соответственно, построив эту
окружность и найдя точки ее пересечения с прямой AB, мы восстановим треуголь-
ник.
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C

C ′ H

I

Ic

Рис.13

14. (В.Протасов) (9–10) Дан треугольник ABC площади 1. Из вершины B опущен пер-
пендикуляр BM на биссектрису угла C. Найдите площадь треугольника AMC.

Первое решение. Проведем через точку B прямую, параллельную AC до пересе-
чения с биссектрисой угла C в точке N (рис.14). Так как ∠BNC = ∠ACN = ∠BCN ,
то треугольник BCN — равнобедренный и BM его медиана. Следовательно, SAMC =
1
2
SANC = 1

2
SABC = 1

2
.
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A B

C

M

N

Рис.14

Второе решение. Так как SAMC = 1
2
AC · CM sin C

2
и CM = BC cos C

2
, то SAMC =

1
4
AC ·BC sin C = SABC

2
= 1

2
.

15. (Б.Френкин) (9–10) Даны окружность и не лежащая на ней точка. Из всех треуголь-
ников, одна вершина которых совпадает с данной точкой, а две другие лежат на
окружности, выбран треугольник наибольшей площади. Докажите, что он равно-
бедренный.

Решение. Пусть C — данная точка, A, B — точки на окружности (рис.15). Если
касательная к окружности в точке A не параллельна CB, то, переместив точку A,
можно увеличить расстояние от нее до BC, а значит, и площадь треугольника. Ана-
логично, касательная в точке B параллельна CA. Следовательно, прямые AC и BC
симметричны относительно серединного перпендикуляра к AB, т.е. AC = BC.

9



C

B

A

Рис.15

Отметим, что проведенное рассуждение не зависит от того, лежит ли данная точка
внутри или вне окружности.

16. (А.Заславский) (9–11) Три прямые проходят через точку O и образуют попарно
равные углы. На одной из них взяты точки A1, A2, на другой — B1, B2, так что
точка C1 пересечения прямых A1B1 и A2B2 лежит на третьей прямой. Пусть C2 —
точка пересечения A1B2 и A2B1. Докажите, что угол C1OC2 прямой.

Решение. Пусть C3 — точка пересечения прямых OC1 и A2B1 (рис.16). Приме-
нив сначала к треугольнику OA2B1 и точке C1 теорему Чевы, а затем к этому
же треугольнику и прямой A1B2 теорему Менелая, получаем, что C2A2/C2B1 =
C3A2/C3B1 = OA2OB1. Следовательно, OC2 — внешняя биссектриса угла A2OB1

и OC2 ⊥ OC1.
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Рис.16

17. (А. Заславский.) (9–11) Дан треугольник ABC и точки X, Y , не лежащие на его
описанной окружности. Пусть A1, B1, C1 — проекции X на BC, CA, AB, а A2, B2,
C2 — проекции Y . Докажите, что перпендикуляры, опущенные из A1, B1, C1 на,
соответственно, B2C2, C2A2, A2B2, пересекаются в одной точке тогда и только тогда,
когда прямая XY проходит через центр окружности, описанной около ABC.

Решение. Пусть прямая XY проходит через центр O описанной окружности. За-
фиксируем точку Y и будем двигать точку X по прямой. При этом перпендикуляры
из A1, B1, C1 на стороны A2B2C2 перемещаются равномерно и параллельно себе и,
значит, точки их пересечения движутся по прямым. Когда точка X совпадает с O
или Y , три перпендикуляра пересекаются в одной точке, следовательно, это выпол-
няется для любого положения точки X.

Из предыдущего рассуждения следует, что для фиксированной точки Y множество
точек X, для которых перпендикуляры пересекаются в одной точке, это либо прямая
OY , либо вся плоскость. Предположим, что имеет место второй случай, и возьмем в
качестве X точку C. Тогда точки A1, B1 совпадают с C, а C1 с основанием высоты
треугольника ABC, проведенной из C. Так как три перпендикуляра пересекаются
в одной точке, A2B2 ‖ AB, т.е. Y лежит на прямой OC. Взяв теперь в качестве X
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другую вершину треугольника, получим, что Y совпадает с O.

18. (Б.Френкин) (9–11) На плоскости даны три параллельные прямые. Найдите геомет-
рическое место центров вписанных окружностей треугольников, вершины которых
расположены (по одной) на этих прямых.

Ответ. Полоса, края которой не входят в ГМ, параллельны данным прямым и на-
ходятся посредине между средней прямой и крайними.

Решение. Если произвольный треугольник с вершинами на данных прямых пе-
ренести параллельно этим прямым, его центр вписанной окружности подвергнется
такому же переносу. Следовательно, искомое ГМТ является полосой с краями, па-
раллельным исходным прямым.

Пусть a, c — крайние из исходных прямых, b — средняя, и на них соответственно
находятся вершины треугольника A,C, B. Проведём диаметр вписанной окружности,
перпендикулярный этим прямым, и рассмотрим его конец, ближайший к прямой a
(рис.18). Он лежит ближе к a, чем точка касания вписанной окружности со стороной
AB, и, значит, ближе к a, чем прямая b. Так как другой конец диаметра находится
ближе к a, чем прямая c, то середина диаметра лежит ближе к a, чем прямая, средняя
между b и c. Поменяв в рассуждении местами a и c, получаем, что центр вписанной
окружности I располагается в полосе, указанной в ответе.

B

A

C

I

a

b

c

Рис.18

Возьмём теперь произвольный треугольник ABC с вершинами на соответствующих
прямых. Переместим вершину B так, чтобы сторона AB стала перпендикулярна ис-
ходным прямым. Теперь устремим точку C в бесконечность. Углы при вершинах A
и B стремятся к прямым, а точка пересечения их биссектрис, т.е. I, стремится к
вершине равнобедренного прямоугольного треугольника с гипотенузой AB. Значит,
I неограниченно приближается к прямой посредине между a и b. Аналогично, на-
чав с того же треугольника, можно устремить I к прямой посредине между b и c.
Следовательно, возможные положения I заполняют всю полосу, указанную в ответе.

19. (Б.Френкин) (10–11) Дан выпуклый n-угольник A1 . . . An. Пусть Pi (i = 1, . . . , n) —
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такая точка на его границе, что прямая AiPi делит его площадь пополам. Дано, что
все точки Pi не совпадают с вершинами и лежат на k сторонах n-угольника. Каково
наименьшее и наибольшее возможное значение k при каждом данном n?

Ответ. Наименьшее значение равно 3, наибольшее равно n−1 при четном n и n при
нечетном.

Решение. Так как отрезки AiPi делят площадь многоугольника пополам, любые
два из них пересекаются. Пусть точка Pi лежит на стороне AjAj+1. Тогда точки Pj

и Pj+1 лежат по разные стороны от Ai, т.е. всегда найдутся три точки, лежащие
на разных сторонах. С другой стороны, если две вершины многоугольника являют-
ся вершинами правильного треугольника, а все остальные расположены вблизи его
третьей вершины, то все точки Pi лежат на трех сторонах многоугольника.

Очевидно, для правильного n-угольника при нечетном n все Pi лежат на разных
сторонах. Пусть n = 2m. Так как отрезки AmPm и A2mP2m пересекаются, точки Pm

и P2m лежат по одну сторону от диагонали AmA2m. По другую сторону от этой диа-
гонали лежат m сторон многоугольника, и точка Pi может попасть на эти стороны,
только если соответствующая вершина Ai лежит между Pm и P2m. Но таких вершин
не больше, чем m− 1, значит существует сторона, на которой нет точек Pi.

Рассмотрим теперь n-угольник, вершины A1, . . . , An−2 которого являются вершинами
правильного n− 1-угольника, а вершины An−1, An расположены вблизи оставшейся
вершины этого n−1-угольника. Точки Pi расположены на всех сторонах построенного
многоугольника, кроме An−1An.

20. (Д.Прокопенко) (10–11) В остроугольном треугольнике ABC точка H –– ортоцентр,
O –– центр описанной окружности, AA1, BB1 и CC1 –– высоты. Точка C2 симметрич-
на C относительно A1B1. Докажите, что H, O, C1 и C2 лежат на одной окружности.

Решение. Так как CA1/CA = CB1/CB = cos C, треугольники ABC и A1B1C подоб-
ны. Значит, поскольку ∠ACO = ∠BCC1 = 90◦ − ∠B, прямая CO содержит высоту
треугольника A1B1C, т.е. точки C, O, C2 лежат на одной прямой (рис.20). Кроме
того, из подобия треугольников ABC и A1B1C вытекает, что CC2/CC1 = 2 cos C. С
другой стороны, известно, что CH = 2CO cos C. Следовательно, CO·CC2 = CH ·CC1,
что равносильно утверждению задачи.
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Рис.20

21. (Ф.Нилов) (10–11) Дан четырехугольник ABCD, противоположные стороны кото-
рого пересекаются в точках P и Q. Две прямые, проходящие через эти точки, пе-
ресекают стороны четырехугольника в четырех точках, являющихся вершинами па-
раллелограмма. Докажите, что центр этого параллелограмма лежит на прямой, со-
единяющей середины диагоналей ABCD.

Решение. Аффинным преобразованием переведем параллелограмм в квадрат и рас-
смотрим систему координат, оси которой совпадают с диагоналями квадрата. Будем
считать, что стороны четырехугольника пересекают оси координат в точках (±1, 0),
(0,±1), а точки P , Q имеют координаты (p, 0) и (0, q) соответственно. Тогда стороны
четырехугольника лежат на прямых с уравнениями x

p
± y = 1, ±x + y

q
= 1; вершины

имеют координаты (p(q−1)
pq−1

, q(p−1)
pq−1

), (−p(q−1)
pq+1

, q(p+1)
pq+1

), (−p(q+1)
pq−1

,− q(p+1)
pq−1

), (p(q+1)
pq+1

,− q(p−1)
pq+1

),
и нетрудно видеть, что прямая, соединяющая середины диагоналей, проходит через
начало координат.

22. (А.Заславский) (10–11) Постройте четырехугольник, в который можно вписать и
около которого можно описать окружность, по радиусам этих окружностей и углу
между диагоналями.

Решение. Если радиусы описанной и вписанной окружностей четырехугольника
равны R и r, а растояние между их центрами O и I равно d, то

1

r2
=

1

(R + d)2
+

1

(R− d)2
.

Значит, по данным R, r мы можем определить d и построить эти окружности. Диа-
гонали всех четырехугольников с данными описанной и вписанной окружностями
пересекаются в одной и той же точке L, лежащей на прямой OI, а их середины ле-
жат на окружности с диаметром OL. Кроме того, отрезок, соединяющий середины
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диагоналей, проходит через точку I, а его длина равна OL sin φ, где φ — данный угол.
Построив проходящую через I хорду такой длины, найдем середины диагоналей, а
затем и вершины четырехугольника.

23. (В.Протасов) (10–11) Верно ли, что при любом n правильный 2n-угольник является
проекцией некоторого многогранника, имеющего не более, чем n + 2 грани?

Решение.Да. Применим к правильному 2n-угольнику A1 . . . A2n растяжение относи-
тельно диагонали AnA2n с коэффициентом k > 1 (рис.23). Теперь перегнем получен-
ный многоугольник по прямой AnA2n, так чтобы его вершины B1, . . . , Bn−1, Bn+1, . . . , B2n−1

проецировались в вершины исходного правильного многоугольника. Тогда все пря-
мые BiB2n−i будут параллельны и многогранник, ограниченный треугольниками
Bn−1BnBn+1, B2n−1B2nB1, трапециями BiBi+1B2n−i−1B2n−i и двумя половинами 2n-
угольника, будет искомым.

An = Bn

A2n = B2n

Bi B2n−i

Bi+1 B2n−i−1

Рис.23

24. (Ф.Нилов) (11) Дана четырёхугольная пирамида, в которую можно вписать сферу.
Точку касания этой сферы с основанием пирамиды спроектировали на рёбра осно-
вания. Докажите, что все проекции лежат на одной окружности.

Решение. Пусть ABCD — основание пирамиды, P — точка касания основания с
вписанной сферой, P ′ — точка касания основания с вневписанной сферой, касаю-
щейся основания и продолжения боковых граней. Тогда расстояния от P до сторон
основания относятся как котангенсы половин двугранных углов при соответствую-
щих ребрах, а расстояния от P ′ — как их тангенсы. Отсюда следует, что прямые,
соединяющие каждую вершину основания с P и P ′, симметричны относительно бис-
сектрисы соответствующего угла основания.

Пусть теперь K, L, M , N — точки, симметричные P относительно AB, BC, CD, DA.
Так как, например, BK = BP = BL, серединный перпендикуляр к KL совпадает с
биссектрисой угла KBL, т.е. прямой BP ′ (рис.24). Значит, P ′ — центр окружности,
проходящей через точки K, L, M , N . Применив гомотетию с центром P и коэффи-
циентом 1/2, получаем, что середина отрезка PP ′ — центр окружности, проходящей
через проекции P на ребра основания.
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Нетривиальные критерии
4. В индукционном переходе перепутаны точки An и Q — 5 баллов.
5. Верный ответ — 1 балл.
6. Упоминается угол 45◦, но ГМТ не приводится — 2 балла.
Рассмотрен только один из трех центров — 3 балла.
Верное решение, но не выколоты точки — 5 баллов.
10. Верный ответ — 1 балл.
12. Замечено, но не доказано равенство окружностей или симметричность центров от-

носительно биссектрисы — 2 балла.
13. Упоминаются факты, имеющие отношение к решению, но построения нет — 1 балл.
Верное построение с недостаточным обоснованием —5 баллов.
17. Доказана только достаточность — 3 балла.
18. Не доказано, что центр не может лежать вне полосы — 3 балла.
Не обосновано, что любая точка внутри полосы годится — 4 балла.
19. Верное решение с заменой площади на периметр — 6 баллов.
23. Верный пример без обоснования — 6 баллов.
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VI Олимпиада по геометрии им. И.Ф.Шарыгина
Заочный тур. Решения

1. (Б.Френкин; 8) Существует ли треугольник, в котором одна сторона равна какой-то
из его высот, другая — какой-то из биссектрис, а третья — какой-то из медиан?

Решение. Нет, так как наибольшая сторона треугольника длиннее любой из его вы-
сот, медиан или биссектрис. Действительно, любой отрезок, соединяющий вершину
треугольника с точкой на противоположной стороне, короче, по крайней мере, одной
из двух других сторон. Поэтому любая медиана или биссектриса короче хотя бы од-
ной из сторон и, тем самым, короче наибольшей стороны. Тем более, это верно для
высот.

2. (Д.Швецов; 8) В прямоугольном треугольнике ABC (∠C = 90◦) биссектрисы AA1 и
BB1 пересекаются в точке I. Пусть O — центр описанной окружности треугольника
CA1B1. Докажите, что OI ⊥ AB.

Первое решение. Пусть A2, B2, C2 — проекции точек A1, B1, I на AB (рис.2). Так
как AA1 — биссектриса, то AA2 = AC. С другой стороны, AC2 — касательная из A
к вписанной окружности треугольника, и, значит, отрезок A2C2 = AA2 −AC2 равен
касательной к этой окружности из точки C. Аналогично получаем, что отрезок B2C2

равен той же касательной, т.е. C2 — середина A2B2. По теореме Фалеса C2I пересе-
кает отрезок A1B1 в его середине, а так как треугольник CA1B1 прямоугольный, эта
середина совпадает с центром его описанной окружности.

A B

C

A1

B1

A2B2 C2

I

O

Рис. 2

Второе решение. (Райко Арсений, школа №179, Москва)

Обозначим через A2, B2 основания перпендикуляров, опущенных из точек A1, B1 на
гипотенузу AB соответственно. Из равенства прямоугольных треугольников BCB1

и BB2B1 следует, что ∠BB1C = ∠BB1B2. Получаем, что для треугольника AB1B2

точка I является центром вневписанной окружности. Следовательно, B2I – биссек-
триса прямого угла B1B2A2. Такими же рассуждениями показываем, что A2I яв-
ляется биссектрисой прямого угла A1A2B2. Таким образом треугольник B2IA2 —
равнобедренный прямоугольный, т.е. точка I лежит на серединном перпендикуляре
к A2B2. Точка O будучи серединой боковой стороны B1A1 прямоугольной трапеции
B2B1A1A2 также обладает этим свойством. Поэтому OI ⊥ B2A2.

3. (Ф.Нилов; 8) Точки A′, B′, C ′ лежат на сторонах BC, CA, AB треугольника ABC.
Точка X такова, что ∠AXB = ∠A′C ′B′ + ∠ACB и ∠BXC = ∠B′A′C ′ + ∠BAC.
Докажите, что четырёхугольник XA′BC ′ — вписанный.
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Решение. Пусть Y — отличная от C ′ точка пересечения окружностей AB′C ′ и
BC ′A′. Тогда, так как ∠B′Y C ′ = π − ∠BAC и ∠C ′Y A′ = π − ∠CBA, то ∠A′Y B′ =
π−∠ACB, т.е Y лежит также на окружности CA′B′. Заметим теперь, что ∠AY B =
∠AY C ′+∠C ′Y B = ∠AB′C ′+∠C ′A′B = 2π−∠C ′B′C−∠CA′C ′ = ∠ACB+∠A′C ′B′ =
∠AXB (рис.3). Аналогично ∠BY C = ∠BXC, т.е точки X и Y совпадают.

A
B

C

A′

B′

C ′

X

Рис. 3

4. (Д.Швецов; 8) Диагонали вписанного четырёхугольника ABCD пересекаются в точ-
ке N . Окружности, описанные вокруг треугольников ANB и CND, повторно пере-
секают стороны BC и AD в точках A1, B1, C1, D1. Докажите, что четырёхугольник
A1B1C1D1 вписан в окружность с центром N .

Решение. Рассматривая вписанный пятиугольник A1NB1CD, получаем, что A1N =
B1N , так как равны опирающиеся на эти дуги углы BDA и BCA. Аналогично NC1 =
ND1. Кроме того, ∠NA1A = ∠ACD = ∠ABD = ∠DD1N (рис.4). Следовательно,
ND1 = NA1, ч.т.д.
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C

D

N

A1
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D1

Рис. 4

5. (Д.Швецов; 8–9) На высоте BD треугольника ABC взята точка E такая, что ∠AEC =
90◦. Точки O1 и O2 — центры описанных окружностей треугольников AEB и CEB;
F,L — середины отрезков AC и O1O2. Докажите, что точки L, E, F лежат на одной
прямой.

Решение. Прежде всего заметим, что серединные перпендикуляры к отрезкам AE
и EC являются средними линиями треугольника AEC и, значит, проходят через
F . Таким образом, надо доказать, что FE — медиана треугольника FO1O2. При
этом O1O2 ‖ AC, так как оба эти отрезка перпендикулярны BD. Пусть прямая,
проходящая через E и параллельная AC, пересекает FO1 и FO2 в точках X и Y
(рис.5). Так как FCEX и FAEY — параллелограммы, то XE = FC = FA = EY .
Следовательно, FE — медиана треугольника FXY , а значит и треугольника FO1O2.

A

B

C
D

E

F

O1 O2
L

X Y

Рис. 5

6. (Д.Швецов; 8–9) На стороне BC равностороннего треугольника ABC взяты точки
M и N(M лежит между B и N) такие, что ∠MAN = 30◦. Описанные окружности
треугольников AMC и ANB пересекаются в точке K. Докажите, что прямая AK
содержит центр описанной окружности треугольника AMN .

Решение. Так как ∠BAM + ∠NAC = ∠MAN и AB = AC, точка, симметрич-
ная B относительно AM , совпадает с точкой, симметричной C относительно AN .
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Обозначим эту точку через L. Тогда ∠ALM = ∠ABM = ∠ACM , т.е. L лежит на
окружности ACM . Аналогично L лежит на окружности ABN и, значит, совпадает с
K (рис.6). Поэтому ∠KAN = ∠NAC = 30◦−∠BAM = 90◦−∠NMA. Но по теореме
о вписанном угле прямая, соединяющая A с центром описанной около треугольника
AMN окружности, образует с прямой AN такой же угол.

A

B C
M N

K

Рис. 6

7. (Д.Швецов; 8–9) Через вершину B треугольника ABC проведена прямая, перпенди-
кулярная медиане BM . Эта прямая пересекает высоты, выходящие из A и C (или их
продолжения), в точках K и N . Точки O1 и O2 — центры описанных окружностей
треугольников ABK и CBN соответственно. Докажите, что O1M = O2M .

Решение. Достроим данный треугольник до параллелограмма ABCD (рис.7). Так
как ∠BKA = ∠DKC = ∠BDA, точки A, B, K, D лежат на одной окружности и
O1M ⊥ BD. Аналогично O2M ⊥ BD. Кроме того, так как треугольники ABD и
BCD равны, то равны и расстояния от центров описанных около них окружностей
до точки M .
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Рис. 7

8. (Д.Швецов; 8–10) В треугольнике ABC проведена высота AH. Точки Ib и Ic — центры
вписанных окружностей треугольников ABH и CAH; L — точка касания вписанной
окружности треугольника ABC со стороной BC. Найдите угол LIbIc.

Решение. Докажем, что треугольник LIbIc — равнобедренный и прямоугольный.
Пусть Lb, Lc — проекции точек Ib, Ic на BC, а rb, rc — радиусы окружностей,
вписанных в треугольники AHB, AHC (рис.8). Так как эти треугольники прямо-
угольные, то rb = (AH + BH − AB)/2, rc = (AH + CH − AC)/2 и rb − rc =
(BH − CH)/2 − (AB − AC)/2 = (BH − CH)/2 − (BL − CL)/2 = LH. Следова-
тельно IbLb = LIc = rb, IcLc = LIb = rc, т.е треугольники LIbLb и IcLcL равны,
LIb = LIc и ∠IbLIc = 90◦. Соответственно ∠LIbIc = 45◦.

A

CB
HLLb Lc

Ib

Ic

Рис. 8

Замечание. Пусть I1, I2 – центры вписанных окружностей треугольников ABD и
CBD соответственно(D – произвольная точка на AC); L – точка касания вписанной
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окружности треугольника ABC со стороной AC. Тогда точки I1, L, D и I2 лежат на
одной окружности.

9. (Б.Френкин; 8–10) Назовём точку внутри треугольника хорошей, если три чевиа-
ны через неё равны. В треугольнике ABC стороны AB и BC равны, а количество
хороших точек нечётно. Чему оно может быть равно?

Решение. Так как хорошие точки симметричны относительно высоты треугольника
из вершины B, а число их нечетно, то найдется хорошая точка, лежащая на этой
высоте. Так как чевиана через эту точку из вершины A не короче высоты из той же
вершины, высота треугольника из A не длиннее, чем из B, т.е.AC ≤ AB. Более того,
AC не может быть длиннее высоты из B, так как иначе на этой высоте было бы
две хороших точки. Предположим теперь, что некоторая хорошая точка не лежит
на высоте. Пусть AA′, BB′, CC ′ — проходящие через нее чевианы, а AA1, CC1 —
высоты треугольника. Тогда A1A

′ = C1C
′, причем одна из точек A′, C ′ лежит между

основанием соответствующей высоты и точкой B, а другая — нет. Но отсюда следует,
что соответствующие чевианы короче AC и тем более короче BB1 — противоречие.
Значит, хорошая точка только одна.

10. (И.Богданов; 8–11) Дан треугольник ABC. С помощью двусторонней линейки, про-
ведя не более восьми линий, постройте на стороне AB такую точку D, что AD/BD =
BC/AC.

Решение. Проведем прямые a, b, c, параллельные BC, CA, AB и лежащие от них
на расстоянии ширины линейки с внешней стороны треугольника. Прямые a, b, BC,
AC образуют ромб, диагональ которого является биссектрисой угла C. Пусть E —
точка пересечения этой биссектрисы с прямой c, а F — точка пересечения диагона-
лей трапеции, образованной прямыми c, AB, AC и BC (рис.10). Тогда прямая EF
пересекает AB в искомой точке D.

A B

C

E

F

D

b

a

Рис. 10

11. (Б.Френкин; 8–11) Выпуклый n-угольник разрезан на 3 выпуклых многоугольника.
У одного из них n сторон, у другого — больше, чем n, у третьего — меньше, чем n.
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Каковы возможные значения n?

Ответ. n = 4 или n = 5.

Решение. Очевидно n > 3. Предположим, что n > 5. Тогда одна из частей n-
угольника имеет не менее n + 1 стороны, вторая — n, третья — не менее 3. При
соединении этих частей либо три пары сторон соединяются внутри многоугольника
и не более трех пар образуют его стороны, либо две пары соединяются внутри и
не более четырех образуют стороны. В любом случае суммарное количество сторон
частей превосходит n не более, чем на 9, что при n > 5 невозможно. Примеры для
n = 4, 5 показаны на рис. 11.

Рис. 11

12. (А. Блинков, Ю. Блинков, М. Сандрикова; 9) В прямоугольном треугольнике ABC
AC — больший катет, CH — высота, проведенная к гипотенузе. Окружность с цен-
тром H и радиусом CH пересекает катет AC в точке M . Точка B′ симметрична
точке B относительно H. В точке B′ восставлен перпендикуляр к гипотенузе, кото-
рый пересекает окружность в точке K. Докажите, что:

а) B′M ‖ BC;

б) AK — касательная к окружности.

Решение. а) Проведем высоту N к основанию равнобедренного треугольника CHM ,
тогда CN = NM . Так как BH = B′H и NH ‖ BC, то прямая, проходящая через
точку B′ параллельно HN , пересечет AC в точке M (по теореме Фалеса).

Другое решение. Имеем ∠CMH = ∠MCH = ∠CBB′ = ∠CB′B = a, поэтому точ-
ки C, H, B′ и M лежат на одной окружности. Следовательно, ∠CB′M = ∠CHM =
180◦ − 2a, тогда ∠AB′M = a, что и требовалось.

б) Из прямоугольного треугольника ABC: CH2 = AH · BH. Так как B′H = BH
и KH = CH, то KH2 = AH · B′H, то есть треугольники AKH и AB′K подобны,
откуда и вытекает утверждение задачи.

13. (С.Берлов; 9) В выпуклом четырехугольнике ABCD AB = BC. На диагонали BD
выбрана точка K такая, что ∠AKB +∠BKC = ∠A+∠C. Докажите, что AK ·CD =
KC · AD.

Решение. Возьмем на BD такую точку L, что ∠ALB = ∠A. Так как треугольники
ABL и DBA подобны, BL · BD = AB2 = BC2. Значит, треугольники CBL и DBC
тоже подобны, т.е. ∠BLC = ∠C и L совпадает с K. Требуемое равенство, очевидно,
следует из указанных подобий.
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14. (С.Берлов; 9–10) На стороне AD выпуклого четырехугольника ABCD нашлась такая
точка M , что CM и BM параллельны AB и CD соответственно. Докажите, что
SABCD ≥ 3SBCM .

Решение. Так как ∠ABM = ∠BMC = ∠MCD, то SABM/SBMC = AB/MC и
SBMC/SCMD = BM/CD. Но треугольники ABM и MCD подобны, так что эти отно-
шения равны и S2

BMC = SABM · SMCD. По неравенству о среднем арифметическом и
среднем геометрическом SBMC ≤ (SABM + SMCD)/2, что равносильно утверждению
задачи.

15. (Д.Прокопенко, А.Блинков; 9–11) В остроугольном треугольнике ABC AA1, BB1 и
CC1 –– высоты. Прямые AA1 и B1C1 пересекаются в точке K. Окружности, описан-
ные вокруг треугольников A1KC1 и A1KB1, вторично пересекают прямые AB и AC
в точках N и L соответственно. Докажите, что

а) сумма диаметров этих окружностей равна стороне BC.

б) A1N/BB1 + A1L/CC1 = 1.

Решение. а) Треугольники AB1C1, A1BC1 и A1B1C подобны треугольнику ABC с
коэффициентами cos A, cos B, cos C соответственно. Поэтому ∠KA1C1 = ∠KA1B1 =
90◦ − ∠A, и по теореме синусов диаметры описанных окружностей треугольников
AKB1 и A1KC1 равны соответственно B1K/ cos A и C1K/ cos A. Следовательно, их
сумма равна B1C1/ cos A = BC.

б) Доказанное в предыдущем пункте равенство можно переписать в виде

A1N

sin B
+

A1L

sin C
= BC.

Разделив его на BC, получим искомое соотношение.

16. (Ф.Нилов; 9–11) В угол с вершиной A вписана окружность, касающаяся сторон угла
в точках B и C. Прямая, проходящая через A, пересекает окружность в точках D и
E. Хорда BX параллельна прямой DE. Докажите, что отрезок XC проходит через
середину отрезка DE.

Первое решение. Прежде всего заметим, что ∠BCD = ∠ECX, так как соответ-
ствующие дуги заключены между параллельными хордами. Кроме того, из равен-
ства углов ABD и AEB следует подобие треугольников ABD и AEB и, значит,
равенство BD/BE = AD/AB. Аналогично получаем, что CD/CE = AD/AB, т.е.
BD · CE = CD · BE = BC ·DE/2 (последнее равенство следует из теоремы Птоле-
мея).

Пусть теперь CX пересекает DE в точке M (рис. 16). Тогда треугольники CBD
и CME подобны, следовательно, BD · CE = CB · EM . Отсюда и из предыдущего
равенства получаем, что EM = ED/2.
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Рис. 16

Второе решение. (Руденко Александр, лицей №171 «Лидер», Киев)

Заметим, что ∠DMC = 1
2
(^ DC+ ^ XE). По условию DE||BX ⇒ ∪BD =^ EX.

С другой стороны,

∠COB =^ CB =^ CD+ ^ DB =^ CD+ ^ EX = 2∠CMD.

Откуда следует, что ∠COA = 1
2
∠COB = ∠CMD, поэтому точки A, C, M,O лежат

на одной окружности. Следовательно,
∠AMO = ∠ACO = 90◦, т.е. MO ⊥ DE ⇒ DM = ME.

17. (Предложил С.Токарев; 9–11) Постройте треугольник по высоте и биссектрисе, про-
веденным из одной вершины, и медиане, проведенной из другой вершины.

Первое решение. Пусть l = CL, h = CH — биссектриса и высота из вершины
C, m = BM — медиана из вершины B, φ — угол, который в прямоугольном тре-
угольнике с гипотенузой длины l противолежит катету длины h. Через p обозначим
прямую, содержащую точку C и параллельную прямой AB, а через B′ — точку,
симметричную точке B относительно прямой p.

Предположим, что треугольник ABC построен. Тогда выполнено хотя бы одно из
равенств ∠CLB = φ или ∠CLB = 180◦ − φ, и в любом случае имеем ∠B′CM = 2φ.
В самом деле, если, например, ∠CLB = φ, то ∠B′CM = 360◦ − 2∠CBA− ∠BCA =
2(180◦ − ∠CBA− ∠BCL) = 2φ (Рис.17.1). Второй случай разбирается аналогично.
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Рис. 17.1

Итак, отрезок B′M виден из точки C под углом 2φ. Отсюда получаем следующее
построение.

Проведем две параллельные прямые на расстоянии h друг от друга и отметим на
одной из них точку B; другая прямая будет прямой p. Далее отмечаем точку B′, а
затем — точку M , удаленную на расстояние m от B и равноудаленную от параллель-
ных прямых. Построив угол φ, строим две дуги окружностей с концами в точках B′

и M и угловой величиной 360◦ − 4φ.

Если C1 и C2 — точки пересечения дуг с прямой p, а Ai (i = 1, 2) — точка, симмет-
ричная Ci относительно M , то каждый из треугольников A1BC1 и A2BC2 является
искомым.

Действительно, высоты этих треугольников, проведенные из вершин C1, C2, равны
h, а отрезок BM = m является в каждом из них медианой. Кроме того, если L1,
L2 — основания соответствующих биссектрис, то из построения следует, что один из
углов C1L1B и C2L2B равен φ, а другой 180◦ − φ, откуда, в силу определения угла
φ, получаем C1L1 = C2L2 = l.

Примечание 1. Ясно, что если l < h или m < h/2, то решений нет. Если l = h
и m ≥ h/2, решением является единственный равнобедренный треугольник (при
m = h/2 вырождающийся в отрезок). В случае, когда l > h и m = h/2, получаем два
равных треугольника, симметричных относительно прямой BB′.

При l > h и m = l/2 один из построенных треугольников оказывается вырожденным,
так что решение единственно. Во всех остальных случаях задача имеет два решения.

Второе решение. Зная высоту и биссектрису из вершины C, можно построить эту
вершину и прямую AB. Рассмотрим теперь следующее отображение этой прямой в
себя. Для произвольной точки X найдем точку Y , удаленную от X и AB на рассто-
яния, равные данной медиане из вершины B и половине данной высоты (рис. 17.2).
Затем отразим прямую CY относительно биссектрисы и найдем точку X ′ пересече-
ния полученной прямой с AB. Очевидно, что это отображение сохраняет двойные
отношения точек и переводит точку B в себя. Таким образом, задача сводится к
известной задаче построения неподвижной точки проективного преобразования пря-
мой.
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Рис. 17.2

Примечание 2. В 1938 г. в журнале "Математика в школе"была напечатана статья
В.Фурсенко, в которой разбирались все задачи на построение треугольника по трем
элементам. Эта задача там была ошибочно названа неразрешимой.

18. (Д.Прокопенко; 9–11) На хорде AC окружности ω выбрали точку B. На отрезках
AB и BC как на диаметрах построили окружности ω1 и ω2 с центрами O1 и O2,
которые пересекают ω второй раз в точках D и E соответственно. Лучи O1D и O2E
пересекаются в точке F . Лучи AD и CE пересекаются в точке G. Докажите, что
прямая FG проходит через середину AC.

Решение. Так как углы ADB и BEC прямые, точки D и E лежат на окружности с
диаметром BG. При этом ∠FDG = ∠ADO1 = ∠DAC = ∠GED. Следовательно, FD
(и аналогично FE) — касательная к этой окружности (рис. 18). Значит эта прямая
симметрична медиане треугольника GED из вершины G относительно биссектрисы
из этой же вершины. Поскольку треугольник GDE подобен треугольнику GCA, в
этом последнем треугольнике данная прямая будет медианой.
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Рис. 18

19. (В.Ясинский, Украина; 9–11) Четырехугольник ABCD вписан в окружность с цен-
тром O. Точки P и Q диаметрально противоположны C и D соответственно. Каса-
тельные к окружности в этих точках пересекают прямую AB в точках E и F (A
лежит между E и B, B — между A и F ). Прямая EO пересекает AC и BC в точках
X и Y , а прямая FO пересекает AD и BD в точках U и V . Докажите, что XV = Y U .

Решение. Достаточно доказать, что XO = OY . Действительно, тогда аналогично
получим, что UO = OV и, значит, XUY V — параллелограмм.

Пусть прямая EO пересекает окружность в точках P и Q (рис. 19). Искомое ра-
венство равносильно равенству двойных отношений (PX; OY ) = (QY ; OX). Спро-
ецировав прямую EO на окружность из точки C, получим эквивалентное равенство
(PA; C ′B) = (QB; C ′A), которое верно, так как прямые PQ, AB и касательная к
окружности в точке C ′ пересекаются в одной точке.
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Рис. 19

20. (Ф.Ивлев; 10) Вписанная окружность остроугольного треугольника ABC касается
его сторон AB, BC, CA в точках C1, A1, B1 соответственно. Пусть A2, B2 — сере-
дины отрезков B1C1, A1C1 соответственно, O — центр описанной окружности тре-
угольника, P — одна из точек пересечения прямой CO с вписанной окружностью.
Прямые PA2 и PB2 вторично пересекают вписанную окружность в точках A′ и B′.
Докажите, что прямые AA′ и BB′ пересекаются на высоте треугольника, опущенной
на AB.

Решение. Достаточно доказать, что ∠CAP = ∠A′AB. Действительно, это означает,
что прямая AA′ симметрична AP относительно биссектрисы угла A. Тогда аналогич-
но BB′ симметрична BP относительно биссектрисы угла B, а значит, точка пересе-
чения этих прямых лежит на прямой, симметричной CP относительно биссектрисы
угла C, т.е. на высоте треугольника.

Пусть Q — точка пересечения прямой AP с окружностью, S — середина дуги B1C1

(рис. 20). Композиция проекций окружности на себя из точек A и A2 меняет места-
ми точки B1 и C1, переводит Q в A′ и оставляет S на месте. Значит (B1Q; SC1) =
(C1A

′; SB1), т.е. точки A′ и Q симметричны относительно прямой AA2, что равно-
сильно искомому равенству.
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21. (А.Акопян; 10–11) Дан выпуклый четырехугольник ABCD. Известно, что ∠ABD +
∠ACD > ∠BAC + ∠BDC. Докажите, что SABD + SACD > SBAC + SBDC .

Решение. Если бы стороны AB и CD были параллельны, то выполнялись бы ра-
венства ∠ABD = ∠BDC и ∠ACD = ∠BAC. Поэтому условие задачи равносильно
тому, что лучи AB и DC пересекаются, т.е. расстояние от C до прямой AB меньше,
чем от D, а расстояние от B до прямой CD меньше, чем от A. Поэтому SABD > SABC

и SACD > SBCD.

22. (А.Заславский; 10–11) Окружность с центром F и парабола с фокусом F пересека-
ются в двух точках. Докажите, что на окружности найдутся такие четыре точки A,
B, C, D, что прямые AB, BC, CD и DA касаются параболы.

Решение. Возьмем произвольную точку окружности A, лежащую вне параболы.
Так как прямая AF и прямая, проходящая через A и параллельная оси параболы,
вторично пересекают окружность в точках, симметричных относительно оси, каса-
тельные из A к параболе также пересекают окружность в точках B и D, симмет-
ричных относительно оси. Аналогично получаем, что вторые касательные из B и D
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вторично пересекают окружность в точке C, симметричной A. Следовательно, A, B,
C, D — искомые точки.

23. (Н.Белухов, Болгария; 10–11) Шестиугольник ABCDEF вписан в окружность. Из-
вестно, что AB · CF = 2BC · FA, CD · EB = 2DE · BC, EF · AD = 2FA · DE.
Докажите, что прямые AD, BE и CF пересекаются в одной точке.

Решение. Пусть P — точка пересечения FC и AD; G — вторая точка пересече-
ния описанной окружности шестиугольника с прямой BP . Тогда 2 = (AC; BF ) =
(DF ; GB) = (DF ; EB), и, следовательно, точки G и F совпадают.

24. (А.Акопян; 10–11) Дана прямая l в пространстве и точка A, не лежащая на ней.
Для каждой прямой l′, проходящей через A, построим общий перпендикуляр XY (Y
лежит на l′) к прямым l и l′. Найдите ГМТ точек Y .

Решение. Пусть плоскость, проходящая через A и перпендикулярная l, пересекает
l в точке B, а C — проекция Y на эту плоскость. Так как BC ‖ XY , то BC ⊥
AY и по теореме о трех перпендикулярах BC ⊥ AC. Следовательно, C лежит на
окружности с диаметром AB, а Y — на цилиндре, образующие которого проходят
через точки этой окружности. Очевидно, что любая точка цилиндра принадлежит
искомому ГМТ.

25. (Н.Белухов, Болгария; 11) Среди вершин двух неравных икосаэдров можно выбрать
шесть, являющихся вершинами правильного октаэдра. Найдите отношение ребер
икосаэдров.

Решение. Заметим, что ни один из икосаэдров не может содержать четырех вершин
октаэдра. Действительно, среди четырех вершин октаэдра обязательно найдутся две
противоположные, а любая из остальных вершин образует с ними равнобедренный
прямоугольный треугольник. Но среди вершин икосаэдра нельзя выбрать три вер-
шины такого треугольника.

Таким образом, одному из данных икосаэдров принадлежат три вершины одной гра-
ни октаэдра, а другому — три вершины противоположной грани. Заметим теперь,
что между вершинами икосаэдра существуют только три различных расстояния: од-
но равно ребру икосаэдра, другое — диагонали правильного пятиугольника со сто-
роной, равной ребру, третье — расстоянию между противоположными вершинами.
При этом правильный треугольник могут образовывать только вершины с расстоя-
ниями первых двух видов. Так как икосаэдры неравны, то для одного из них грань
октаэдра совпадает с гранью, а для другого с треугольником, образованным диаго-
налями. Следовательно, отношение ребер равно отношению диагонали правильного

пятиугольника к его стороне, т.е
√

5 + 1

2
.
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VII Олимпиада по геометрии им. И.Ф.Шарыгина
Заочный тур. Решения

1. (А.Заславский) (8) Существует ли выпуклый семиугольник, который можно разрезать на
2011 равных треугольников?

Ответ. Да.

Первое решение. Пусть T — прямоугольный треугольник, гипотенуза которого равна
1003, а один из катетов — 1. Из двух таких треугольников составим прямоугольник, а
из 1003 таких прямоугольников — прямоугольник со стороной 1003. Теперь приложим
к одной из сторон этого прямоугольника равнобедренный треугольник, составленный из
двух треугольников, равных T , а к противоположной стороне четырехугольник из трех
таких треугольников (рис.1).

A1

A2

A3

A4

A5

A6

A7

Рис. 1

Второе решение. Возьмем квадрат со стороной 34 и отрежем от трех его углов равно-
бедренные прямоугольные треугольники с катетами 3, 6 и 16. Получится семиугольник,
который можно разрезать на равнобедренные прямоугольные треугольники с катетом 1,
причем число этих треугольников равно 2 · 342 − 9− 36− 256 = 2011.

Вместо квадрата можно взять прямоугольник m × n и отрезать от него равнобедренные
прямоугольные треугольники с катетами x, y, z такими, что 2mn − x2 − y2 − z2 = 2011.
Участники олимпиады нашли несколько решений такого вида.

Третье решение. (М.Аманжолов, Казахстан) Пусть T — равнобедренный треугольник
с основанием 1 и углом при вершине 120◦. Тогда правильный треугольник со стороной 1
можно разрезать на три треугольника, равных T . С другой стороны, из 335 правильных
треугольников можно сложить равнобедренную трапецию с основаниями 168 и 167 и бо-
ковыми сторонами 1. Две таких трапеции, соединенные большими основаниями, образуют
выпуклый шестиугольник, который можно разрезать на 2010 треугольников, равных T .
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Приложив к его меньшей стороне еще один такой треугольник, получим искомый семи-
угольник.

2. (Из сингапурских олимпиад) (8) В треугольнике ABC со сторонами AB = 4, AC = 6
проведена биссектриса угла A. Из вершины B опущен на эту биссектрису перпендикуляр
BH. Найдите MH, где M — середина BC.
Решение. Пусть D — точка пересечения прямых BH и AC (рис.2). Тогда в треугольнике
ABD AH — биссектриса и высота. Следовательно, этот треугольник равнобедренный,
т.е. AD = BD и BH = HD. Значит, MH — средняя линия в треугольнике BCD и
MH = CD/2 = (AC − AB)/2 = 1.

A B

C

D

M

H

Рис. 2

3. (Д.Швецов) (8) В треугольнике ABC ∠A = 60◦. Серединный перпендикуляр к отрезку AB
пересекает прямую AC в точке C1. Серединный перпендикуляр к отрезку AC пересекает
прямую AB в точке B1. Докажите, что прямая B1C1 касается окружности, вписанной в
треугольник ABC.
Решение. Пусть B0, C0 — середины сторон AC, AB соответственно. Так как треугольники
AB0B1, AC0C1 — прямоугольные с ∠A = 60◦, то AB1 = 2AB0 = AC и AC1 = 2AC0 =
AB. Следовательно, прямая B1C1 симметрична BC относительно биссектрисы угла A.
Поскольку эта биссектриса проходит через центр вписанной окружности, а BC касается
этой окружности, то и B1C1 тоже касается вписанной окружности.

4. (Б.Френкин) (8) В треугольнике ABC проведены биссектрисы AA′, BB′, CC ′. Известно,
что в треугольнике A′B′C ′ эти прямые также являются биссектрисами. Верно ли, что
треугольник ABC равносторонний?
Ответ. Да.
Решение. Из условия следует, что в четырехугольнике A′C ′B′C диагональ CC ′ является
биссектрисой углов C и C ′, а, значит, осью симметрии. Поэтому A′C = B′C, A′C ′ = B′C ′,
∠CB′A′ = ∠CA′B′ и ∠AB′C ′ = ∠BA′C ′. Аналогично получаем, что ∠BC ′A′ = ∠BA′C ′ =
∠AB′C ′ = ∠AC ′B′. Следовательно, треугольники AB′C ′ и BA′C ′ равны, т.е. AB′ = BA′ и
AC = BC. Равенство AB = BC доказывается аналогично.

5. (Б.Френкин) (8) В треугольнике ABC проведен серединный перпендикуляр к стороне AB
до пересечения с другой стороной в некоторой точке C ′. Аналогично построены точки A′

и B′. Для каких исходных треугольников треугольник A′B′C ′ будет равносторонним?
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Ответ. Для равносторонних и треугольников с углами 30, 30 и 120 градусов.

Решение. Пусть треугольник ABC — не равносторонний и AB — его наибольшая сторона.
Тогда точки A′, B′ лежат на отрезке AB. Из условия следует, что C ′C0, где C0 — середина
AB, — серединный перпендикуляр к A′B′, значит, CA′ = A′B = AB′ = CB′, т.е. C ′

совпадает с C и треугольник ABC равнобедренный. Кроме того, 2∠A = ∠A + ∠CAB′ =
∠CB′B = 60◦, следовательно ∠A = ∠B = 30◦.

Критерии.

Показано, что две из трех точек пересечения лежат на одной стороне — 1 балл.

Показано, что треугольник равнобедренный, но упущен случай неравностороннего тре-
угольника — 3 балла.

6. (А.Акопян) (8) Даны две единичные окружности ω1 и ω2 пересекающиеся в точках A и
B. На окружности ω1 взяли произвольную точку M , а на окружности ω2 точку N . Через
точки M и N провели еще две единичные окружности ω3 и ω4. Обозначим повторное пере-
сечение ω1 и ω3 через C, повторное пересечение окружностей ω2 и ω4 через D. Докажите,
что ACBD параллелограмм.

Решение. Пусть Oi — центр окружности ωi. Из условия следует, что O1AO2B, O1CO3M ,
O3MO4N , O4NO2D — ромбы со сторонами 1. Значит,

−−→
O1C =

−−−→
MO3 =

−−→
O4N =

−−→
DO2 и−−→

O1A =
−−→
BO2. Следовательно,

−→
AC =

−−→
DB, что равносильно утверждению задачи.

Критерии.

В решении используются равенства вписанных углов, которые для другой картинки могут
выглядеть иначе — 4 балла

7. (А.Акопян) (8–9) На сторонах AB и AC треугольника ABC выбрали точки P и Q так,
что PB = QC. Докажите, что PQ < BC.

Решение. Пусть T — четвертая вершина параллелограмма CBPT . Тогда PT = BC
и CT = BP = CQ (рис.7). Следовательно, ∠PQT > ∠TQC = ∠QTC > ∠QTP , т.е.
PT > PQ.

A

B C

P

Q

T

Рис. 7

Критерии.

Строится параллелограмм со стороной PQ и без доказательства используется, сто его
вершина лежит внутри треугольника — 5 баллов.
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8. (Д.Швецов) (8–9) Окружность, вписанная в прямоугольный треугольник ABC (∠B =
90◦), касается сторон AB, BC, CA в точках C1, A1, B1 соответственно. A2, C2 — точки,
симметричные точке B1 относительно прямых BC, AB соответственно. Докажите, что
прямые A1A2, C1C2 пересекаются на медиане треугольника ABC.

Решение. Пусть I — центр вписанной окружности, P — точка пересечения прямой A1A2

с медианой BB0 (рис.8). Так как ∠IA1P = ∠IA1B1 = ∠C/2 = ∠PBA1/2, то ∠BA1P =
∠BPA1, т.е. BP = BA1. Так как BA1 = BC1, прямая C1C2 тоже проходит через P .

AB

C

B1

A1

A2

I

P

Рис. 8

9. (Д.Швецов) (8–9) Точка H – ортоцентр треугольника ABC. Касательные, проведённые к
описанным окружностям треугольников CHB и AHB в точке H, пересекают прямую AC
в точках A1 и C1 соответственно. Докажите, что A1H = C1H.

Решение. Из условия следует, что ∠AHC1 = ∠ABH. Значит, ∠C1HB′ = ∠AHB′ −
∠ABH = ∠HAB = π/2 − ∠ABC (B′ — основание высоты). Аналогично ∠B′HA1 =
π/2− ∠ABC, т.е. треугольник A1HC1 — равнобедренный.

10. (М.Волчкевич) (8–9) В трапеции ABCD диагонали пересекаются в точке O. На боковой
стороне CD выбрана точка M , а на основаниях BC и AD — точки P и Q так, что отрезки
MP и MQ параллельны диагоналям трапеции. Докажите, что прямая PQ проходит через
точку O.

Решение. По теореме Фалеса AQ/QD = AM/MB = CP/PB. Значит, AQ/PC = AD/BC =
AO/CO. Следовательно, треугольники AOQ и COP подобны и ∠AOQ = ∠COP .

11. (Д.Швецов) (8–10) Вневписанная окружность прямоугольного треугольника ABC (∠B =
90◦) касается стороны BC в точке A1, а прямой AC в точке A2. Прямая A1A2 пересе-
кает (первый раз) окружность, вписанную в треугольник ABC в точке A′; аналогично
определяется точка C ′. Докажите, что AC||A′C ′.

Решение. Проведем через центр вписанной окружности I диаметр PQ, параллельный
AC (рис.11). Так как ∠PIC = ∠ACI = ∠BCI и CA1 = (AB + BC − AC)/2 = r =
IP , четырехугольник IPA1C является равнобедренной трапецией. Значит, прямая A1P
параллельна IC, т.е. совпадает с A1A2. Соответственно, P совпадает с A′, и, аналогично,
Q совпадает с C ′.
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A

B C

I

P

A1

Рис.11

Критерии. Не объяснено, почему IA′A1A — параллелограмм, а не равнобедренная тра-
пеция — 6 баллов.

12. (В.Ясинский) (8–10) Пусть AP и BQ — высоты данного остроугольного треугольника
ABC. Постройте циркулем и линейкой на стороне AB такую точку M , чтобы ∠AQM =
∠BPM .

Решение. Так как точки P , Q лежат на окружности с диаметром AB, ∠BPQ = 180◦−∠A.
Значит, ∠MPQ = ∠BPQ − ∠BPM = 180◦ − ∠A − ∠AQM = ∠AMQ. Следовательно,
окружность, проходящая через точки P , Q, M , касается прямой AB (рис.12).

A B

C

P

Q

M

Рис.12

13. (Б.Френкин) а) (8–10) Найдите геометрическое место центров тяжести треугольников,
вершины которых лежат на сторонах данного треугольника (по одной вершине внутри
каждой стороны).

б) (11) Найдите геометрическое место центров тяжести тетраэдров, вершины которых
лежат на гранях данного тетраэдра (по одной вершине внутри каждой грани).

Решение. а) Пусть точки A′, B′, C ′ лежат на сторонах BC, CA, AB треугольника ABC.
Так как середина C0 отрезка A′B′ лежит внутри треугольника ABC, расстояние от нее до
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стороны AB меньше опущенной на эту сторону высоты треугольника. Поскольку центр
тяжести M треугольника A′B′C ′ делит отрезок C ′C0 в отношении 2 : 1, то расстояние от
M до AB меньше, чем 2/3 этой высоты. Аналогично получаем, что расстояния от M до
двух других сторон меньше, чем 2/3 соответствующих высот, т.е. M лежит внутри шести-
угольника, образованного сторонами данного треугольника и прямыми, симметричными
им относительно точки пересечения его медиан. При этом, две вершины треугольника
A′B′C ′ приближаются к одной вершине треугольника ABC, то центр тяжести приближа-
ется к границе указанного шестиугольника, так что все его внутренние точки принадлежат
искомому ГМТ.

б) Рассуждая аналогично п.а), получаем, что искомое ГМТ является телом, ограниченным
гранями данного тетраэдра и параллельными им плоскостями, каждая из которых делит
соответствующую высоту в отношении 1 : 3, считая от вершины. Четыре из восьми граней
этого тела являются треугольниками, а остальные — шестиугольниками.

Критерии. Ответ без объяснений — 1 балл.

Нестрогое рассуждение с стремлением двух точек к вершине — 4 балла.

Путаница с границей — 6 баллов.

14. (Б.Френкин) (9) В треугольнике ABC высота и медиана из вершины A образуют (вместе
с прямой BC) треугольник, в котором биссектриса угла A является медианой, а высота и
медиана из вершины B образуют (вместе с прямой AC) треугольник, в котором биссек-
триса угла B является биссектрисой. Найдите отношение сторон треугольника ABC.

Ответ. 1 : 2
√
2 : 3.

Решение. Так как биссектриса угла B делит пополам угол между высотой и медианой,
то угол B — прямой. Значит, высота из вершины A совпадает со стороной AB, т.е. биссек-
триса угла A делит сторону BC в отношении 1 : 3. Следовательно, отношение AB : AC
тоже равно 1 : 3 и по теореме Пифагора BC : AB = 2

√
2.

Критерии. Показано, что треугольник прямоугольный — 2 балла.

Наряду с правильным ответом указаны равнобедренные треугольники — не снижать.

15. (В.Протасов) (9–10) Дана окружность с центром O и радиусом 1. Из точки A к ней про-
ведены касательные AB и AC. Точка M , лежащая на окружности, такова, что четырех-
угольники OBMC и ABMC имеют равные площади. Найдите MA.

Решение. Так как SOBMC − SABMC = SABC − SOBC + 2SMBC , геометрическим местом
точек, для которых SOMBC = SAMBC , является серединный перпендикуляр к отрезку OA.
Поэтому AM = OM = 1.

16. (П.Долгирев) (9–10) Дан треугольник ABC и прямая l. Прямые, симметричные l отно-
сительно AB и AC пересекаются в точке A1. Точки B1, C1 определяются аналогично.
Докажите, что

а) прямые AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной точке;

б) эта точка лежит на описанной около треугольника ABC окружности;

в) точки, построенные указанным способом для двух перпендикулярных прямых, диамет-
рально противоположны.
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Решение. Прежде всего заметим, что, когда прямая l движется параллельно себе с посто-
янной скоростью, прямые, симметричные l относительно AC и BC, также перемещаются
параллельно себе с постоянной скоростью. Поэтому точка C1 движется по прямой, прохо-
дящей через C, т.е. точка пересечения CC1 с описанной окружностью зависит только от
направления прямой l. Пусть теперь A′, B′ — точки пересечения l с BC и AC (рис.16).
Тогда ∠C1B

′C = ∠CB′A′, ∠C ′AC = ∠BA′C1. Значит, C — центр вписанной или вневписан-
ной окружности треугольника A′B′C1, т.е. C1C — биссектриса угла A′C1B

′ или смежного
с ним. Но угол между прямыми A′C1 и B′C1 не зависит от l, значит не зависит от l и угол
между CC1 и C1A

′. Поэтому при вращении l с постоянной скоростью прямые AA1, BB1,
CC1 вращаются с той же скоростью, откуда следуют все три утверждения задачи.

A′ B′

C

C1

Рис.16

Критерии. Рассуждение в неориентированных углах, использующее конкретный чертеж,
— 6 баллов (в каждом пункте).

17. (Б.Френкин) (9–11) а) Существует ли треугольник, в котором наименьшая медиана длин-
нее, чем наибольшая биссектриса?

б) Существует ли треугольник, в котором наименьшая биссектриса длиннее, чем наиболь-
шая высота?

Решение. а) Нет. Пусть в треугольнике ABC длины сторон BC,AC,AB равны a, b, c
соответственно, причём a ≤ b ≤ c. Далее, пусть CM — медиана, AL — биссектриса. Если
угол C тупой или прямой, то AL > AC. Так как BC ≤ AC, то ∠CMA — тупой или
прямой, поэтому CM ≤ AC и, значит, AM < AL.

Пусть теперь ∠C острый. Так как сторона AB наибольшая, то ∠C ≥ 60◦ и углы A,B
острые. Тогда основание H высоты AH лежит на стороне BC, а не на её продолжении.
Поэтому длина AH (а тогда и длина AL) не меньше, чем AC cos 60◦ = b

√
3/2. В то же

время квадрат длины медианы CM равен 2a2+2b2−c2

4
≤ 2a2+b2

4
≤ 3b2

4
. Поэтому длина CM не

превосходит b
√
3/2 и, значит, не превосходит длины биссектрисы угла A.

б) Нет. Пусть опять a ≤ b ≤ c и l — длина биссектрисы угла C. Тогда (al + bl) sin C
2
=

2SABC = ab sinC, т.е. l =
2ab cos C

2

a+b
. С другой стороны, высота из вершины A равна h =
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b sinC. Так как a+ b ≥ 2a, а C ≥ 60◦, h/l = (a+ b) sin C
2
/a ≥ 1.

Примечание. Нетрудно построить треугольник, в котором наименьшая медиана длиннее
наибольшей высоты.

18. (А.Заславский) (9–11) На плоскости проведены n прямых общего положения, т.е. никакие
две прямые не параллельны и никакие три не пересекаются в одной точке. Эти прямые
разрезали плоскость на несколько частей. Какое
а) наименьшее;
б) наибольшее
количество углов может быть среди этих частей?
Решение. а) Ответ. 3. Рассмотрим выпуклую оболочку всех точек пересечения данных
прямых. Две прямые, проходящие через вершину этой оболочки, делят плоскость на че-
тыре угла, в одном из которых лежат все остальные тоски пересечения. Соответственно,
угол, вертикальный этому, не пересекается остальными прямыми, так что количество уг-
лов не может быть меньше трех. Пример с тремя углами легко строится по индукции:
очередную прямую надо проводить так, чтобы она пересекала все предыдущие внутри
треугольника, являющегося выпуклой оболочкой точек пересечения.
б) Ответ. n при нечетном n, n− 1 при четном, большем 2. Построим окружность, внутри
которой лежат все точки пересечения. Данные прямые разбивают ее на 2n дуг. Пусть
AB, BC — две соседние дуги, X, Y — точки пересечения прямой, проходящей через B, с
прямыми, проходящими через A и C. Тогда, если X лежит на отрезке BY , то часть плос-
кости, содержащая дугу BC, не является углом, т.е. из двух частей, содержащих соседние
дуги, углом может быть только одна. Следовательно, количество углов не превосходит
n, причем равенство возможно только тогда, когда углом является часть, содержащая
каждую вторую дугу. Но при четном n это означает, что есть два угла, содержащие про-
тивоположные дуги, т.е. образованные одной и той же парой прямых. При n > 2 это,
очевидно, невозможно. При нечетном n прямые, содержащие стороны правильного n-
угольника, разбивают плоскость на части, из которых n являются углами. Очевидно, что
можно добавить к ним еще одну прямую так, чтобы количество углов не уменьшилось.
Второе решение п.а) (А.Гончарук, Харьков) Рассмотрим многоугольник T , являющий-
ся объединением всех ограниченных частей. Ясно, что все углы являются вертикальными
к углам T , меньшим 180◦. Из формулы для суммы углов сразу следует, что таких углов
не меньше трех. Многоугольник с тремя углами можно построить следующим образом.
Возьмем точку D внутри треугольника ABC, впишем в угол ADB окружность достаточ-
но малого радиуса, возьмем на меньшей из ее дуг, образованных точками касания n − 4
точки и проведем касательные в этих точках. Эти касательные вместе с прямыми AC,
BC, AD, BD образуют искомый многоугольник.
Критерии. Только ответ — 1 балл.
Только оценка или только пример — 3 балла.

19. (А.Заславский) (9–11) Существует ли неравнобедренный треугольник, у которого медиа-
на, проведенная из одной вершины, биссектриса, проведенная из другой, и высота, про-
веденная из третьей, равны?
Решение. Да. Зафиксируем вершины A, B, построим точку D, симметричную A отно-
сительно B, и возьмем произвольную точку C такую, что ∠BCD = 150◦. Тогда высота
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треугольника ABC из вершины A равна расстоянию DH от D до прямой BC, т.е. по-
ловине CD. С другой стороны, медиана BM из вершины B является средней линией в
треугольнике ACD, т.е. тоже равна половине CD (рис.19). Будем теперь двигать точку C
по дуге BD, вмещающей угол 150◦. Когда C стремится к B, биссектриса угла C стремит-
ся к нулю, а медиана из B — к AB/2. Когда C стремится к D, медиана из B стремится
к нулю, а биссектриса не меньше, чем BC. Значит, существует положение точки C, при
котором биссектриса равна двум другим отрезкам.

A
B

C

D

H

M

Рис.19

Примечание. Нетрудно видеть, что при движении C от B к D биссектриса возрастает,
а высота и медиана убывают. Следовательно, углы искомого треугольника определяются
однозначно.

20. (Н.Белухов, А.Заславский) (9–11) Четырехугольник ABCD описан около окружности с
центром I. Точки M и N — середины диагоналей AC и BD. Докажите, что ABCD впи-
санный тогда и только тогда, когда IM : AC = IN : BD.

Решение. Будем считать, что ABCD не является трапецией. Противный случай требует
лишь незначительных изменений решения.

По теореме Ньютона I лежит на MN . Пусть λ = MI : IN . Возьмем на сторонах четырех-
угольника точки P , Q, R и S такие, что AP : PB = CQ : QB = CR : RD = DS : SA = λ.
Покажем, что I — середина отрезков PR и QS.

Это можно сделать, например, методом масс: поместим единичные массы в точки A и C,
а массы λ в B и D. Две первые массы можно заменить массой 2 в точке M , две вторые
— массой 2λ в точке N , следовательно, I — центр всех четырех масс . С другой стороны,
можно заменить массы в A и B на массу 1 + λ в точке P , а две оставшихся на такую же
массу в точке R.

Теперь, так как I — середина PR, а прямые AB и CD — не параллельные касатель-
ные к окружности с центром I, то они образуют равные углы с PR, т.е. PR парал-
лельна биссектрисе одного из образованных этими прямыми углов. Аналогично, QS па-
раллельна биссектрисе одного из углов между AD и BC. Следовательно, ABCD впи-
санный тогда и только тогда, когда PR ⊥ QS. Так как PQRS — параллелограмм (со
сторонами, параллельными AC и BD), это равносильно тому, что PQRS — ромб. Но
PQ = QR ⇔ 1

1+λ
AC = λ

1+λ
BD ⇔ λ = AC : BD, ч.т.д.

Критерии. Доказано только в одну сторону — 3 балла.

21. (В.Ясинский) (10–11) На окружности с диаметром AC выбрана произвольная точка B,
отличная от A и C. Пусть M , N — середины хорд AB, BC, а P , Q — середины меньших
дуг, стягиваемых этими хордами. Прямые AQ и BC пересекаются в точке K, а прямые
CP и AB — в точке L. Докажите, что прямые MQ, NP и KL пересекаются в одной точке.

Решение. Прямые PM и QN пересекаются в центре окружности O. Поэтому утвержде-
ние задачи следует из теоремы Дезарга, примененной к треугольникам PML и NQK.
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22. (Г.Фельдман) (10–11) Из вершины C треугольника ABC проведены касательные CX, CY
к окружности, проходящей через середины сторон треугольника. Докажите, что прямые
XY , AB и касательная в точке C к окружности, описанной около треугольника ABC,
пересекаются в одной точке.

Решение. При гомотетии с центром C и коэффициентом 1/2 прямая XY перейдет в
радикальную ось точки C и окружности, проходящей через середины A′, B′, C ′ сторон
BC, CA, AB. С другой стороны, касательная в точке C к описанной окружности касается
также окружности A′B′C ′, т.е. является радикальной осью этой окружности и точки C.
Следовательно, точка пересечения этих радикальных осей лежит на прямой A′B′. Сделав
обратную гомотетию, получим утверждение задачи.

23. (Н.Белухов, М.Маринов, Болгария) (10–11) Дан треугольник ABC и прямая l, пересека-
ющая BC, CA и AB в точках A1, B1 и C1 соответственно. Точка A′ — середина отрезка,
соединяющего проекции A1 на AB и AC. Аналогично определяются точки B′ и C ′.

а) Докажите, что A′, B′ и C ′ лежат на некоторой прямой l′.

б) Докажите, что, если l проходит через центр описанной окружности △ABC, то l′ про-
ходит через центр его окружности девяти точек.

Решение. Пусть Pa, Pb, Pc — середины высот AHa, BHb, CHc. Очевидно, что точки
A′, B′, C ′ лежат на сторонах треугольника PaPbPc и делят их в тех же отношениях, в
каких точки A1, B1, C1 делят стороны треугольника ABC. Поэтому п.а) сразу следует из
теоремы Менелая. Кроме того, если l проходит через некоторую фиксированную точку,
то l′ также проходит через некоторую фиксированную точку, так что для доказательства
п.б) достаточно проверить его для каких-то двух прямых, проходящих через центр O
описанной окружности. Например, для прямых, проходящих через какую-нибудь вершину
треугольника.

Пусть C1 — точка пересечения CO и AB; X, Y — проекции C1 на AC и BC; A0, B0, C0 —
середины BC, CA, AB, U , V середины XY и A0B0, Q — точка пересечения серединного
перпендикуляра к A0B0 с UPc (рис.23). Так как XY ∥ AB, точки C, V , U лежат на
одной прямой. Значит, V Q/CPc = UV/UC = C1O/CC1, т.е. V Q = OC0/2 и Q — центр
окружности A0B0C0.

A B

C

A0B0

C1 C0

Pc

X YU

V

O Q

Рис.23
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24. (А.Заславский) (10–11) Дан остроугольный треугольник ABC. Найдите на сторонах BC,
CA, AB такие точки A′, B′, C ′, чтобы наибольшая сторона треугольника A′B′C ′ была
минимальна.

Решение. Докажем сначала, что искомый треугольник — педальный, т.е. перпендику-
ляры, восставленные из его вершин к соответствующим сторонам ABC, пересекаются в
одной точке. Действительно, для произвольного треугольника A′B′C ′ окружности AB′C ′,
BC ′A′ и CA′B′ пересекаются в некоторой точке P . Пусть A′′, B′′, C ′′ — проекции P на BC,
CA, AB. Так как ∠A′PB′ = ∠A′′PB′′ = π − ∠C и т.д., то ∠A′′PA′ = ∠B′′PB′ = ∠C ′′PC ′,
и, значит, треугольник A′′B′′C ′′ получается из A′B′C ′ поворотной гомотетией с коэффи-
циентом, меньшим 1.

Рассмотрим теперь точку T , педальный треугольник которой правильный, и докажем,
что педальный треугольник любой другой точки P имеет хотя бы одну сторону большей
длины. Пусть A′, B′ — проекции P на BC и AC. Тогда A′B′ = PC sinC, т.е. A′B′ не
превосходит стороны педального треугольника T тогда и только тогда, когда PC ≤ TC.
Аналогично должны выполняться неравенства PB ≤ TB, PA ≤ TA. Очевидно, что три
эти неравенства выполнены только для точки T .

Осталось описать построение точки T . Из ее определения следует, что TA·BC = TB·AC =
TC · AB. Геометрическим местом точек, удовлетворяющих первому равенству является
окружность Аполлония, проходящая через C и основания внешней и внутренней биссек-
трис угла C. Аналогично строится окружность — геометрическое место точек, удовле-
творяющих второму равенству. Точка T будет общей точкой этих окружностей, лежащей
внутри треугольника ABC.

Критерии. Указано только, что вписанный треугольник равносторонний — 2 балла.

25. (Н.Белухов, Болгария) (10–11) Три равных правильных тетраэдра имеют общий центр.
Могут ли все грани многогранника, являющегося их пересечением, быть равны?

Решение. Да. Пусть A, B, C, D — точки касания правильного тетраэдра с вписанной
сферой. Повернув их на 120◦ относительно общего перпендикуляра к отрезкам AB и CD,
получим точки A′, B′, C ′, D′, а повернув на 240◦, — точки A′′, B′′, C ′′, D′′. Плоскости,
касающиеся сферы в этих двенадцати точках, образуют три искомых тетраэдра.

Действительно, для любых двух из этих точек существует движение, переводящее все
множество из двенадцати точек в себя, а одну из выбранных точек в другую. Такими
движениями можно перевести любую грань полученного многогранника в любую другую.
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VIII Олимпиада по геометрии им. И.Ф.Шарыгина
Заочный тур. Решения

1. (М.Рожкова, Украина) (8) В треугольнике ABC точка M — середина AB, а точка D —
основание высоты CD. Докажите, что ∠A = 2∠B тогда и только тогда, когда AC = 2MD.

Решение. Пусть K — середина AC (рис.1). Так как DK — медиана прямоугольного
треугольника ADC, то AK = KD и ∠ADK = ∠A. С другой стороны, MK — средняя ли-
ния треугольника ABC, следовательно, ∠DMK = ∠B. Применяя к треугольнику DMK
теорему о внешнем угле, получаем, что равенства KD = DM и ∠KDA = 2∠KMD рав-
носильны.

A

K

C

B
MD

Рис.1

Критерии. Предложенное доказательство работает только в одну сторону — 3 балла.

2. (Б.Френкин) (8) Вписанный n-угольник разбит непересекающимися (во внутренних точ-
ках) диагоналями на треугольники. Каждый из получившихся треугольников подобен
хотя бы одному из остальных.

При каких n возможна описанная ситуация?

Ответ. При n = 4 и при n > 5.

Решение. Очевидно, что n > 3. Ясно также, что при четном n можно разрезать правиль-
ный n-угольник на два равных многоугольника диагональю, проходящей через его центр,
а потом разрезать эти два многоугольника одинаковым образом. Кроме того, можно на
трех сторонах правильного 2k-угольника построить равные треугольники с вершинами на
описанной окружности. Поэтому при нечетном n > 5 искомая ситуация тоже возможна.
Осталось доказать, что она невозможна при n = 5.

Если центр описанной около пятиугольника окружности не лежит ни на одной из прове-
денных диагоналей, то треугольник, содержащий его, — остроугольный, а остальные —
тупоугольные, т.е. описанная ситуация не может иметь места. Если же центр лежит на
диагонали, то два треугольника, примыкающие к этой диагонали, — прямоугольные, а
третий — тупоугольный. Следовательно, указанная ситуация также невозможна.

3. (Д.Швецов) (8) Окружность с центром I касается сторон AB,BC,CA треугольника ABC
в точках C1, A1, B1. Прямые AI, CI, B1I пересекают A1C1 в точках X, Y , Z соответственно.
Докажите, что ∠Y B1Z = ∠XB1Z

Решение. Так как B1I ⊥ AC, достаточно доказать, что ∠Y B1A = ∠XB1C. Так как
CI — серединный перпендикуляр к A1B1, то ∠Y B1A1 = ∠C1A1B1, а поскольку ∠A1B1C =
∠B1A1C, то ∠Y B1A = ∠C1A1B (рис.3). Аналогично ∠XB1C = ∠A1C1B = ∠C1A1B.
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B1

Рис.3

4. (А.Акопян) (8) Дан треугольник ABC. M — середина стороны BC, а P — проекция
вершины B на серединный перпендикуляр к AC. Прямая PM пересекает сторону AB в
точке Q. Докажите, что треугольник QPB равнобедренный

Решение. Пусть точка D симметрична B относительно серединного перпендикуляра к
AC, а T — точка пересечения AB и CD. Тогда ACBD — равнобокая трапеция, и, значит,
треугольник BDT — равнобедренный (рис.4). Так как прямая PM содержит среднюю
линию этого треугольника, треугольник QPB тоже равнобедренный.

A

P

C

B

M

D

T

Q

Рис.4

5. (Д.Швецов) (8) На стороне AC треугольника ABC произвольно выбрана точка D. Каса-
тельная, проведённая в точке D к описанной окружности треугольника BDC, пересекает
сторону AB в точке C1; аналогично определяется точка A1. Докажите, что A1C1||AC.

Решение. Из условия задачи следует, что ∠C1DA = ∠DBC и ∠A1DC = ∠DBA (рис.5).
Следовательно, четырехугольник A1BC1D — вписанный, т.е. ∠C1A1D = ∠C1BD = ∠CDA1.
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Рис.5

6. (Д.Швецов) (8–9) На гипотенузе AC прямоугольного треугольника ABC отметили точку
C1 такую, что BC = CC1.Затем на катете AB отметили точку C2 такую, что AC2 = AC1;
аналогично определяется точка A2. Найдите угол AMC, где M — середина отрезка A2C2.

Ответ. 135◦.

Решение. Пусть I — центр вписанной окружности треугольника ABC. Так как точка C1

симметрична B относительно CI, а C2 симметрична C1 относительно AI, то BI = IC2 и
∠BIC2 = 90◦. Аналогично BI = IA2 и ∠BIA2 = 90◦ (рис.6). Следовательно, I — середина
A2C2, а ∠AIC = 135◦.

A C

B

A2

I

C2

Рис.6

7. (Б.Френкин) (8–9) В неравнобедренном треугольнике ABC биссектрисы углов A и B об-
ратно пропорциональны противолежащим сторонам. Найдите угол C.

Ответ. 60◦.

Решение. Пусть AA1, BB1 — биссектрисы треугольника, AA2, BB2 — его высоты. Из
условия задачи следует, что AA1/AA2 = BB1/BB2 и, значит, ∠A1AA2 = ∠B1BB2. Но
∠A1AA2 = |∠B − ∠C|, ∠B1BB2 = |∠A − ∠C|. Так как треугольник неравнобедренный,
равенство ∠A− ∠C = ∠B − ∠C невозможно. Следовательно, ∠C = (∠A+ ∠B)/2 = 60◦.

8. (Д.Швецов) (8–9) Пусть BM – медиана прямоугольного треугольника ABC (∠B = 90◦).
Окружность, вписанная в треугольник ABM , касается сторон AB, AM в точках A1, A2;
аналогично определяются точки C1, C2. Докажите, что прямые A1A2 и C1C2 пересекаются
на биссектрисе угла ABC.

3



Решение. Так как треугольники ABM , CBM — равнобедренные, точки A1, C1 — сере-
дины соответствующих катетов. Кроме того, прямая A1A2 перпендикулярна биссектрисе
угла A и, значит, является биссектрисой угла AA1C1 (рис.8). Аналогично, C1C2 — биссек-
триса угла CC1A1. Следовательно, точка их пересечения — центр вневписанной окруж-
ности треугольника A1BC1 — лежит на биссектрисе угла B.

A C

B

A1

M

C1

A2 C2

Рис.8

9. (А.Карлюченко) (8–9) Восстановите треугольник ABC по прямым lb и lc , содержащим
биссектрисы углов B и C, и основанию биссектрисы угла A — точке L1.

Решение. Пусть I — точка пересечения lb и lc. Тогда IL1 — биссектриса угла A. Поэтому
нам известны углы между биссектрисами треугольника, а значит, и углы треугольника.
Построим произвольный треугольник A′B′C ′ с такими углами, найдем центр I ′ вписанной
в него окружности, отложим на прямых lb, lc отрезки IB′′ = I ′B′, IC ′′ = I ′C ′ и прове-
дем через L1 прямую, параллельную B′′C ′′. Эта прямая пересечет lb, lc в вершинах B, C
искомого треугольника. После этого вершина A строится очевидным образом.

10. (Б.Френкин, А.Заславский) В выпуклом четырехугольнике все стороны и все углы попар-
но различны.

а)(8–9) Может ли наибольший угол примыкать к наибольшей стороне, и при этом наи-
меньший — к наименьшей?

б)(9–11) Может ли наибольший угол не примыкать к наименьшей стороне, и при этом
наименьший — к наибольшей?

Ответ. а) Да. б) Нет.

Решение. а) Рассмотрим треугольник ABC, в котором AC > BC > AB. Возьмем на от-
резке AC такую точку P , что AP = BC, восставим из нее перпендикуляр к AC и возьмем
на этом перпендикуляре точку D, лежащую вне треугольника и достаточно близкую к P .
Тогда в четырехугольнике ABCD AD — наибольшая сторона, CD — наименьшая, D —
наибольший угол, C — наименьший (рис.10).
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Рис.10

б) Предположим, что ABCD — четырехугольник, удовлетворяющий условию. Без ограни-
чения общности можно считать, что угол B наибольший, а сторона CD наименьшая. Тогда
из равенства AC2 = AB2+BC2−2AB ·BC cosB = AD2+CD2−2AD·CD cosD следует, что
AD — наибольшая сторона и, значит, C — наименьший угол. Так как ∠C +∠D < π, лучи
CB и DA пересекаются в некоторой точке P . Так как угол C острый и ∠C + ∠A < π,
то sinA > sinC. Поскольку PB/ sinA = AB/ sinP > CD/ sinP = PD/ sinC, из этого
следует, что PB > PD. Но PB = PC −BC < PC − CD < PD — противоречие.

Критерии. Неполный перебор — до 3 баллов.

11. (Tran Q.H., Вьетнам) Дан треугольник ABC и точка P . Точки A′, B′, C ′ — проекции
P на BC, CA, AB. Прямая, проходящая через P и параллельная AB, вторично пересе-
кает описанную окружность треугольника PA′B′ в точке C1. Точки A1, B1 определены
аналогично. Докажите, что

а) (8-10) прямые AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной точке;

б) (9–11) треугольники ABC и A1B1C1 подобны.

Решение. Так как PC — диаметр описанной около треугольника PA′B′ окружности,
угол PC1C прямой, т.е. точка C1 лежит на высоте треугольника ABC. Аналогично точки
A1, B1 лежат на двух других высотах. Поэтому прямые AA1, BB1, CC1 пересекаются в
ортоцентре H и утверждение а) доказано. Кроме того, точки A1, B1, C1 лежат на окружно-
сти с диаметром PH, поскольку углы PA1H, PB1H, PC1H прямые. Следовательно, угол
между прямыми A1C1 и B1C1 равен углу между прямыми HA1 и HB1, который как угол
между высотами треугольника ABC равен углу между его сторонами AC и BC. Таким
образом, углы треугольников ABC и A1B1C1 равны, т.е. эти треугольники подобны.

12. (Медет Жанбулатулы, Казахстан) (9–10) Пусть O — центр описанной окружности остро-
угольного треугольника ABC. Прямая, проходящая через O и параллельная BC, пересе-
кает AB и AC в точках P и Q соответственно. Известно, что сумма расстояний от точки
O до сторон AB и AC равна OA. Докажите, что сумма отрезков PB и QC равна PQ.

Решение. Из равенства cosA + cosB + cosC = 1 + r/R следует, что в остроугольном
треугольнике сумма расстояний от O до сторон равна сумме радиусов описанной и впи-
санной окружностей. Поэтому из условия задачи следует, что прямая PQ проходит через
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центр I вписанной окружности. Тогда ∠PIB = ∠IBA = ∠IBP и PB = IP . Аналогично
QC = IQ.

13. (А.Заславский) (9–10) Даны точки A, B. Найдите геометрическое место таких точек C,
что C, середины отрезков AC, BC и точка пересечения медиан треугольника ABC лежат
на одной окружности.

Ответ. Окружность с центром в середине AB и радиусом, равным AB
√
3/2 без точек

пересечения с прямой AB.

Решение. Пусть медианы AA0 и BB0 треугольника пересекаются в точке M . Из условия
задачи следует, что AM · AA0 = AB0 · AC, т.е. AA2

0 = 3
4
AC2. Аналогично, BB2

0 = 3
4
BC2.

Поскольку в любом треугольнике отношение суммы квадратов медиан к сумме квадратов
сторон равно 3/4, из этих равенств следует, что медиана из вершины C равна AB

√
3/2.

Нетрудно видеть, что любая точка окружности, кроме точек пересечения с прямой AB,
входит в искомое ГМТ.

Критерии. Предложенное доказательство работает только в одну сторону — 3 балла

14. (М.Волчкевич) (9–10) В выпуклом четырёхугольнике ABCD AC ∩ BD = O и M — сере-
дина BC. Пусть MO ∩ AD = E. Докажите, что AE

ED
=

S△ABO

S△CDO
.

Решение. Пусть P — точка пересечения AB и MO. Применяя теорему Менелая к тре-
угольникам ABC и ABD, получаем AP

PB
· BO

OD
· DE

AE
= AP

PB
· BM

MC
· CO

OA
= 1. Следовательно,

AE
ED

= OA·OB
OC·OD

=
S△ABO

S△CDO
.

15. (А.Заславский) (9–11) Дан треугольник ABC. Рассматриваются прямые l, обладающие
следующим свойством: три прямые, симметричные l относительно сторон треугольника,
пересекаются в одной точке. Докажите, что все такие прямые проходят через одну точку.

Решение. Пусть прямые, симметричные l, пересекаются в точке P . Тогда точки, симмет-
ричные P , лежат на l, а, значит, проекции P на стороны треугольника лежат на одной
прямой. Следовательно, по теореме Симсона P лежит на описанной окружности треуголь-
ника ABC. Кроме того, так как прямая Симсона точки P делит пополам отрезок между
P и ортоцентром H треугольника ABC, то l проходит через H.

16. (Ф.Ивлев) (9–11) Дан прямоугольный треугольник ABC, где AB — гипотенуза. Пусть
M — середина AB, O — центр описанной окружности ω треугольника CMB. Прямая
AC вторично пересекает окружность ω в точке K. Отрезок KO пересекает описанную
окружность треугольника ABC в точке L. Докажите, что отрезки AL и KM пересекаются
на описанной окружности треугольника ACM .

Первое решение. Так как четырехугольник BMKC вписанный, то ∠BMK = 90◦ и O
лежит на BK. Поэтому ∠ABL = ∠MBK = ∠MCK = ∠A. Значит, ∠MAL = ∠B, а угол
между прямыми AL и KM равен углу A, т.е. углу ACM (рис.16).
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Рис.16

Второе решение. Так как угол KCB прямой, то O лежит на KB. Так как AB диаметр
описанной около треугольника ABC окружности, то угол ALB также прямой. Угол KMB
прямой, поскольку KCB прямой. А тогда K — точка пересечения высот треугольника из
точек A, B и точки пересечения AL с MK. Значит два прямых угла с вершинами C и M
опираются на один и тот же диаметр и все доказано.

17. (М.Рожкова, Украина) (9–11) Квадрат ABCD вписан в окружность. Точка M лежит на
дуге BC, прямая AM пересекает BD в точке P , прямая DM пересекает AC в точке Q.
Докажите, что площадь четырёхугольника APQD равна половине площади квадрата.

Решение. Так как ∠AMD = 45◦ = ∠OAD = ∠ODA, то ∠AQD = ∠AMD + ∠MAQ =
∠PAD. Аналогично, ∠APD = ∠ADQ (рис.17). Следовательно, треугольники APD и
QDA подобны, т.е. AQ · PD = AD2, что равносильно утверждению задачи.

A

M

CB

D

P

Q

Рис.17

18. (Б.Френкин) (9–11) На плоскости начерчен треугольник и в нём отмечены две точки.
Известно, что какой-то из углов равен 58◦, какой-то из остальных 59◦, какая-то из отме-
ченных точек является центром вписанной окружности, а другая — центром описанной.
Используя только линейку без делений, определите, где какой угол и где какая точка.
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Решение. Проведём прямую через отмеченные точки. Она пересечёт две стороны тре-
угольника (скажем, AB и AC) и продолжение третьей (скажем, за вершиной C). Тогда
AB — наибольшая сторона треугольника, BC — наименьшая и центром вписанной окруж-
ности является та из отмеченных точек, которая ближе к BC.

Докажем сделанные утверждения. Пусть I — центр вписанной окружности треугольника,
O — центр описанной. Соединим их с вершинами треугольника и вычислим углы. По-
лучим, что O лежит в треугольнике, образованном наибольшей стороной и I, а I лежит
в треугольнике, образованном наименьшей стороной и O. Значит, прямая OI пересека-
ет наибольшую и наименьшую стороны треугольника и, следовательно, пересекает про-
должение средней стороны. При этом O лежит ближе к наибольшей стороне, а I — к
наименьшей.

Остаётся узнать, с какой стороны OI пересекает продолжение средней стороны AC. Для
этого надо сравнить длину перпендикуляров из O и I на прямую AC. Если r и R — радиусы
вписанной и описанной окружности, то перпендикуляр из I равен r, а перпендикуляр из
O равен R cos 59◦ > R/2 > r, откуда следует ответ.

Критерии. Правильное решение, опирающееся на недоказанные тригонометрические нера-
венства — 3 балла.

19. (А.Заславский) (10–11) Две окружности радиуса 1 пересекаются в точках X, Y , рассто-
яние между которыми тоже равно 1. Из точки C одной окружности проведены к другой
касательные CA, CB, вторично пересекающие первую окружность в точках B′, A′. Пря-
мые AA′ и BB′ пересекаются в точке Z. Найдите угол XZY .

Ответ. 150◦.

Решение. Из условия следует, что расстояние между центрами окружностей равно
√
3,

значит, по формуле Эйлера эти окружности для треугольника A′B′C являются описанной
и вневписанной, т.е. A′B′ касается второй окружности в точке C ′, лежащей на прямой CZ
(рис.19).

C

A

C ′

B

A′

B′

Z

X

Y

O O′

Рис.19

Пусть O, O′ — центры окружностей. Тогда ∠A′O′A = ∠AO′C ′ + 1
2
∠C ′O′B = 2∠ABC ′ +

∠C ′AB = ∠CB′A′+ 1
2
∠CA′B′, ∠O′A′O = ∠O′A′B′+∠B′A′O = π

2
−∠C ′O′A′+ π

2
−∠BCA =

π − ∠BCA − 1
2
∠CA′B′ = ∠CB′A′ + 1

2
∠CA′B′, и, так как O′A = OA′, то AO′A′O — рав-

нобедренная трапеция. Поэтому ∠O′AA′ = ∠A′OO′ и, аналогично, ∠O′BB′ = ∠B′OO′.
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Следовательно, ∠A′ZB′ = 2π − ∠AO′B − ∠A′OB′ = π − ∠C, т.е. точка Z лежит на опи-
санной окружности треугольника и ∠XZY = 150◦.

Примечание. Доказать, что Z лежит на окружности, можно и по-другому. При изого-
нальном сопряжении относительно треугольника A′B′C Z перейдет в центр гомотетии
окружностей, который в силу равенства их радиусов является бесконечно удаленным.

Критерии. Без доказательства утверждается, что Z лежит на окружности — 2 балла.

20. (Г.Фельдман) (10–11) В треугольнике ABC на стороне AB отметили точку D. Пусть ω1

и Ω1, ω2 и Ω2 — соответственно вписанные и вневписанные (касающиеся AB во внут-
ренней точке) окружности треугольников ACD и BCD. Докажите, что общие внешние
касательные к ω1 и ω2, Ω1 и Ω2 пересекаются на прямой AB.

Первое решение. Пусть I1, J1, I2, J2 — центры ω1, Ω1, ω2, Ω2, а K1, K2 — точки пересече-
ния прямых I1J1, I2J2 с AB (рис.20). Тогда I1K1/I1C = J1K1/J1C, I2K2/I2C = J2K2/J2C
и, дважды применив к треугольнику CK1K2 теорему Менелая, получим, что прямые I1I2
и J1J2 пересекают AB в одной и той же точке. Через эту точку проходят и общие внешние
касательные.

A

C

BD

I1
I2

J1

J2

K1 K2

Рис.20

Второе решение. Возьмем пересечение общих внешних касательных к окружностям ω1

и Ω2 — точку P. Тогда, применяя теорему о трех колпаках для троек окружностей ω1, Ω1,
Ω2 и ω1, ω2, Ω2, получаем, что точки пересечения общих внешних касательных сначала
к окружностям Ω1 и Ω2, а потом к ω1 и ω2 являются точкой пересечения прямой PC с
прямой AB, т.е. совпадают и лежат на AB.

21. (Н.Белухов, Э.Колев, Болгария) (10–11) Через ортоцентр остроугольного треугольника
проведены две перпендикулярные прямые. Стороны треугольника высекают на каждой
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из этих прямых два отрезка: один, лежащий внутри треугольника, второй — вне его. До-
кажите, что произведение двух внутренних отрезков равно произведению двух внешних.

Решение. Пусть одна из прямых пересекает BC, CA, AB в точках Xa, Xb, Xc, а другая
— в точках Ya, Yb, Yc (рис.21). Тогда ∠HYaB = ∠XbHA и ∠HXbA = ∠YaHB, так как
стороны этих углов перпендикулярны. Поэтому треугольники HBYa и XbAH подобны.
Аналогично, подобны треугольники HXaB и YbAH. Значит, AXb · BYa = AH · BH =
AYb ·BXa. С другой стороны, применив теорему Менелая к треугольникам CXaXb, CYaYb

и прямой AB, получим CA
AXb

· XbXc

XcXa
· XaB

BC
= CA

AYb
· YbYc

YcYa
· YaB
BC

= 1. Из этих трех равенств следует
утверждение задачи.

A

C

B

Xa

Yb

Ya

H

Xb

XcYc

Рис.21

22. (Ф.Нилов) (10–11) В сегмент, ограниченный хордой и дугой AB окружности, вписана
окружность ω с центром I. Обозначим середину указанной дуги AB через M , а середину
дополнительной дуги через N . Из точки N проведены две прямые, касающиеся ω в точках
C и D. Противоположные стороны AC и BD четырёхугольника ABCD пересекаются в
точке X, диагонали ABCD пересекаются в точке Y . Докажите, что точки X, Y , I и M
лежат на одной прямой.

Решение. Пусть K, L — точки касания ω с AB и большой окружностью. Так как L —
центр гомотетии окружности, а касательные к ним в точках K и N параллельны, точки
L, K, N лежат на одной прямой. При этом ∠KAN = ∠NLA, так как эти углы опираются
на равные дуги. Значит, треугольники KAN и ALN подобны и AN2 = NK ·NL = NC2,
т.е. четырехугольник ABCD вписан в окружность с центром N (рис.22). Относительно
этой окружности прямая XY является полярой точки пересечения AB и CD. При этом,
поскольку ∠NAM = ∠NBM = ∠NCI = ∠NDI = 90◦, точки M и I являются полюсами
прямых AB и CD и, следовательно, лежат на XY .
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Рис.22

23. (А.Канель) (10–11) На каждой из двенадцати диагоналей граней куба выбирается произ-
вольная точка. Определяется центр тяжести этих двенадцати точек. Найдите геометри-
ческое место всех таких центров тяжести.

Решение. Прежде всего заметим, что множеством середин отрезков, концы которых ле-
жат на двух диагоналях квадрата, будет квадрат с вершинами в серединах сторон исход-
ного. Поэтому множеством центров тяжести четырех точек, лежащих на диагоналях двух
противоположных граней куба, будет квадрат с вершинами в центрах четырех остальных
граней. Таким образом, задача равносильна определению ГМТ — центров тяжести трех
точек, каждая из которых выбирается в одном из трех таких квадратов. Очевидно, что
все такие центры тяжести лежат в октаэдре, образованном центрами граней куба. Кроме
того, если одна из точек лежит в центральной плоскости этого октаэдра, а две другие
удалены от этой плоскости на расстояние, не превышающее половины ребра куба, то рас-
стояние от центра тяжести до плоскости не может быть больше трети ребра. Значит, все
центры тяжести лежат в многограннике, полученном в результате отсечения от октаэдра
шести четырехугольных пирамидок с ребрами, равными одной трети ребра октаэдра. С
другой стороны, все вершины этого многогранника, а, значит и все его внутренние точки
принадлежат искомому ГМТ.

24. (В.А.Ясинский, Украина) (10–11) На плоскости даны n (n > 2) точек, никакие три из
которых не лежат на одной прямой. Сколькими различными способами это множество
точек можно разбить на два непустых подмножества так, чтобы выпуклые оболочки этих
подмножеств не пересекались?

Ответ. n(n− 1)/2.

Решение. Так как выпуклые оболочки двух подмножеств не пересекаются, они лежат по
разные стороны от некоторой прямой. Таким образом требуется узнать, сколькими спо-
собами данное множество точек можно разделить прямой на два подмножества. Возьмем
в плоскости точку O, не лежащую ни на одной из прямых, соединяющих данные точки, и
рассмотрим полярное соответствие с центром O. Данным точкам будут соответствовать n
прямых, никакие две из которых не параллельны и никакие три не пересекаются в одной
точке. По индукции легко доказать, что эти прямые делят плоскость на n(n + 1)/2 + 1
частей, из которых 2n неограниченных.
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Лемма. Пусть поляры a, b точек A, B делят плоскость на 4 угла. Тогда полюса пря-
мых, пересекающих отрезок AB, лежат в двух вертикальных углах, а полюса прямых, не
пересекающих отрезок AB, — в двух других углах.

Действительно, пусть прямая l пересекает прямую AB в точке X. Тогда поляра X прохо-
дит через точку пересечения a и b. Если вращать l вокруг X, то ее полюс будет двигаться
по этой прямой, т.е. внутри пары вертикальных углов, образованных a и b. При движении
точки X по AB ее поляра вращается вокруг точки пересечения a и b, переходя из одной
пары вертикальных углов в другую в моменты прохождения X точки A или B. Лемма
доказана.

Вернемся к задаче. Из леммы следует, что две прямые разбивают данное множество точек
одинаковым образом тогда и только тогда, когда их полюсы либо лежат в одной из частей,
на которые плоскость разбивается полярами данных точек, либо лежат по разные стороны
от всех n прямых. Но второй случай возможен тогда и только тогда, когда обе точки лежат
в неограниченных областях. Действительно, если точки P , Q лежат по разные стороны
от всех прямых, то каждая из этих прямых пересекает отрезок PQ. Значит, каждый из
продолжающих этот отрезок лучей целиком лежит в одной части. Обратно, если точка P
лежит в неограниченной части, то возьмем луч с началом в ней, целиком лежащий в этой
части и не параллельный ни одной из n прямых. Точки противоположного луча, лежащие
дальше от P , чем все точки пересечения с прямыми, лежат по разные стороны с P от
этих прямых.

Таким образом, 2n неограниченных областей разбиваются на пары, каждой из которых
соответствует один способ разбиения данного множества точек, а каждой из остальных
областей соответствует свой способ разбиения. Всего получаем n(n − 1)/2 + 1 способов,
при одном из которых все n точек попадают в одно подмножество.

Критерии. Решение по индукции с недостаточно обоснованным переходом — 5-6 баллов.
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IX Олимпиада по геометрии им. И.Ф.Шарыгина
Заочный тур. Решения

1. (Н.Москвитин) (8) В треугольнике ABC AB = BC. Из точки E на стороне AB опущен
перпендикуляр ED на BC. Оказалось, что AE = DE. Найдите угол DAC.
Ответ. 45◦.
Решение. По теореме о внешнем угле ∠AED = 90◦ +∠B = 270◦ − 2∠A (рис.1). Следова-
тельно, ∠EAD = (180◦ − ∠AED)/2 = ∠A− 45◦.

A

B

C

E

D

Рис.1

2. (Л.Штейнгарц, Израиль) (8) В равнобедренном треугольнике ABC (AC = BC) угол при
вершине C равен 20◦. Биссектрисы углов A и B пересекают боковые стороны треугольника
соответственно в точках A1 и B1. Докажите, что треугольник A1OB1 (где O — центр
окружности, описанной около треугольника ABC) является равносторонним.
Решение. Возьмем на сторонах BC и AC точки A′ и B′ так, что AB′ = B′O = OA′ =
A′B. Очевидно, что A′B′ ∥ AB, т.е. ∠CA′B′ = ∠CBA = 80◦. Кроме того, ∠A′OB =
∠A′BO = ∠BCO = 10◦. Значит, ∠CA′O = 20◦, а ∠OA′B′ = 60◦, т.е. треугольник OA′B′ —
равносторонний. Тогда A′B′ = A′B и ∠A′BB′ = ∠A′B′B = ∠ABB′ (рис.2). Следовательно,
точка B′ совпадает с B1. Аналогично, A′ совпадает с A1, ч.т.д.

A B

C

O

B′ A′

Рис.2

3. (Д.Швецов) (8) Вневписанная окружность, соответствующая вершине A прямоугольно-
го треугольника ABC (∠B = 90◦), касается продолжений сторон AB, AC в точках A1,
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A2 соответственно; аналогично определим точки C1, C2. Докажите, что перпендикуляры,
опущенные из точек A, B, C на прямые C1C2, A1C1, A1A2, пересекаются в одной точке.

Решение. Пусть I — центр вписанной окружности треугольника ABC, D — четвертая
вершина прямоугольника ABCD. Так как AI ⊥ A1A2, CI ⊥ C1C2, то перпендикуляры из
A на CC1 и из C на AA1 пересекаются в центре J окружности, вписанной в треугольник
ACD. Поэтому достаточно доказать, что DI ⊥ A1C1. Пусть X, Y , Z — проекции I на
AB, BC, CD соответственно. Тогда BC1 = XC2 = ZD и A1B = CY = IZ, значит, тре-
угольники A1BC1 и IZD равны, т.е. ∠IDZ = ∠A1C1B (рис.3), откуда и следует искомая
перпендикулярность.

A
B

C D

I

Z

A1

C1

Рис.3

4. (Ф.Ивлев) (8) Дан неравнобедренный треугольник ABC. Точка O — центр описанной
около него окружности, а точка K — центр окружности w, описанной около треугольника
BCO. Высота треугольника, проведенная из точки A, пересекает окружность w в точке P .
Прямая PK пересекает описанную окружность треугольника в точках E и F . Докажите,
что один из отрезков EP и FP равен отрезку PA.

Решение. Так как точки O, K лежат на серединном перпендикуляре к BC, то OK ∥ AP .
Поэтому ∠OPK = ∠POK = ∠OPA. Значит, точка A′, симметричная A относительно
OP , лежит на прямой PK. При этом OA′ = OA, т.е. A′ лежит на описанной окружности
треугольника ABC (рис.4) и, следовательно, совпадает с одной из точек E, F .

A

B C

O

K

P

A′

Рис.4
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5. (Б.Френкин) (8) Точка внутри выпуклого четырехугольника соединена с вершинами. По-
лучились четыре равных треугольника. Верно ли, что четырехугольник — ромб?

Ответ. Да.

Решение. Пусть ABCD и O — четырехугольник и точка из условия. В равных тре-
угольниках против равных сторон лежат равные углы. Так как △ABO = △CBO, то
углы BAO и BCO равны, как лежащие против BO. Аналогично ∠DAO = ∠DCO, откуда
∠BAD = ∠BCD. Точно так же равны и два других противоположных угла четырехуголь-
ника, поэтому сумма любых двух соседних углов равна π, т.е. ABCD — параллелограмм.

При точке O найдутся два соседних угла, сумма которых не меньше π, скажем ∠AOB
и ∠COB. Второй из них равен одному из углов треугольника AOB. Это может быть
только ∠AOB, так как его сумма с любым другим углом треугольника AOB меньше π. В
равных треугольниках AOB и COB против равных углов лежат равные стороны, поэтому
AB = BC и, значит, ABCD — ромб.

6. (Д.Швецов) (8–9) Диагонали AC, BD трапеции ABCD пересекаются в точке P . Описан-
ные окружности треугольников ABP , CDP пересекают прямую AD в точках X, Y . Точка
M — середина XY . Докажите, что BM = CM .

Решение. Из условия следует, что ∠BXA = ∠BPA = ∠CPD = ∠CY D (рис.6). Значит,
трапеция BXY C равнобокая, что равносильно утверждению задачи.

A

B C

D

P

X Y

Рис.6

7. (Д.Швецов) (8–9) Пусть BD — биссектриса треугольника ABC. Точки Ia, Ic — центры
вписанных окружностей треугольников ABD, CBD. Прямая IaIc пересекает прямую AC
в точке Q. Докажите, что ∠DBQ = 90◦.

Решение. Прямые AIa и CIc пересекаются в центре I вписанной окружности треугольни-
ка ABC. При этом AIa/IaI = AD/ID, CIc/IcI = CD/ID. По теореме Менелая получаем,
что QA/QC = AD/CD = AB/BC. Следовательно, BQ — внешняя биссектриса угла B,
ч.т.д.

8. (М.Плотников, Украина) (8–9) Вокруг треугольника ABC описана окружность. Пусть
X — точка внутри окружности, K и L — точки пересечения окружности и прямых BX и
CX соответственно. Прямая LK пересекает BA в точке E, а прямую AC в точке F . Найди-
те геометрическое место таких точек X, что окружности, описанные около треугольников
AFK и AEL, касаются.
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Ответ. Дуга окружности, проходящей через B, C и центр O описанной окружности тре-
угольника ABC.

Решение. Пусть окружности касаются. Тогда углы, образованные их общей касательной
с прямыми AC и AB, равны соответственно углам ALE и AKF , которые в свою очередь
равны углам ABX и ACX. Поскольку сумма этих углов равна углу A треугольника, то
∠BXC = 2∠A = ∠BOC. Аналогично получаем, что любая точка дуги удовлетворяет
условию.

9. (М.Плотников) (8–9) Пусть T1, T2 — точки касания вневписанных окружностей треуголь-
ника ABC со сторонами BC и AC соответственно. Оказалось, что точка, симметричная
центру вписанной окружности треугольника относительно середины AB, лежит на окруж-
ности, описанной около треугольника CT1T2. Найдите угол BCA.

Ответ. 90◦.

Решение. Пусть D — четвертая вершина параллелограмма ACBD, J — центр вписанной
окружности треугольника ABD, S1, S2 — точки касания этой окружности с AD и BD.
Тогда S1T1 ∥ AC, S2T2 ∥ BC и ∠T1JT2 = ∠S1JS2 = π − ∠C. Кроме того, DS1 = DS2, а
значит, прямые S1T1, S2T2 и DJ пересекаются в одной точке. Следовательно, J совпадает
с точкой пересечения прямых S1T1 и S2T2, т.е. ∠C = 90◦ (рис.9).

A B

C

D

T1

T2

S1

S2

J

Рис.9

10. (Д.Швецов) (8–9) Окружность, вписанная в треугольник ABC, касается стороны AB в
точке C ′. Окружность, вписанная в треугольник ACC ′, касается сторон AB и AC в точках
C1, B1; окружность, вписанная в треугольник BCC ′, касается сторон AB и BC в точках
C2, A2. Докажите, что прямые B1C1, A2C2 и CC ′ пересекаются в одной точке.

Решение. Поскольку AC ′−BC ′ = AC−BC, вписанные окружности треугольников ACC ′

и BCC ′ касаются стороны CC ′ в одной и той же точке. Поэтому CB1 = CA2. Кроме того,
AB1 = AC1, BA2 = BC2, и, вычислив углы четырехугольника A2B1C1C2, получаем, что он
вписанный. Следовательно, прямые B1C1, A2C2 и CC ′ пересекаются в радикальном цен-
тре трех окружностей: описанной окружности четырехугольника A2B1C1C2 и вписанных
окружностей треугольников ACC ′, BCC ′ (рис.10).
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Рис.10

11. (П.Кожевников) (8–9) а) Дан выпуклый четырехугольник ABCD. Пусть r1 ≤ r2 ≤ r3 ≤ r4
— взятые в порядке возрастания радиусы окружностей, вписанных в треугольники ABC,
BCD, CDA, DAB. Может ли оказаться, что r4 > 2r3?

б)В выпуклом четырехугольнике ABCD диагонали пересекаются в точке E. Пусть r1 ≤
r2 ≤ r3 ≤ r4 — взятые в порядке возрастания радиусы окружностей, вписанных в тре-
угольники ABE, BCE, CDE, DAE. Может ли оказаться, что r2 > 2r1?

Ответ. а) Нет. б) Нет.

Решение. а) Пусть для определенности r4 = r(ABC). Достаточно показать, что r(ABC)/2 <
max{r(ABD), r(CBD)}. Середина K диагонали AC лежит в одном из треугольников
ABD, CBD, скажем, в треугольнике ABD. Тогда треугольник AKL, где L — середина
AB, целиком содержится в треугольнике ABD, поэтому r(ABC)/2 = r(AKL) < r(ABD).

б) Пусть r = r1 — радиус окружности, вписанной в треугольник ABE. Так как диаметры
окружностей, вписанных в треугольники BCE, ADE, меньше высот этих треугольников,
совпадающих с высотами ha, hb треугольника ABE, достаточно доказать, что одна из
этих высот не превосходит 4r. Пусть AE ≥ BE. Тогда полупериметр треугольника p <
AE +BE ≤ 2AE и hb = 2S/AE = 2pr/AE < 4r.

Примечание. Отметим, что в обоих пунктах ответ изменится на положительный, если
константу 2 заменить на меньшую

12. (Б.Френкин) (8–11) На каждой стороне треугольника ABC отмечены две различные точ-
ки. Известно, что это основания высот и биссектрис.

(а) Пользуясь только линейкой без делений, определите, где высоты, а где биссектрисы.

(б) Решите пункт (а), проведя только три прямых.

Решение. Предварительные замечания. Поскольку все основания высот и биссек-
трис по условию различны, треугольник неравнобедренный. На любой стороне треуголь-
ника основание высоты лежит ближе к меньшей из прилежащих сторон, чем основание
биссектрисы, и поэтому достаточно определить, какая сторона треугольника наибольшая,
наименьшая и средняя. Основания биссектрисы и высоты, проведённых из некоторой вер-
шины X, будем обозначать LX и HX соответственно.

Лемма. Если |AC| > |BC|, то прямые LBLA и HBHA пересекают продолжение стороны
AB за вершину B.
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Доказательство леммы. Пусть LBD — перпендикуляр из LB на AB, а CH — высота.
Поскольку биссектриса делит сторону пропорционально прилежащим, выполнено равен-
ство |LBD| : |CH| = |AB| : (|BC|+ |AB|). Аналогично, если LAE — перпендикуляр из LA

на AB, то |LAE| : |CH| = |AB| : (|AC| + |AB|). Так как |AC| > |BC|, то |LBD > |LAE|,
поэтому LBLA пересекает AB за вершиной B, что и требовалось.

Точки HB, HA лежат на полуокружности с диаметром AB. Если бы углы HAAB и HBBA
были равны, то перпендикуляры из HA и HB на AB также были бы равны. Но первый из
углов меньше, поэтому и соответствующий перпендикуляр меньше. Лемма доказана.

Простейшее решение п. (а). Соединим отмеченные точки с противолежащими вер-
шинами. Получим два семейства конкурентных прямых. На двух сторонах треугольника
возьмём точки, принадлежащие одному и тому же семейству, и проведём через них пря-
мую. Согласно лемме она пересекает продолжение третьей стороны за меньшей из двух
выбранных сторон — независимо от того, какому семейству соответствуют выбранные
точки. Отсюда определяется, какая сторона треугольника меньше какой, что и требуется.

Решение п. (б). Для каждой вершины треугольника выберем на прилежащих сторонах
ближайшие отмеченные точки и соединим их прямой. Как показано ниже, эти прямые
пересекут продолжение наибольшей стороны треугольника за вершину среднего угла и
продолжения остальных двух сторон за вершину наибольшего угла. Отсюда определяет-
ся, какая сторона треугольника меньше какой, что и требуется.

Докажем утверждение, выделенное курсивом. Пусть |AB| > |AC| > |BC|. Отмеченные
точки, ближайшие (по сторонам) к вершине наименьшего угла, — основания биссектрис,
а ближайшие к вершине наибольшего угла — основания высот. Согласно лемме, соединя-
ющие их прямые пересекают соответственно продолжение BC за C и продолжение AB
за B. Отмеченные точки, ближайшие по сторонам к вершине среднего угла B, — это HC

и LA. Согласно лемме, прямая LCLA пересекает продолжение AC за C в некоторой точ-
ке P . Луч HCLA направлен внутрь треугольника HCCP и потому пересекает CP , что и
требуется.

13. (Ф.Ивлев) (9–10) Пусть A1 и C1 — точки касания вписанной окружности со сторонами BC
и AB соответственно, а A′ и C ′ — точки касания вневписанной окружности треугольника,
вписанной в угол B, с продолжениями сторон BC и AB соответственно. Докажите, что
ортоцентр H треугольника ABC лежит на A1C1 тогда и только тогда, когда прямые A′C1

и BA перпендикулярны.

Решение. Пусть A′C1 ⊥ BA. Тогда по теореме Фалеса высота, проведенная из C, делит
отрезок A1C1 в отношении A1C : CA′ = p− c : p−a. Через ту же точку проходит и высота
из A. Обратное утверждение доказывается аналогично.

14. (Д.Швецов) (9–11) Точки M , N — cередины диагоналей AC, BD прямоугольной трапеции
ABCD (∠A = ∠D = 90◦). Описанные окружности треугольников ABN , CDM пересекают
прямую BC в точках Q, R. Докажите, что точки Q, R равноудалены от середины отрезка
MN .

Решение. Пусть X, Y — проекции N и M на BC. Тогда утверждение задачи равносильно
равенству RY = XQ. Так как ∠NQX = ∠NAB = ∠DBA, треугольники XQN и ABD
подобны (рис.14). Значит, XQ = AB·NX/AD. Но NX = CD sin∠BCD/2 = CD·AD/2BC,
следовательно, XQ = AB · CD/2BC = RY .
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Рис.14

15. (9–11) а) (В.Расторгуев) В треугольник ABC вписаны треугольники A1B1C1 и A2B2C2

так, что C1A1 ⊥ BC, A1B1 ⊥ CA, B1C1 ⊥ AB, B2A2 ⊥ BC, C2B2 ⊥ CA, A2C2 ⊥ AB.
Докажите, что эти треугольники равны.

б) (П.Кожевников) Внутри треугольника ABC взяли точки A1, B1, C1, A2, B2, C2 так, что
A1 - на отрезке AB1, B1 - на отрезке BC1, C1 - на отрезке CA1, A2 - на отрезке AC2, B2 - на
отрезке BA2, C2 - на отрезке CB2 и углы BAA1, CBB1, ACC1, CAA2, ABB2, BCC2 равны.
Докажите, что треугольники A1B1C1 и A2B2C2 равны.

Решение. а) Опишем вокруг треугольника A2B2C2 треугольник A′B′C ′ так, что C2A2 ⊥
B′C ′, A2B2 ⊥ C ′A′, B2C2 ⊥ A′B′. Очевидно, что соответствующие стороны треугольников
ABC и B′C ′A′ симметричны относительно центра описанной окружности треугольника
A2B2C2. При этой симметрии треугольник A2B2C2 переходит в треугольник B1C1A1. Сле-
довательно, эти треугольники равны и имеют общий центр описанной окружности.

б) B описанной окружности треугольника ABC рассмотрим хорды AA′, BB′, CC ′, AA′′,
BB′′, CC ′′, лежащие соответственно на прямых A1B1, B1C1, C1A1, A2C2, B2A2, C2B2. Из
условия задачи следует равенство дуг AC ′, BA′, CB′, AB′′, CA′′, BC ′′. Пусть каждая из
этих дуг равна φ. Тогда при повороте вокруг центра описанной окружности хорды AA′,
BB′, CC ′ переходят соответственно в BB′′, CC ′′, AA′′, значит, этот поворот совмещает
треугольники A1B1C1 и A2B2C2 (рис.15).
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Рис.15

Примечание. Как частный случай этой задачи получаем, что, если треугольник A1B1C1

вырождается в точку, то треугольник A2B2C2 также вырождается в точку, причем обе
точки равноудалены от центра описанной окружности. Эти точки называются точками
Брокара треугольника.

16. (Ф.Ивлев) (9–11) Вписанная в треугольник ABC окружность касается сторон BC, CA,
AB в точках A′, B′, C ′ соответственно. Перпендикуляр из центра I этой окружности на
медиану из вершины C пересекает прямую A′B′ в точке K. Докажите, что CK ∥ AB.

Решение. При полярном преобразовании относительно вписанной окружности перпен-
дикуляр из I на медиану перейдет в бесконечно удаленную точку этой медианы, прямая
A′B′ — в точку C, а прямая, проходящая через C и параллельная AB, — в точку P
пересечения A′B′ с IC ′. Таким образом, надо доказать, что эта точка лежит на медиане.

Поскольку IA′ = IB′, ∠PIB′ = ∠A, ∠PIA′ = ∠B, то B′P : A′P = BC : AC. А так как
CA′ = CB′, то sin∠ACP : sin∠BCP = BC : AC, т.е. CP делит AB пополам (рис.16).

A B

C

A′

B′

C ′

I

P

Рис.16
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17. (А.Заславский) (9–11) Дан вписанный четырехугольник, острый угол между диагоналя-
ми которого равен ϕ. Докажите, что острый угол между диагоналями любого другого
четырехугольника с теми же длинами сторон меньше ϕ.

Решение. Пусть диагонали четырехугольника ABCD пересекаются в точке P . Обозначив
PA = a, PB = b, PC = c, PD = d, выразим стороны четырехугольника по теореме
косинусов через a, b, c, d и cosϕ.

|AB2 −BC2 + CD2 − CA2| = 2 cosϕ(ab+ bc+ cd+ da) = 2AC ·BD cosϕ.

Но по теореме Птолемея AC · BD ≤ AB · CD + BC · AD, причем равенство достигается
только на вписанном четырехугольнике.

18. (А.Иванов) (9–11) В треугольнике ABC проведена биссектриса AD. Точки M и N явля-
ются проекциями B и C на AD. Окружность с диаметром MN пересекает BC в точках
X и Y . Докажите, что ∠BAX = ∠CAY .

Решение. Пусть B′, C ′, X ′, Y ′ — точки, симметричные B, C, X, Y относительно MN .
Тогда BB′CC ′ — равнобокая трапеция, диагонали которой пересекаются в точке L, ин-
версной A относительно окружности с диаметром MN . В этой же точке пересекаются
диагонали равнобокой трапеции XX ′Y Y ′, вписанной в эту окружность. Боковые стороны
этой трапеции пересекаются на поляре точки L, которая проходит через A и параллельна
основаниям трапеции. В силу симметрии точка пересечения боковых сторон совпадает с
A, что равносильно утверждению задачи (рис.18).

A

B B′

CC ′

X X ′

YY ′

L

Рис.18

19. (Д.Прокопенко) (10–11) а) Вписанная окружность треугольника ABC касается сторон
AC и AB в точках B0 и C0 соответственно. Биссектрисы углов B и C треугольника ABC
пересекают серединный перпендикуляр к биссектрисе AL в точках Q и P соответственно.
Докажите, что прямые PC0 и QB0 пересекаются на прямой BC.

б) В треугольнике ABC провели биссектрису AL. Точки O1 и O2 — центры описанных
окружностей треугольников ABL и ACL соответственно. Точки B1 и C1 — проекции вер-
шин C и B на биссектрисы углов B и C соответственно. Докажите, что прямые O1C1 и
O1B1 пересекаются на прямой BC.

в) Докажите, что точки, полученные в пп.а) и б), совпадают.
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Решение. а) Очевидно, что PQ ∥ B0C0. Кроме того, точка P лежит на описанной окруж-
ности треугольника ACL. Значит, ∠PLA = ∠C/2 и ∠PLB = 90◦ − ∠B/2 = ∠C0A0B,
где A0 — точка касания вписанной окружности с BC. Следовательно, соответственные
стороны треугольников PQL и C0B0A0 параллельны, т.е. эти треугольники гомотетичны
(рис.19а). Центр гомотетии S лежит на прямой LA0. Значит, прямые P 0 и QB0 пересека-
ются в S, т.е. на прямой BC.

A

B C

P

Q

LA0

B0

C0

Рис.19а

б) Докажем сначала, что точки C0, B0, C1 и B1 лежат на одной прямой. Действительно,
поскольку точка, симметричная B относительно биссектрисы угла C, лежит на прямой
AC, точка C1 лежит на средней линии A′C ′. При этом A′C1 = BC/2, а значит, C ′C1 =
|AC − BC|/2 = C ′B0. Этим же свойством обладает и точка пересечения A′C ′ с B0C0.
Таким образом, прямые O1O2 и C1B1 параллельны. Далее, четырехугольник BC1IA0 —
вписанный, поэтому ∠C1A0B = 90◦ − ∠A/2 = ∠O1LB. Значит, A0C1 ∥ LO1. Аналогично
A0B1 ∥ LO2 (рис.19б). Следовательно, треугольники O1O2L и C1B1A0 гомотетичны.

A

B C

O1

O2

LA0

B1

C1

Рис.19б

в) Каждая из гомотетий пп. а) и б) переводит A0 в L, а прямую B0C0 — в серединный
перпендикуляр к AL. Поэтому их центры совпадают.

20. (В.Ясинский) (10–11) На стороне AB треугольника ABC взята произвольная точка C1.
Точки A1, B1 на лучах BC и AC таковы, что ∠AC1B1 = ∠BC1A1 = ∠ACB. Прямые AA1
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и BB1 пересекаются в точке C2. Докажите, что все прямые C1C2 проходят через одну
точку.

Решение. Из условия следует, что четырехугольники ACA1C1 и BCB1C1 — вписанные.
Поэтому ∠B1BC1 = ∠ACC1, ∠A1AC1 = ∠BCC1, а значит, ∠AC2B = π−∠C, т.е. C2 лежит
на окружности, проходящей через A, B и точку C ′, симметричную C относительно AB.
При этом ∠BC ′C1 = ∠BAC2, следовательно, прямая C ′C1 проходит через C2 (рис.20).

A B

C

C ′

A1

B1

C1

C2

Рис.20

21. (В.Ясинский) (10–11) Дана окружность ω и точка A вне ее. Через A проведены две пря-
мые, одна из которых пересекает ω в точках B и C, а другая — в точках D и E (D лежит
между A и E). Прямая, проходящая через D и параллельная BC, вторично пересекает
ω в точке F , а прямая AF — в точке T . Пусть M — точка пересечения прямых ET и
BC, а N — точка, симметричная A относительно M . Докажите, что описанная около
треугольника DEN окружность проходит через середину отрезка BC.

Решение. Спроецируем сначала прямую AB на окружность из точки D, а затем окруж-
ность на прямую AB из точки T . В результате A перейдет в M , бесконечно удаленная
точка — в A, а точки B и C останутся на месте. Приравняв двойные отношения, получим
MB/MC = (AB/AC)2. Из этого соотношения получаем, что AM = AB · AC/(AB + AC).
Пусть теперь K — середина BC. Тогда AN ·AK = 2AM(AB+AC)/2 = AB ·AC = AD ·AE,
т.е. точки D, E, K, N лежат на окружности.

22. (А.Заславский) (10–11) Общие перпендикуляры к противоположным сторонам простран-
ственного четырехугольника взаимно перпендикулярны. Докажите, что они пересекаются.

Решение. Пусть K, L, M , N — точки на сторонах AB, BC, CD, DA пространствен-
ного четырехугольника ABCD, являющиеся основаниями общих перпендикуляров. При
проекции на плоскость, параллельную KM и LN , эти прямые перейдут в перпендикуляр-
ные прямые K ′M ′ и L′N ′. По теореме о трех перпендикулярах проекции прямых AB и
CD будут перпендикулярны K ′M ′, а проекции прямых BC и AD перпендикулярны L′N ′.
Следовательно, четырехугольник ABCD проецируется в прямоугольник A′B′C ′D′, при-
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чем A′K ′ = D′M ′, B′L′ = A′N ′. Значит, AK/KB = DM/MC, BL/LC = AN/ND и по
теореме Менелая точки K, L, M , N лежат в одной плоскости.

23. (Б.Френкин) (10–11) Выпуклые многогранники A и B не имеют общих точек. Многогран-
ник A имеет ровно 2012 плоскостей симметрии. Каково наибольшее возможное количество
плоскостей симметрии у фигуры, состоящей из A и B, если B имеет а) 2012, б) 2013 плос-
костей симметрии?

в) Каков будет ответ в пункте (б), если плоскости симметрии заменить на оси симметрии?

Ответ. (а) 2013. (б) 2012. (в) 1.

Решение. (а) Оценка. Симметрия либо меняет многогранники A и B местами, либо остав-
ляет каждый из них на месте. В первом случае она меняет местами их центры тяже-
сти, поэтому плоскость симметрии перпендикулярна отрезку между центрами тяжести и
проходит через его середину. Во втором случае плоскость симметрии фигуры является
плоскостью симметрии каждого из многогранников A и B. Отсюда оценка 1+2012=2013.
Пример. Пусть A — правильная 2012-угольная пирамида. На её оси симметрии (очевид-
но, единственной) выберем точку вне A и проведем через неё плоскость P перпендику-
лярно оси. Пусть B получается из A отражением относительно P . Все условия задачи
выполнены, при этом P и 2012 плоскостей симметрии пирамиды A являются плоскостями
симметрии полученной фигуры.

(б) Оценка. Поскольку многогранники A и B имеют разное количество плоскостей сим-
метрии, они не равны и не могут перейти друг в друга при симметрии всей фигуры. Сле-
довательно, эта симметрия оставляет каждый из них на месте и, в частности, является
симметрией многогранника A, но он по условию имеет только 2012 плоскостей симметрии.
Пример. Пусть A, как и в п. (а), — правильная 2012-угольная пирамида. Выберем на её оси
точку вне A, проведем через неё плоскость перпендикулярно оси и отразим основание пи-
рамиды относительно этой плоскости. Над этим основанием построим прямую призму, не
имеющую общих точек с A, это и будет B. Ясно, что B имеет 2013 плоскостей симметрии:
одна из них параллельна плоскостям оснований призмы и расположена посредине меж-
ду ними, а остальные 2012 проходят через ось призмы и две противоположные вершины
основания. Они являются плоскостями симметрии также для A и для всей фигуры.

(в) Оценка. Поскольку многогранники A и B имеют разное количество осей симметрии,
они не равны и не могут перейти друг в друга при симметрии всей фигуры. Значит, эта
симметрия оставляет каждый из них на месте. Поэтому она оставляет на месте центр
тяжести каждого из многогранников. Эти центры не совпадают, поскольку многогранни-
ки выпуклые (это существенно!). Таким образом, у соединяющей прямой есть две непо-
движные точки. Значит, она и есть ось симметрии. Пример. Пусть A — прямая призма,
основания которой — правильные 2011-угольники. Плоскости оснований считаем горизон-
тальными. Тогда у призмы одна вертикальная ось симметрии, и через середину её отрез-
ка между основаниями проходят 2011 горизонтальных осей симметрии. Далее, пусть B —
прямая призма, её основания горизонтальны и являются правильными 2012-угольниками,
а вертикальная ось та же, что у A, причем A и B не имеют общих точек. Тогда A имеет
2012 осей симметрии, B — 2013, а составленная из них фигура имеет вертикальную ось
симметрии.
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