
ÐÅØÅÍÈß
9.1. (À.À.Çàñëàâñêèé) ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü, öåíòð O êîòîðîé ëåæèò

âíóòðè íåãî. Äîêàçàòü, ÷òî, åñëè 6 BAO = 6 DAC, òî äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿð-
íû.

Ðåøåíèå. Òàê êàê 6 ABO = (π − 6 AOB)/2 = π/2 − 6 ADB, 6 DAC + 6 ADB = π/2, ÷òî ðàâíî-
ñèëüíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è (ðèñ.9.1).
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Ðèñ.9.1
9.2. (Ë.À.Åìåëüÿíîâ) Íàéòè âñå ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè, êîòîðûå íåëüçÿ ðàçðåçàòü íà òðè

ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà ñ îäèíàêîâûìè áîêîâûìè ñòîðîíàìè.
Ðåøåíèå. Îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà òðè ðàâíîáåäðåííûõ ñ ðàâíûìè

áîêîâûìè ñòîðîíàìè ðàäèóñàìè îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Åñëè òðåóãîëüíèê ABC � òóïîóãîëüíûé
(C � òóïîé óãîë), òî âîçüìåì íà ñòîðîíå AB òî÷êè A′, B′ òàêèå, ÷òî AB′ = B′C = CA′ = A′B, è
ðàçðåæåì òðåóãîëüíèê íà òðåóãîëüíèêè AB′C, A′B′C è A′BC (ðèñ.9.2.1).
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Ðèñ.9.2.1
Äîêàæåì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC (AC = BC) ðàçðåçàòü òðåáóåìûì îáðàçîì

íåëüçÿ.
Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáà ðàçðåçàíèÿ òðåóãîëüíèêà íà òðè:

ñîåäèíèòü âíóòðåííþþ òî÷êó ñ âåðøèíàìè èëè ðàçðåçàòü òðåóãîëüíèê íà äâà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç âåðøèíó, à çàòåì ïîâòîðèòü ýòó îïåðàöèþ ñ îäíîé èç äâóõ ÷àñòåé (ðèñ.9.2.2).

Ðèñ.9.2.2
Â ïåðâîì ñëó÷àå òðåóãîëüíèê AXB ìîæåò áûòü ðàâíîáåäðåííûì òîëüêî ïðè AX = BX, íî

òîãäà äâà äðóãèõ òðåóãîëüíèêà ðàâíîáåäðåííûìè íå áóäóò. Âî âòîðîì ñëó÷àå õîòÿ áû îäèí èç
ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè ïåðâîì ðàçðåçå òðåóãîëüíèêîâ äîëæåí áûòü ðàâíîáåäðåííûì. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïåðâàÿ ïðÿìàÿ ëèáî ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé ïðÿìîãî óãëà, ëèáî ñîåäèíÿåò òî÷êó C ñ òî÷êîé D íà
ãèïîòåíóçå, äëÿ êîòîðîé AD = AC. Íè â òîì, íè â äðóãîì ñëó÷àå ïðîâåñòè âòîðóþ ïðÿìóþ òàê,
÷òîáû ïîëó÷èòü íóæíîå ðàçðåçàíèå íåâîçìîæíî.
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9.3. (È.Ô.Øàðûãèí) Äàíà îêðóæíîñòü è òî÷êè A, B íà íåé. Èçîáðàçèòü ìíîæåñòâî ñåðåäèí
îòðåçêîâ, îäèí èç êîíöîâ êîòîðûõ ëåæèò íà îäíîé èç äóã AB, à äðóãîé íà âòîðîé.

Ðåøåíèå. Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà âíóòðè äàííîé îêðóæíîñòè. Õîðäà, ñåðåäèíîé êîòî-
ðîé ÿâëÿåòñÿ K ïåðïåíäèêóëÿðíà OK. Ïîýòîìó îíà ïåðåñåêàåò îòðåçîê AB òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îäèí èç óãëîâ OKA, OKB íå îñòðûé, à äðóãîé � íå òóïîé. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå ìíîæå-
ñòâî ñîñòîèò èç òî÷åê, ëåæàùèõ âíóòðè èëè íà ãðàíèöå îäíîãî èç êðóãîâ ñ äèàìåòðàìè OA, OB, è
âíå èëè íà ãðàíèöå äðóãîãî (ðèñ.9.3).
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Ðèñ.9.3

9.4 (À.Ã.Ìÿêèøåâ) Ïóñòü P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, M �
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ ñåðåäèíû åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí, O � òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê äèàãîíàëÿì, H � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ,ñîåäèíÿþùèõ
îðòîöåíòðû òðåóãîëüíèêîâ APD è BCP , APB è CPD. Äîêàçàòü, ÷òî M � ñåðåäèíà OH.

Ðåøåíèå. Ïóñòü O1 � ñåðåäèíà AC, à O2 � ñåðåäèíà BD. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òî÷êà M �
ñåðåäèíà îòðåçêà O1O2 (ïîíÿòíî, ÷òî M � öåíòð ìàññ ñèñòåìû 1A, 1B, 1C, 1D. Ðàññìîòðèì ïîäñè-
ñòåìû 1A, 1C è 1B, 1D , êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû ïîäñèñòåìàì 2O1, 2O2).

Î÷åâèäíî, ÷åòûðåõóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé îðòîöåíòðàìè åñòü ïàðàëëåëîãðàìì, ñòîðîíû êîòî-
ðîãî ëåæàò íà ïåðïåíäèêóëÿðàõ, ïðîâåäåííûõ èç âåðøèí ÷åòûðåõóãîëüíèêà ê ñîîòâåòñòâóþùèì
äèàãîíàëÿì. Ïîýòîìó H � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà è äåëèò èõ ïîïî-
ëàì.

Äîêàæåì, ÷òî ïðÿìàÿ HO1 ïàðàëëåëüíà OO2, èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíà äèàãîíàëè
BD. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ýòîé äèàãîíàëè è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç H è ïîêàæåì,
÷òî îíà ïðîõîäèò è ÷åðåç òî÷êó O1. Ïóñòü íàøà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò îòðåçîê AH4 â òî÷êå K. Òîãäà
îíà ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé â òðåóãîëüíèêå AH3H4, è ïîòîìó K � ñåðåäèíà AH4. À ñëåäîâàòåëüíî,
íàøà ïðÿìàÿ áóäåò ñðåäíåé ëèíèåé è â òðåóãîëüíèêå AH4C, è ïîòîìó ïðîéäåò ÷åðåç O1.

Ðàññóæäàÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî , óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ïðÿìàÿ HO2 ïàðàëëåëüíà OO1, ò.å.
HO1OO2 � ïàðàëëåëîãðàìì, ïðè÷åì M � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé (ðèñ.9.4).
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Ðèñ.9.4

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè O, M , H ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, è OM = MH.
9.5. (Á.Ð.Ôðåíêèí) Äàíî, ÷òî íè äëÿ êàêîé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà èç ïðîâåäåííûõ ê íåé âûñîòû,

áèññåêòðèñû è ìåäèàíû íåëüçÿ ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê. Äîêàçàòü, ÷òî îäèí èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà
áîëüøå ÷åì 135◦.
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Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ ìåäèàíà áîëüøå ëèáî ðàâíà ñóììå áèññåêòðèñû è
âûñîòû èç òîé æå âåðøèíû. Åñëè ìåæäó êàêîé-òî ìåäèàíîé è ñîîòâåòñòâóþùåé âûñîòîé óãîë íå
áîëüøå 60◦, òî ìåäèàíà íå áîëüøå óäâîåííîé âûñîòû, à ñóììà áèññåêòðèñû è âûñîòû � íå ìåíüøå,
ïðè÷åì ðàâåíñòâî íå äîñòèãàåòñÿ îäíîâðåìåííî. Ïîýòîìó èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìåæäó êàæäîé
ìåäèàíîé è ñîîòâåòñòâóþùåé âûñîòîé óãîë áîëüøå 60◦. Òàê êàê â òðåóãîëüíèêå íàèìåíüøèé óãîë
íå áîëüøå 60◦, òî êàêàÿ-òî âûñîòà ïðîõîäèò âíå òðåóãîëüíèêà, ò.å. îí òóïîóãîëüíûé.

Ïóñòü A � âåðøèíà òóïîãî óãëà, B è C � îñòàëüíûå äâå âåðøèíû, AM � ìåäèàíà, AH �
âûñîòà, ïðè÷åì òî÷êà M ïðèíàäëåæèò îòðåçêó BH. Ïî äîêàçàííîìó 6 AMH < 30◦. Îí ðàâåí ñóììå
óãëîâ ABM è BAM . Ìåäèàíà èç âåðøèíû òóïîãî óãëà ìåíüøå ïîëîâèíû ïðîòèâîëåæàùåé ñòîðîíû.
Îòñþäà 6 ABM < 15◦.

Âûñîòà èç âåðøèíû B îáðàçóåò óãîë áîëüøå 60◦ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ìåäèàíîé, à òîãäà è ñî
ñòîðîíîé BC. Ïîýòîìó 6 ACB < 30◦. Çíà÷èò, 6 BAC > 180◦ − 15◦ − 30◦ = 135◦.

10.1. (Ë.À.Åìåëüÿíîâ) Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê áåç ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí. Äëÿ êàæäîé
òðîéêè åãî âåðøèí ñòðîèòñÿ òî÷êà, äîïîëíÿþùàÿ ýòó òðîéêó äî ïàðàëëåëîãðàììà, îäíà èç äèàãî-
íàëåé êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ äèàãîíàëüþ ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Äîêàçàòü, ÷òî èç ÷åòûðåõ ïîñòðîåííûõ
òî÷åê ðîâíî îäíà ëåæèò âíóòðè èñõîäíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü âåðøèíà D′ ïàðàëëåëîãðàììà ABCD′ ëåæèò âíóòðè ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà ABCD. Òîãäà 6 BCA < 6 CAD è 6 BAC < 6 ACD. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîòè-
âîïîëîæíûõ ñòîðîí ABCD ëåæàò íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêîâ AB è BC çà òî÷êó B. Î÷åâèäíî, ÷òî
âåðøèíà ñ òàêèì ñâîéñòâîì â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ðîâíî îäíà (ðèñ.10.1.1).
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Ðèñ.10.1.1

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü ABCD � èñõîäíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, ABCD′ � ïàðàëëåëîãðàìì, ëå-
æàùèé â íåì. Ïóñòü ëó÷è CD′ è AD′ ïåðåñåêàþò ñòîðîíû â òî÷êàõ C1 è A1. Òîãäà SABC = SABD′ =
SABC1 < SABD, àíàëîãè÷íî SABC < SACD. Òîãäà SABC < SABD + SACD − SABC = SBCD, ò. å. ABC
� òðåóãîëüíèê íàèìåíüøåé ïëîùàäè, îáðàçîâàííûé òðåìÿ âåðøèíàìè ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Íàîáî-
ðîò, åñëè îí òàêîâîé, òî íà ñòîðîíàõ íàéäóòñÿ òî÷êè A1 è C1 òàêèå, ÷òî SABC = SABC1 = SA1BC , è
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AA1 è CC1 áóäåò èñêîìîé (ðèñ.10.1.2).
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Ðèñ.10.1.2

10.2. (À.Â.Øàïîâàëîâ) Òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà òðè ïîäîáíûõ äðóã äðóãó òðåóãîëüíèêà.
Äîêàçàòü, ÷òî åãî ìîæíî ðàçðåçàòü íà ëþáîå ÷èñëî ïîäîáíûõ äðóã äðóãó òðåóãîëüíèêîâ.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü òðåóãîëüíèê ABC ñ íàèáîëüøèì óãëîì C ðàçðåçàí íà òðè ïîäîáíûõ îòðåçêàìè
AX, BX, CX. Òàê êàê 6 AXB > 6 ACB, óãëó AXB â äðóãèõ òðåóãîëüíèêàõ ìîãóò ðàâíÿòüñÿ òîëüêî
óãëû AXC è BXC. Çíà÷èò, 6 AXB = 6 AXC = 6 BXC = 120◦. Íî òîãäà AX = BX = CX è
òðåóãîëüíèê ABC � ïðàâèëüíûé.

Ïóñòü òåïåðü òðåóãîëüíèê ðàçðåçàëè ñíà÷àëà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó, íà äâà, à çàòåì
îäèí èç ýòèõ äâóõ åùå íà äâà. Òàê êàê äâà ïîñëåäíèõ òðåóãîëüíèêà ïîäîáíû, îíè ïðÿìîóãîëüíûå,
ò.å. ïðè ïåðâîì ðàçðåçå îò èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà îòðåçàëè ïðÿìîóãîëüíûé, à çàòåì îñòàâøèéñÿ
òðåóãîëüíèê ðàçäåëèëè íà äâà âûñîòîé. Ïåðåáðàâ âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,
÷òî èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ëèáî ðàâíîáåäðåííûé, ëèáî ïðÿìîóãîëüíûé. È â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå
åãî ìîæíî ðàçðåçàòü íà ëþáîå ÷èñëî ïîäîáíûõ.

10.3. (À.À.Çàñëàâñêèé) Â îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O ïðîâåäåíû äâå ïàðàëëåëüíûå õîðäû AB è
CD. Îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðàìè AB è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Äîêàçàòü, ÷òî ñåðåäèíà îòðåçêà
OP ðàâíîóäàëåíà îò ïðÿìûõ AB è CD.

Ðåøåíèå. Ïóñòü X, Y � ñåðåäèíû AB è CD, Q � ñåðåäèíà OP . Òîãäà XQ2 = (2OX2 +2XP 2−
OP 2)/4 = (2OX2 + 2XA2 − OP 2)/4 = (2R2 − OP 2)/4 = Y Q2. Òàêèì îáðàçîì, Q ðàâíîóäàëåíà îò
òî÷åê X è Y , à, çíà÷èò, è îò ïðÿìûõ AB è CD (ðèñ.10.3).
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Ðèñ.10.3

10.4. (Âèì Ïàéëñ, Íèäåðëàíäû) Íà ïëîñêîñòè äàíû äâà îòðåçêà A1B1 è A2B2, ïðè÷åì A2B2
A1B1

=
k < 1. Íà îòðåçêå A1A2 âçÿòà òî÷êà A3, à íà ïðîäîëæåíèè ýòîãî îòðåçêà çà òî÷êó A2 � òî÷êà A4,
òàê ÷òî A3A2

A3A1
= A4A2

A4A1
= k. Àíàëîãè÷íî, íà îòðåçêå B1B2 áåðåòñÿ òî÷êà B3, à íà ïðîäîëæåíèè ýòîãî

îòðåçêà çà òî÷êó B2 � òî÷êà B4, òàê ÷òî B3B2
B3B1

= B4B2
B4B1

= k. Íàéòè óãîë ìåæäó ïðÿìûìè A3B3 è
A4B4.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð íå ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ ïîäîáèÿ, ïåðåâîäÿùåãî A1 â
A2 è B1 â B2. Òàê êàê òðåóãîëüíèêè OA1B1 è OA2B2 ïîäîáíû, 6 A1OB1 = 6 B2OA2 è áèññåêòðèñû
óãëîâ A1OA2 è B1OB2 ñîâïàäàþò. Òàê êàê OA2/OA1 = OB2/OB1 = k, ýòà îáùàÿ áèññåêòðèñà
ïåðåñåêàåò îòðåçêè A1A2 è B1B2 â òî÷êàõ A3 è B3, à ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ åé ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò
ïðîäîëæåíèÿ ýòèõ îòðåçêîâ â òî÷êàõ A4 è B4 (ðèñ.10.4.1). Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé óãîë ïðÿìîé.
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Ðèñ.10.4.1

×òîáû íàéòè òî÷êó O, ïîñòðîèì îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðàìè A3A4 è B3B4 è íàéäåì òî÷êè èõ
ïåðåñå÷åíèÿ. Òàê êàê îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì A3A4 � ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, îòíîøåíèå
ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî A2 è A1 ðàâíî k, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áóäóò öåíòðàìè äâóõ ïîäîáèé,
ïåðåâîäÿùèõ A1 â A2 è B1 â B2. Îäíî èç ýòèõ ïîäîáèé ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, äðóãîå ìåíÿåò.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü −−−→A1B1 =~u, −−−→A2B2 =~v, ïî óñëîâèþ ~v2 = k2~u2. Òîãäà

−−−→
A3B3 = −−−→

A3A1 +−−−→
A1B1 +−−−→

B1B3 =
1

1 + k

−−−→
A2A1 +~u +

1
1 + k

−−−→
B1B2; (∗)

ñ äðóãîé ñòîðîíû,

−−−→
A3B3 = −−−→

A3A2 +−−−→
A2B2 +−−−→

B2B3 =
k

1 + k

−−−→
A1A2 +~v +

k

1 + k

−−−→
B2B1. (∗∗)

Óìíîæèâ (∗) íà k
1+k , (∗∗) íà 1

1+k è ñëîæèâ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà, èìååì −−−→
A3B3 = k

1+k~u + 1
1+k~v.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì A4B4 = 1
1−k~v − k

1−k~u. Òîãäà

(−−−→
A3B3,

−−−→
A4B4

)
=

(k~u +~v,~v − k~u)
(1 + k)(1− k)

=
k2~u2 −~v2

1− k2
= 0,

ò. å. âåêòîðû îðòîãîíàëüíû.
Òðåòüå ðåøåíèå. (Ñ.Ñàôèí) Ïîñòðîèì ïàðàëëåëîãðàìì A1A2B2X è ïðîâåäåì áèññåêòðèñó

A1Y òðåóãîëüíèêà A1XB1. Òàê êàê B1Y
XY = A1B1

A1X = k, B3Y ‖ B2X è B3Y = kB2X = A1A3. Ñëåäîâà-
òåëüíî, A1A3B3Y � ïàðàëëåëîãðàìì, ò.å. A3B3 ‖ A1Y .
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Ðèñ.10.4.2

Àíàëîãè÷íî, A4B4 ïàðàëëåëüíî âíåøíåé áèññåêòðèñå óãëà XA1B1, è, çíà÷èò ïðÿìûå A3B3 è
A4B4 ïåðïåíäèêóëÿðíû.

10.5. (À.À.Çàñëàâñêèé) Äâå îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ X, Y , ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó êîòîðûìè òàêæå ðàâíî 1. Èç òî÷êè C îäíîé îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå CA, CB ê
äðóãîé. Ïðÿìàÿ CB âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ïåðâóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå A′. Íàéòè ðàññòîÿíèå AA′.

Ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè, íà êîòîðîé ëåæèò òî÷êà C, O′ � öåíòð äðóãîé
îêðóæíîñòè. Òàê êàê OO′ =

√
3, ïðÿìàÿ A′B′ êàñàåòñÿ âòîðîé îêðóæíîñòè â òî÷êå C ′. Ñëåäî-

âàòåëüíî, 6 A′O′A = 6 AO′C ′ + 1
2
6 C ′O′B = 2 6 ABC ′ + 6 C ′AB = 6 CB′A′ + 1

2
6 CA′B′, 6 O′A′O =

6 O′A′B′ + 6 B′A′O = π
2 − 6 C ′O′A′ + π

2 − 6 BCA = π− 6 BCA− 1
2
6 CA′B′ = 6 CB′A′ + 1

2
6 CA′B′. Òàê

êàê O′A = OA′, AO′A′O � ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ, è AA′ = OO′ =
√

3 (ðèñ.10.5).
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Ðèñ.10.5

10.6. (À.À.Çàñëàâñêèé) Ïóñòü H � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ABC, X � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà.
Îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì XH âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AH, BH, CH â òî÷êàõ A1, B1, C1, à
ïðÿìûå AX, BX, CX â î÷êàõ A2, B2, C2. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå A1A2, B1B2, C1C2 ïåðåñåêàþòñÿ â
îäíîé òî÷êå.
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Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñëó÷àé, êîãäà òî÷êè ðàñïîëîæåíû íà îêðóæíî-
ñòè â ïîðÿäêå A1B2C1A2B1C2. Ïóñòü XH = d. Òîãäà A1B2 = d sin 6 A1HB2 = d sin 6 XBC, òàê
êàê HA1 ïåðïåíäèêóëÿðíî BC, à HB2 ïåðïåíäèêóëÿðíî BX. Ñëåäîâàòåëüíî, A1B2·C1A2·B1C2

A2B1·C2A1·B2C1
=

sin 6 XBC sin 6 XCA sin 6 XAB
sin 6 XAC sin 6 XCB sin 6 XBA

= 1, ÷òî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è (ðèñ.10.6).
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Ðèñ.10.6
Ïðèìå÷àíèå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òðåóãîëüíèê A1B1C1 ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ABC, à òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå, èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííîé X.
11.1. (À.À.Çàñëàâñêèé) A1, B1, C1 � ñåðåäèíû ñòîðîí ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Òðè

ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç A1, B1, C1, ïåðåñåêàþò, ñîîòâåòñòâåííî, ïðÿìûå B1C1,
C1A1, A1B1 â òî÷êàõ A2, B2, C2. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå AA2, BB2, CC2 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå,
ëåæàùåé íà îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü Z � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AA2 è BB2. Òàê êàê òî÷êè B è B1 ñèììåòðè÷íû
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé A1C1, 6 ABZ = 6 C1BB2 = 6 B2B1C1. Àíàëîãè÷íî 6 BAZ = 6 A2A1C1. Òàê êàê
ïðÿìûå AA2 è BB2 ïàðàëëåëüíû, 6 A2A1C2 = 6 B1B2C, ñëåäîâàòåëüíî, 6 AZB = 6 ACB è òî÷êè A,
B, C, Z ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è (ðèñ.11.1).
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Ðèñ.11.1
11.2 (À.Ã.Ìÿêèøåâ) Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Ïðÿìûå BC è AD ïåðåñåêàþòñÿ â

òî÷êå O, ïðè÷åì B ëåæèò íà îòðåçêå OC, è A � íà îòðåçêå OD. I � öåíòð âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê
OAB îêðóæíîñòè, J � öåíòð âíåâïèñàííîé â òðåóãîëüíèê OCD îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû
CD è ïðîäîëæåíèÿ äâóõ äðóãèõ ñòîðîí. Ïåðïåíäèêóëÿðû, îïóùåííûå èç ñåðåäèíû îòðåçêà IJ
íà ïðÿìûå BC è AD, ïåðåñåêàþò ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà (íå ïðîäîëæåíèÿ)
â òî÷êàõ X è Y . Äîêàçàòü, ÷òî îòðåçîê XY äåëèò ïåðèìåòð ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïîïîëàì,
ïðè÷åì èç âñåõ îòðåçêîâ ñ ýòèì ñâîéñòâîì è ñ êîíöàìè íà BC è AD XY èìååò íàèìåíüøóþ äëèíó.
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Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî îòðåçêè êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûå èç îäíîé òî÷êè, ðàâíû,
íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îòðåçîê X ′Y ′ ñ êîíöàìè íà ñòîðîíàõ AD è BC äåëèò ïåðèìåòð ïîïîëàì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà OX ′+OY ′ = l, ãäå l � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ óäâîåííîìó îòðåçêó
ñîîòâåòñòâóþùåé êàñàòåëüíîé ïëþñ ïîëóïåðèìåòð ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

Ïóñòü M � ñåðåäèíà IJ . Òàêæå ïðîñòî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî OX + OY = l. Òîãäà òðåóãîëüíèêè
MXX ′ è MY Y ′ ðàâíû, à ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè MXY è MX ′Y ′ ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì.
Çíà÷èò, X ′Y ′ ìèíèìàëüíî, êîãäà ìèíèìàëüíî MX ′, ò.å. êîãäà X ′ ñîâïàäàåò ñ X (ðèñ.11.2).

� �

� �

�

�

�

�

�

� �

�

	




Ðèñ.11.2

11.3. (À.À.Çàñëàâñêèé) Âíóòðè âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ñóùåñòâóåò òî÷êà K, ðàñ-
ñòîÿíèÿ îò êîòîðîé äî ñòîðîí ABCD ïðîïîðöèîíàëüíû ýòèì ñòîðîíàì. Äîêàçàòü, ÷òî K � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ABCD.

Ïåðâîå ðåøåíèå.Ïóñòü U � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè ABCD â òî÷êàõ A è
C, X, Y � ïðîåêöèè U íà AB è BC. Òîãäà UX/UY = sin 6 UAX/ sin 6 UCY = sin 6 BCA/ sin 6 BAC =
AB/BC, ò.å. K ëåæèò íà ïðÿìîé UB. Àíàëîãè÷íî, K ëåæèò íà ïðÿìîé UD, è, åñëè ýòè ïðÿìûå íå
ñîâïàäàþò, òî K = U . Òî÷íî òàê æå, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî, åñëè íå ñîâïàäàþò ïðÿìûå AV è CV , ãäå
V � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ â òî÷êàõ B è D, òî K = V , ÷òî íåâîçìîæíî. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî íà îäíîé ïðÿìîé ëåæàò òî÷êè B, D, U . Òîãäà AB/AD = AU/UD = CU/UD = BC/CD è òî÷êè
A, C, V òàêæå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, K � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AC è BD.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàññòîÿíèÿ îò êîòîðûõ äî ïðÿìûõ AB è CD ïðîïîðöèî-
íàëüíû ñîîòâåòñòâóþùèì ñòîðîíàì, � ýòî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ AB è CD.
Òàê êàê ABCD âïèñàííûé, òðåóãîëüíèêè LAB è LCD, ãäå L � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé,
ïîäîáíû, ò.å. L ëåæèò íà óêàçàííîé ïðÿìîé. Àíàëîãè÷íî, L ëåæèò íà âòîðîé òàêîé æå ïðÿìîé è,
çíà÷èò, ñîâïàäàåò ñ K.

11.4. (È.Ô.Øàðûãèí) Â òðåóãîëüíèêå ABC 6 A = α, BC = a. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ
ïðÿìûõ AB è AC â òî÷êàõ M è P . Íàéòè äëèíó õîðäû, âûñåêàåìîé íà ïðÿìîé MP îêðóæíîñòüþ
ñ äèàìåòðîì BC.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî õîðäû ðàâíî ïîëóñóììå ðàññòîÿíèé îò
òî÷åê B è C äî ïðÿìîé MP , ò.å. 1

2 (BM sin 6 AMP + CP sin 6 APM) = 1
2 (BM + CP ) cos α

2 = a
2 cos α

2
(ðèñ.11.4.1).
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Ðèñ.11.4.1

Ñîîòâåòñòâåííî, äëèíà õîðäû ðàâíà a sin α
2 .
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Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà, X, Y � òî÷êè ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BI, CI ñ ïðÿìîé MP . Òîãäà 6 MXB = 6 AMP − 6 MBX = 6 B

2 . Ñëåäîâàòåëüíî,
òðåóãîëüíèêè BXM è BCI ïîäîáíû, ò.å.

BX

BC
=

BM

BI
= cos

6 A

2
.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî óãîë BXC ïðÿìîé (ðèñ.11.4.2).
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Ðèñ.11.4.2

Àíàëîãè÷íî, óãîë BY C ïðÿìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ õîðäà

XY = BC sin 6 XCY = a sin
α

2
.

11.5. (Â.Þ.Ïðîòàñîâ) Íà ïëîñêîñòè äàí óãîë è òî÷êà K âíóòðè íåãî. Äîêàçàòü, ÷òî íàéäåò-
ñÿ òî÷êà M , îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ,
ïåðåñåêàåò ñòîðîíû óãëà â òî÷êàõ A è B, òî MK ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà AMB.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Íà ïðîèçâîëüíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç K è ïåðåñåêàþùåé ñòîðîíû óãëà
â òî÷êàõ A è B, âîçüìåì òî÷êó K ′, òàêóþ ÷òî AK ′/BK ′ = AK/BK. Òàê êàê âñå òî÷êè K ′ ëåæàò
íà ïðÿìîé l, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó óãëà, âñå îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì KK ′ ïðîõîäÿò ÷åðåç
ïðîåêöèþ M òî÷êè K íà l. Ïðè ýòîì âñåãäà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî AM/BM = AK/BK, ò.å. òî÷êà
M � èñêîìàÿ (ðèñ.11.5.1).
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Ðèñ.11.5.1
Âòîðîå ðåøåíèå. (Ð.Äåâÿòîâ) Ïóñòü O � âåðøèíà óãëà. Ïîñòðîèì ïàðàëëåëîãðàìì KXOY ,

äâå ñòîðîíû êîòîðîãî ëåæàò íà ñòîðîíàõ óãëà. Ïóñòü M � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ K îòíîñèòåëüíî
XY . Äîêàæåì, ÷òî òî÷êà M � èñêîìàÿ.

Ïóñòü ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç K, ïåðåñåêàåò ïðÿìûå OX è OY â òî÷êàõ A è B. Çàìåòèì,
÷òî MX = KX, MY = KY , 4MXY = 4KXY = 4OY X, ïîýòîìó MOY X � ðàâíîáîêàÿ òðà-
ïåöèÿ è 6 MXO = 6 MY O. Çíà÷èò, 6 MXA = 180◦ − 6 MXO = 180◦ − 6 MY O = 6 BY M . Äàëåå,
òðåóãîëüíèêè AXK è KY B ïîäîáíû, òàê êàê èõ ñòîðîíû ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû, ïîýòîìó
KX/XA = BY/Y K. Îòñþäà ïîëó÷àåì

MX

XA
=

KX

XA
=

BY

Y K
=

BY

Y M
.

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà óãëîâ MXA è BY M ïîëó÷àåì, ÷òî òðåóãîëüíèêè MXA è BY M ïîäîáíû
(ðèñ.11.5.2).
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Ðèñ.11.5.2
Òåïåðü, ïîëüçóÿñü äâóìÿ äîêàçàííûìè ïîäîáèÿìè, ïîëó÷àåì

MA

BM
=

MX

BY
=

KX

BY
=

AK

KB
,

÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî MK � áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà AMB.
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11.6. (È.È.Áîãäàíîâ) Ñôåðà, âïèñàííàÿ â òåòðàýäð ABCD, êàñàåòñÿ åãî ãðàíåé â òî÷êàõ A′,
B′, C ′, D′. Îòðåçêè AA′ è BB′ ïåðåñåêàþòñÿ, è òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ ëåæèò íà âïèñàííîé ñôåðå.
Äîêàçàòü, ÷òî îòðåçêè CC ′ è DD′ òîæå ïåðåñåêàþòñÿ íà âïèñàííîé ñôåðå.

Ðåøåíèå. Òàê êàê îòðåçêè AA′ è BB′ ïåðåñåêàþòñÿ, ïðÿìûå AB è A′B′ òîæå ïåðåñåêàþòñÿ èëè
ïàðàëëåëüíû. Îáîçíà÷èì èõ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ) ÷åðåç P . Òàê
êàê P ëåæèò âíå äâóãðàííîãî óãëà ïðè ðåáðå CD, ïëîñêîñòü CDP íå ïåðåñåêàåò âïèñàííóþ ñôåðó.
Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå ñôåðó è ïåðåâîäÿùåå ýòó ïëîñêîñòü
â áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îòðåçîê A′B′ ñòàíåò äèàìåòðîì ñôåðû,
à AB áóäåò åìó ïàðàëëåëåí. Òàê êàê òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AA′ è BB′ ëåæèò íà ñôåðå, ðàññòîÿíèå îò åå
öåíòðà äî AB ðàâíî óäâîåííîìó ðàäèóñó (íà ðèñ.11.6.1 ïîêàçàíà ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü ABA′B′).

�

�

� �

� �

Ðèñ.11.6.1

Çíà÷èò, óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ABC è ABD ðàâåí 60◦, äóãà áîëüøîãî êðóãà, ñîåäèíÿþùàÿÿ
C ′ è D′ ðàâíà 120◦ è ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç C ′, D′ è ïàðàëëåëüíûå ABC, ABD, ïåðåñåêàþòñÿ
íà ñôåðå (íà ðèñ.11.6.2 ïîêàçàíà ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ AB).

� �

� �

� �

Ðèñ.11.6.2
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Âòîðàÿ îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë
8 êëàññ

8.1.(È.ßùåíêî) Âïèøèòå â äàííûé ïîëóêðóã ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê íàèáîëüøåãî ïåðèìåòðà.
Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, âïèñàòü òðåóãîëüíèê â ïîëóêðóã ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè: ëèáî äâå âåð-

øèíû òðåóãîëüíèêà ëåæàò íà äóãå, à òðåòüÿ íà äèàìåòðå ïîëóêðóãà, ëèáî, íàîáîðîò, äâå âåðøèíû
íà äèàìåòðå, à òðåòüÿ íà äóãå. Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé. Ïóñòü âåðøèíû A, B ëåæàò íà äóãå.
Òîãäà ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê AB ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ïîëóêðóãà. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåòüÿ
âåðøèíà ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì è ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà ðàâíà ðàäèóñó ïîëóêðóãà (ðèñ.8.1.1).

�

�

Ðèñ.8.1.1

Âî âòîðîì ñëó÷àå âûñîòà òðåóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò ðàäèóñà ïîëóêðóãà, ïðè÷åì â ñëó÷àå,
èçîáðàæåííîì íà ðèñ.8.1.2, ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èìåííî ýòîò òðåóãîëüíèê è áóäåò
èñêîìûì.

Ðèñ.8.1.2

8.2. (Á.Ôðåíêèí) Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n ñóùåñòâóåò n-óãîëüíèê, êîòîðûé ìîæíî ðàçðåçàòü
íà òðåóãîëüíèê, ÷åòûðåõóãîëüíèê,. . . , 2006-óãîëüíèê?

Ðåøåíèå. Îòâåò: n = 3. Èç ðèñóíêà 8.2 âèäíî, ÷òî ïðè ëþáîì n ≥ 3 òðåóãîëüíèê ìîæíî
ðàçðåçàòü íà n-óãîëüíèê è (n + 1)-óãîëüíèê. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ëó÷àìè, âûõîäÿùèìè èç îä-
íîé âåðøèíû, ðàçðåçàòü òðåóãîëüíèê íà 1002 òðåóãîëüíèêà, à çàòåì ïåðâûé èç íèõ ðàçðåçàòü íà
òðåóãîëüíèê è ÷åòûðåõóãîëüíèê, âòîðîé íà ïÿòèóãîëüíèê è øåñòèóãîëüíèê, . . . , ïîñëåäíèé � íà
2005-óãîëüíèê è 2006-óãîëüíèê.

Ðèñ.8.1
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8.3. (Â.Ïðîòàñîâ) Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. Äâå îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè â âåðøèíàõ A è C
ïðîõîäÿò ÷åðåç D. Ïðÿìàÿ ` ïðîõîäèò ÷åðåç D è âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòè â òî÷êàõ X, Y .
Äîêàæèòå, ÷òî BX = BY .

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëó÷àé, èçîáðàæåííûé íà ðèñ.8.3. Èìååì AX = AD = BC
è CY = CD = AB. Êðîìå òîãî, 6 BCY = 6 C − 6 DCY = 6 C − (π − 26 CDY ) = 2 6 CDY − 6 D =
6 CDY − 6 ADX, 6 BAX = 6 DAX − 6 A = π − 26 ADX − 6 A = 6 D − 26 ADX = 6 CDY − 6 ADX.
Çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè ABX è CY B ðàâíû, îòêóäà è ñëåäóåò èñêîìîå ðàâåíñòâî. Äðóãèå ñëó÷àè
ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê X, Y ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

�

�

�

�

�

�

Ðèñ.8.3

8.4. (À.Çàñëàâñêèé) Äâå ðàâíûå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. P � îòëè÷íàÿ îò
A è B òî÷êà îäíîé èç îêðóæíîñòåé, X, Y � âòîðûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ PA, PB ñ äðóãîé
îêðóæíîñòüþ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç P è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ AB, äåëèò îäíó èç
äóã XY ïîïîëàì.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà P ëåæèò âíóòðè âòîðîé îêðóæíîñòè (ðèñ.8.4). Ïóñòü Q
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç P è ïåðïåíäèêóëÿðíîé AB, ëåæàùàÿ âíå ïåðâîé
îêðóæíîñòè. Òîãäà 6 QPX = (^ QX+ ^ AP )/2, 6 QPY = (^ QY + ^ BP )/2. Íî (^ AP− ^
BP )/2 = 6 PBA − 6 PAB = 6 QPX − 6 QPY , ñëåäîâàòåëüíî äóãè QX è QY ðàâíû. Äðóãèå ñëó÷àè
ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

�

�

�
�

�

�

Ðèñ.8.4

8.5. (Â.Ãóðîâèö, Á.Ôðåíêèí) Ñóùåñòâóåò ëè âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, ó êîòîðîãî êàæäàÿ ñòî-
ðîíà ðàâíà êàêîé-íèáóäü äèàãîíàëè, à êàæäàÿ äèàãîíàëü � êàêîé-íèáóäü ñòîðîíå?

Ðåøåíèå. Îòâåò: íåò. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, è ïóñòü AB � íàèáîëüøàÿ ñòîðîíà ìíîãîóãîëü-
íèêà, CD � íàèìåíüøàÿ äèàãîíàëü (AB è CD ìîãóò èìåòü îäèí îáùèé êîíåö), E � âåðøèíà,
ëåæàùàÿ îò CD ïî äðóãóþ ñòîðîíó, ÷åì A è B (ðèñ.8.5). Òîãäà, òàê êàê AE ≤ AB è BE ≤ AB,
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6 AEB ≥ 60◦. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê CE ≥ CD è DE ≥ CD, 6 CED ≤ 60◦. Íî 6 CED > 6 AEB �
ïðîòèâîðå÷èå.

�

�

�

��

Ðèñ.8.5

8.6. (Ì.Âîë÷êåâè÷) Äàí òðåóãîëüíèê ABC è òî÷êà P âíóòðè íåãî. A′, B′, C ′ � ïðîåêöèè P íà
ïðÿìûå BC, CA, AB. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà A′B′C ′,
ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC.

Ðåøåíèå. Ïóñòü A1, B1, C1 � òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå P îòíîñèòåëüíî BC, CA, AB. Òàê êàê
CA1 = CP = CB1, ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó A1B1 ñîâïàäàåò ñ áèññåêòðèñîé óãëà
A1CB1. Òàê êàê 6 A1CB1 = 2 6 ACB, ýòà áèññåêòðèñà ïðîõîäèò âíóòðè óãëà ACB (ðèñ.8.6). Àíàëî-
ãè÷íî, ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê îòðåçêàì A1C1 è B1C1 ïðîõîäÿò âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùèõ
óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC. Ñëåäîâàòåëüíî, öåíòð Q îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà
A1B1C1, ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC. Òàê êàê òðåóãîëüíèê A′B′C ′ ïîëó÷àåòñÿ èç òðåóãîëü-
íèêà A1B1C1 ãîìîòåòèåé ñ öåíòðîì P è êîýôôèöèåíòîì 1

2 , öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî
A′B′C ′, ñîâïàäàåò ñ ñåðåäèíîé îòðåçêà PQ è, çíà÷èò, ëåæèò âíóòðè ABC.

�
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Ðèñ.8.6

3



9 êëàññ

9.1. (Â.Ïðîòàñîâ) Äàíà îêðóæíîñòü ðàäèóñà R. Äâå äðóãèå îêðóæíîñòè, ñóììà ðàäèóñîâ êîòîðûõ
òàêæå ðàâíà R, êàñàþòñÿ åå èçíóòðè. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè êàñàíèÿ, ïðîõîäèò
÷åðåç îäíó èç îáùèõ òî÷åê ýòèõ îêðóæíîñòåé.

Ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð âíåøíåé îêðóæíîñòè, O1, O2 � öåíòðû âíóòðåííèõ, A, B � òî÷êè
êàñàíèÿ. Ïðîâåäåì ÷åðåç O1 ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ OB, à ÷åðåç O2 ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ OA. Ïî
òåîðåìå Ôàëåñà ýòè ïðÿìûå ïåðåñåêóòñÿ â òî÷êå C, ëåæàùåé íà îòðåçêå AB. Ïðè ýòîì O1C = O1A
è O2C = O2B, òàê ÷òî òî÷êà C ïðèíàäëåæèò îáåèì âíóòðåííèì îêðóæíîñòÿì (ðèñ.9.1).

� �
� �

� ��

�

Ðèñ.9.1

9.2. (Â.Ïðîòàñîâ) Äàíà îêðóæíîñòü, òî÷êà A íà íåé è òî÷êà M âíóòðè íåå. Ðàññìàòðèâàþòñÿ
õîðäû BC, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç M . Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí
âñåõ òðåóãîëüíèêîâ ABC, êàñàþòñÿ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð äàííîé îêðóæíîñòè, O′ � öåíòð îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ñåðåäèíû ñòîðîí ABC, P � öåíòð òÿæåñòè ABC. Ïîñêîëüêó âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåõîäÿò
â ñåðåäèíû åãî ñòîðîí ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì P è êîýôôèöèåíòîì − 1

2 , P ëåæèò íà îòðåçêå OO′

è äåëèò åãî â îòíîøåíèè 2 : 1. Êðîìå òîãî, òàê êàê ìíîæåñòâî ñåðåäèí õîðä, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
M , � ýòî îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì OM , ìíîæåñòâî öåíòðîâ òÿæåñòè òðåóãîëüíèêîâ ABC � òîæå
îêðóæíîñòü, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç íåå ãîìîòåòèåé ñ öåíòðîì A è êîýôôèöèåíòîì 2

3 . Çíà÷èò, ìíîæåñòâî
òî÷åê O′ � òîæå îêðóæíîñòü (ðèñ.9.2).
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Ðèñ.9.2
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Ïîñêîëüêó ðàäèóñû âñåõ îêðóæíîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí ABC, ðàâíû ïîëîâèíå
ðàäèóñà äàííîé îêðóæíîñòè, âñå ýòè îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ äâóõ îêðóæíîñòåé, êîíöåíòðè÷íûõ ñ
îêðóæíîñòüþ, íà êîòîðîé ëåæàò òî÷êè O′ (åñëè òî÷êà M ñîâïàäàåò ñ O, îäíà èç ýòèõ îêðóæíîñòåé
âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó).

9.3. (À.Àêîïÿí) Òðåóãîëüíèêè ABC è A1B1C1 ïîäîáíû è ïî-ðàçíîìó îðèåíòèðîâàíû. Íà îòðåçêå
AA1 âçÿòà òî÷êà A′, òàêàÿ ÷òî AA′/A1A

′ = BC/B1C1. Àíàëîãè÷íî ñòðîèì B′ è C ′. Äîêàæèòå, ÷òî
A′, B′ è C ′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ðåøåíèå. Ïîäîáèå, ïåðåâîäÿùåå ABC â A1B1C1, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê êîìïîçèöèþ ñèììåò-
ðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l è ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì â íåêîòîðîé òî÷êå, ëåæàùåé íà l, è êîýôôèöè-
åíòîì k, ðàâíûì îòíîøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî îòðåçêè AA1,
BB1, CC1 äåëÿòñÿ l â îòíîøåíèè, ðàâíîì k, ò.å. òî÷êè A′, B′, C ′ ëåæàò íà l.

9.4. (Ñ.Ìàðêåëîâ) Â íåâûïóêëîì øåñòèóãîëüíèêå êàæäûé óãîë ðàâåí ëèáî 90, ëèáî 270 ãðàäóñîâ.
Âåðíî ëè, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äëèíàõ ñòîðîí åãî ìîæíî ðàçðåçàòü íà äâà ïîäîáíûõ åìó è íåðàâíûõ
ìåæäó ñîáîé øåñòèóãîëüíèêà?

Ðåøåíèå. Ïóñòü t � êîðåíü óðàâíåíèÿ t4+t2 = 1. Âîçüìåì øåñòèóãîëüíèê ABCDEF , â êîòîðîì
AB : BC = BC : CD = CD : AF = AF : FE = FE : ED = 1

t , è ðàçðåæåì åãî, êàê íà ðèñ.9.4. Òîãäà
ïîëó÷èâøèåñÿ øåñòèóãîëüíèêè ïîäîáíû ABCDEF ñ êîýôôèöèåíòàìè t è t2.

��

��

��

Ðèñ.9.4

9.5. (À.Çàñëàâñêèé) Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè è òî÷êó ïåðåñå÷å-
íèÿ âûñîò íåðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ABC, äåëèò åãî ïåðèìåòð è ïëîùàäü â îäíîì è òîì æå
îòíîøåíèè. Íàéäèòå ýòî îòíîøåíèå.

Ðåøåíèå. Îòâåò: 1 : 1.
Ïðåæäå âñåãî äîêàæåì, ÷òî ïðÿìàÿ äåëèò ïåðèìåòð è ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà â îäíîì îòíîøåíèè

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AC, BC â òî÷êàõ X, Y , à áèññåêòðèñó óãëà C â òî÷êå J ; d1 � ðàññòîÿíèå
îò J äî ñòîðîíû AB, d2 � ðàññòîÿíèå îò J äî äâóõ äðóãèõ ñòîðîí. Òîãäà 2SCXY = (CX + CY )d2,
2SAXY B = (AX + BY )d2 + AB · d1, è îòíîøåíèÿ ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà d2 = d1, ò.å. J �
öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Ïóñòü òåïåðü öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè O, öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè I è îðòîöåíòð H
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ýòà ïðÿìàÿ ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé âåðøèíû òðåóãîëüíèêà. Ïóñòü îíà
íå ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû A è B. Òàê êàê AI, BI � áèññåêòðèñû óãëîâ HAO, HBO, ïîëó÷à-
åì, ÷òî AH/AO = HI/IO = BH/BO. Òàê êàê AO = BO, òî AH = BH, ò.å. òðåóãîëüíèê ABC
ðàâíîáåäðåííûé è èñêîìîå îòíîøåíèå ðàâíî 1 : 1.

9.6. (ß.Ãàíèí, F.Rideau) Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. A′, B′, C ′, D′ � îðòîöåíòðû
òðåóãîëüíèêîâ BCD, CDA, DAB, ABC. Äîêàæèòå, ÷òî â ÷åòûðåõóãîëüíèêàõ ABCD è A′B′C ′D′

ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãîíàëè äåëÿòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ â îäíîì è òîì æå îòíîøåíèè.
Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ïóñòü KLMN � âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê; òî÷êè X, Y äåëÿò îòðåçêè KL è NM â îòíîøåíèè

α; òî÷êè U , V äåëÿò â îòðåçêè LM è KN â îòíîøåíèè β. Òîãäà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ XY è
UV äåëèò ïåðâûé èç íèõ â îòíîøåíèè β, à âòîðîé â îòíîøåíèè α (ðèñ.9.6)
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Ðèñ.9.6

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü ìåòîäîì ìàññ.
Ïóñòü òåïåðü A1, B1, C1, D1 � öåíòðû òÿæåñòè òðåóãîëüíèêîâ BCD, CDA, DAB, ABC; A2,

B2, C2, D2 � öåíòðû îïèñàííûõ îêîëî íèõ îêðóæíîñòåé. ×åòûðåõóãîëüíèê A1B1C1D1 ãîìîòåòè÷åí
÷åòûðåõóãîëüíèêó ABCD îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà òÿæåñòè ñ êîýôôèöèåíòîì − 1

3 . Ñëåäîâàòåëüíî,
ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãîíàëè ýòèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ äåëÿòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ â îäèíàêîâûõ
îòíîøåíèÿõ. Äîêàæåì, ÷òî â òåõ æå îòíîøåíèÿõ äåëÿò äðóã äðóãà äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà
A2B2C2D2.

Ïóñòü P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD. Òîãäà

AP

CP
=

AP

BP

BP

CP
=

sin 6 ABD sin 6 ACB

sin 6 BAC sin 6 CBD
.

Ïîñêîëüêó ñòîðîíû è äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà A2B2C2D2 ïåðïåíäèêóëÿðíû ñòîðîíàì è
äèàãîíàëÿì ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD (íàïðèìåð, òî÷êè A2, B2 ëåæàò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêó-
ëÿðå ê CD), â òàêîì æå îòíîøåíèè äåëèòñÿ è äèàãîíàëü A2C2.

Ïóñòü òåïåðü P1, P2 � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ A1B1C1D1, A2B2C2D2;
P ′ � òî÷êà íà îòðåçêå A′C ′, äåëÿùàÿ åãî â îòíîøåíèè A2P2/P2C2. Òàê êàê òî÷êè A1, C1 ëåæàò íà
îòðåçêàõ A′A2, C ′C2 è äåëÿò èõ â îòíîøåíèè 2 : 1, èç ñôîðìóëèðîâàííîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò,
÷òî òî÷êà P1 òàêæå äåëèò îòðåçîê P ′P2 â îòíîøåíèè 2 : 1. Ðàññìîòðåâ àíàëîãè÷íóþ òî÷êó íà
îòðåçêå B′D′, ïîëó÷èì òîò æå ðåçóëüòàò. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî P ′ � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé
÷åòûðåõóãîëüíèêà A′B′C ′D′, ïðè÷åì äèàãîíàëè äåëÿòñÿ ýòîé òî÷êîé â òîì æå îòíîøåíèè, ÷òî è â
÷åòûðåõóãîëüíèêàõ A1B1C1D1, A2B2C2D2 è ABCD.
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10 êëàññ

10.1. (Hiacinthos) Ïÿòü ïðÿìûõ ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ
ïÿòèçâåííàÿ ëîìàíàÿ, âåðøèíû è ñåðåäèíû çâåíüåâ êîòîðîé ëåæàò íà ýòèõ ïðÿìûõ, ïðè÷åì íà
êàæäîé ïðÿìîé ëåæèò ðîâíî ïî îäíîé âåðøèíå.

Ðåøåíèå. Ïóñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ. Âîçüìåì íà ïðÿìîé l1 òî÷êó A1 è íàéäåì íà
l3 òàêóþ òî÷êó A2, ÷òî ñåðåäèíà B îòðåçêà A1A2 ëåæèò íà ïðÿìîé l2 (ðèñ.10.1). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó
ñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêàì OA1B è OA2B, ïîëó÷àåì, ÷òî OA2

OA1
= sin 6 A1OB

sin 6 A2OB
.

� �

� �

� �

�

� �

�

� �

Ðèñ.10.1

Àíàëîãè÷íî ïî òî÷êå A2 ïîñòðîèì íà ïðÿìîé l5 òàêóþ òî÷êó A3, ÷òî ñåðåäèíà A2A3 ëåæèò íà
l4 è ò.ä. Ïåðåìíîæèâ ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî A6 ñîâïàäàåò ñ A1.

10.2. (À.Çàñëàâñêèé) Ïðîåêöèè òî÷êè X íà ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè. Y � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ X îòíîñèòåëüíî öåíòðà ýòîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî
ïðîåêöèè òî÷êè B íà ïðÿìûå AX, XC, CY , Y A òàêæå ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà X ëåæèò âíóòðè ABCD, îñòàëüíûå ðàçáèðàþòñÿ àíàëî-
ãè÷íî. Ïóñòü K, L, M , N � ïðîåêöèè X íà AB, BC, CD, DA; K ′, L′, M ′, N ′ � òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå
X îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïðÿìûõ. Òàê êàê K, L, M , N ëåæàò íà îêðóæíîñòè, K ′, L′, M ′, N ′ òàêæå
ëåæàò íà îêðóæíîñòè. Òàê êàê BK ′ = BX = BL′, ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó K ′L′ ïðîõî-
äèò ÷åðåç B è ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà K ′BL′, ò.å. ñèììåòðè÷åí BX îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû
óãëà B. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòûðå ïðÿìûå, ñèììåòðè÷íûå ïðÿìûì, ñîåäèíÿþùèì X ñ âåðøèíàìè
ABCD, îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñ ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå X ′, ÿâëþ-
ùåéñÿ öåíòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà K ′L′M ′N ′. Ïðè ýòîì öåíòðîì îêðóæíîñòè
KLMN áóäåò ñåðåäèíà XX ′, è çíà÷èò, X ′ ñîâïàäàåò ñ Y . Äàëåå, òàê êàê ÷åòûðåõóãîëüíèêè XKBL,
XLCM , XMDN , XNAK âïèñàííûå, 6 AXB + 6 CXD = 6 KXA + 6 KXB + 6 CXM + 6 DXM =
6 KNA + 6 BLK + 6 CLM + 6 MND = (π − 6 KLM) + (π − 6 MNK) = π. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðÿ-
ìûå XB è DX ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà AXC. Àíàëîãè÷íî, ïðÿìûå Y B è DY
ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà AY C. Êðîìå òîãî, êàê óæå áûëî ïîêàçàíî, ñîâïàäà-
þò áèññåêòðèñû óãëîâ BAD è XAY , BCD è XCY . Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìûå, ñèììåòðè÷íûå BA,
BX, BC, BY , îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñ ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ AXCY , ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D.
Îòñþäà, ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî íà÷àëó ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå çàäà÷è (ðèñ.10.2).
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Ðèñ.10.2

10.3. (Ï.Êîæåâíèêîâ) Äàíà îêðóæíîñòü è òî÷êà P âíóòðè íåå, îòëè÷íàÿ îò öåíòðà. Ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ïàðû îêðóæíîñòåé, êàñàþùèåñÿ äàííîé èçíóòðè è äðóã äðóãà â òî÷êå P . Íàéäèòå ãåîìåò-
ðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îáùèõ âíåøíèõ êàñàòåëüíûõ ê ýòèì îêðóæíîñòÿì.

Ðåøåíèå. Ïóñòü X � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ. Ïðîâåäåì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì X è
ðàäèóñîì XP è ðàññìîòðèì èíâåðñèþ îòíîñèòåëüíî íåå. Ïðè ýòîé èíâåðñèè îêðóæíîñòè, êàñàþùè-
åñÿ â òî÷êå P , ïåðåéäóò äðóã â äðóãà, òàê êàê îíè êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè èíâåðñèè è äâóõ ïðÿìûõ,
ïåðåõîäÿùèõ â ñåáÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíàÿ îêðóæíîñòü ïåðåéäåò â ñåáÿ. Çíà÷èò, îêðóæíîñòü èí-
âåðñèè îðòîãîíàëüíà èñõîäíîé, ò.å. êàñàòåëüíàÿ èç X ê èñõîäíîé îêðóæíîñòè ðàâíà XP è X ëåæèò
íà ðàäèêàëüíîé îñè òî÷êè P è èñõîäíîé îêðóæíîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà ðàäèêàëüíîé îñè
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òàêèì îáðàçîì, ò.å èñêîìîå ÃÌÒ ñîâïàäàåò ñ ðàäèêàëüíîé îñüþ òî÷êè P è
èñõîäíîé îêðóæíîñòè.

10.4. (À.Çàñëàâñêèé) Ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ABC, âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò åãî
îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A1, B1, C1. Ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç A, B, C è ïàðàëëåëüíûå
ïðîòèâîïîëîæíûì ñòîðîíàì, ïåðåñåêàþò åå æå â òî÷êàõ A2, B2, C2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå A1A2,
B1B2, C1C2 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Ðåøåíèå (Ì.Èëþõèíà). Ïóñòü A′ � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè
ω â òî÷êàõ B è C (àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì òî÷êè B′ è C ′). Òîãäà, êàê èçâåñòíî, ïðÿìàÿ AA′ ÿâëÿåòñÿ
ñèìåäèàíîé òðåóãîëüíèêà ABC (òî åñòü ïðÿìîé, ñèììåòðè÷íîé AA1 îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà
A). Ïóñòü ïðÿìàÿ AA′ âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ω â òî÷êå A0. Òîãäà 6 A1AB = 6 A0AC, îòêóäà äóãè BA1

è CA0 ðàâíû.
Òàê êàê òðåóãîëüíèê A′BC ðàâíîáåäðåííûé, à ω � åãî âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü, òî îíè ñèììåò-

ðè÷íû îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû ` óãëà BA′C. Èç ðàâåíñòâà äóã ñëåäóåò, ÷òî ïðè ýòîé ñèììåòðèè
òî÷êè A1 è A0 ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà. Çàìåòèì, ÷òî ` � ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê BC, ïî-
ýòîìó A ïðè ýòîé ñèììåòðèè ïåðåõîäèò â A2 (ðèñ.10.4), à, ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ A1A2 ïåðåõîäèò
â ïðÿìóþ AA′. Ïîýòîìó, òàê êàê ïðÿìûå AA′, BB′, CC ′ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå L êàê ñèìå-
äèàíû òðåóãîëüíèêà ABC, òî ïðÿìûå A1A2, B1B2, C1C2 òàêæå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, èçîãîíàëüíî
ñîïðÿæåííîé L îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà A′B′C ′.

Ñëó÷àé, êîãäà îäíîé èç òî÷åê A′, B′, C ′ íå ñóùåñòâóåò, àíàëîãè÷åí.
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Ðèñ.10.4

10.5. (Ñ.Ìàðêåëîâ) Ìîæåò ëè ðàçâåðòêà òåòðàýäðà îêàçàòüñÿ òðåóãîëüíèêîì ñî ñòîðîíàìè 3, 4 è
5 (òåòðàýäð ìîæíî ðåçàòü òîëüêî ïî ðåáðàì)?

Ðåøåíèå. Îòâåò: äà. Íàïðèìåð, ìîæíî ñêëåèòü òåòðàýäð èç ðàçâåðòêè, ïîêàçàííîé íà ðèñ.10.5
(ìåíüøèé êàòåò ðàçäåëåí íà òðè ðàâíûå ÷àñòè, à ãèïîòåíóçà â îòíîøåíèè 4 : 1). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,
÷òî êàæäûé èç òðåõ óãëîâ, íà êîòîðûå äåëèòñÿ ìåíüøèé óãîë òðåóãîëüíèêà, ìåíüøå ñóììû äâóõ
äðóãèõ; ñëåäîâàòåëüíî, èç òàêîé ðàçâåðòêè, äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ñêëåèòü òåòðàýäð.

Ðèñ.10.5

10.6. (À.Çàñëàâñêèé) Íà äîñêå áûë íàðèñîâàí ÷åòûðåõóãîëüíèê, â êîòîðûé ìîæíî âïèñàòü è
îêîëî êîòîðîãî ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü. Â íåì îòìåòèëè öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé è òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí, ïîñëå ÷åãî ñàì ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê ñòåðëè. Âîññòàíîâèòå åãî ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè.

Ðåøåíèå. Ïîñòðîåíèå îñíîâàíî íà äâóõ ëåììàõ.
1. Äèàãîíàëè âñåõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ, âïèñàííûõ â äàííóþ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O è îïèñàí-

íûõ îêîëî äàííîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì I, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé è òîé æå òî÷êå L, ëåæàùåé íà
ïðîäîëæåíèè îòðåçêà OI çà òî÷êó I.

2. Öåíòð âïèñàííîé â ÷åòûðåõóãîëüíèê îêðóæíîñòè ëåæèò íà ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé ñåðåäèíû
åãî äèàãîíàëåé (Òåîðåìà Ìîíæà).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ëþáîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå òî÷êà M ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ
ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí, äåëèò ïîïîëàì îòðåçîê ìåæäó ñåðåäèíàìè äèàãîíàëåé.

Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ñåðåäèíû äèàãîíàëåé èñêîìîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ëåæàò íà îêðóæíîñòè
ñ äèàìåòðîì OL. Îòñþäà è èç ëåììû 2 ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà M ëåæèò íà îêðóæíîñòè, äèàìåòðàëüíî
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ïðîòèâîïîëîæíûìè òî÷êàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ I è ñåðåäèíà OL. Ïîýòîìó, ïðîâåäÿ ÷åðåç M ïðÿìóþ,
ïåðïåíäèêóëÿðíóþ IM , è íàéäÿ òî÷êó åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ OI, ìû ïîëó÷èì ñåðåäèíó OL, à çíà÷èò, è
ñàìó òî÷êó L. Äàëåå, ïîñòðîèâ îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì OL è íàéäÿ åå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé
MI, ïîëó÷èì ñåðåäèíû äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Êðîìå òîãî, ðàññìîòðåâ ÷åòûðåõóãîëüíèê,
äâå âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàò íà ïðÿìîé OI, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ òðåòüåé âåðøèíû X
XI � áèññåêòðèñà óãëà OXL (ðèñ.10.6). Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü âîññòàíîâèòü îïèñàííóþ îêðóæíîñòü
÷åòûðåõóãîëüíèêà è íàéòè åãî âåðøèíû, êàê òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè ñ äèàãîíàëÿìè.
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>�?A@CB�?EDGF�HJILKNM+O�PLQ5R	SJHTKVU�KVM+WTXYK[Z2\�I]F�ILOY^_\`XYO�HJOYaJbcHJF�\dSJOeM+OgfhK`aiHTjkM+lmjnWTodOYpYHqFkfhKdaJaTOYrdOmaqF
HTWJ\`jsaJILKtF�P�XYO�u(OYpYWvMqw4?

˛Ø -3

x�ysz{yL|�}�y+~(� oeKdHTI]FkM�Fk��oeF�U�aJK`rdOGPYWsU=F�PYOdU�WTX�KNM+l�U+OgMJfhKda{PYWsU�KNXYl�U�OYHJOYrNj�\`oeF�U�W�F[P�XYOYu(Ok�
p�WvMqw�?J��Mqw��NXYOYr`O�oeK`HJI]FkM+O�\`O�\`X�OYHJOYaTb�PYOdU�WvXYKNMJw�U�OeMqf�aTO�HqF�\`SJOeM�F�r�FkXYlY\�w�STOY�TXYW�SJK`HJSJK`av�
U+WJITj[MJwJHJaJO�O�\dW*F�P[XYOYu(OYp�WvMqw�Z�F�\5SJHJO�X�WJPYOYSJOeM+Ogf5aJOY^�\NXYOYHTOYaJb���SJOdUnjsr�M+OYu�Z�SJHJWJu(K`HJaJO
HJF�PYaJb�u_�L���`?�B�MqKVU�OYPYF[XYKVM+lYaJOJZqj�F[P�XYOYu(O�pYWvMqw�aqF7HJWJ\NjsaJILKAHTjkM+l5\`SJHqF�PYFT?

�s?A@���?��hHTKdaJIJWTa+Q � OY\d\NXgF�aTOYPYWTX�KtSJH]wTu(O�jsrdOeM+lYaJb�^�XYHJKNjsrdOeM+lYaJWTI��	� ��@C¡��£¢¥¤Y¦Y�§Q2STO¨P�KdHT©AWv�
aJF�u_�tZ+�ªW�XYOY�JILK�aqFhpYWJ\`\dKdIvXYHJWJ\`KAjsr�M�F��5?
«�yL¬�­+®+y5¬�yLzmyL|�}�y+~q¯ F�IhI]F�I7XYHJKNjsrdOeM+lYaJWTI��	� �°SJH]wJu(O�jsrdOeM+l�aJb�^�ZsPYKdHT©AWJaqF��¥M+K`f5WTXtaqF
STHLwTu(OY^�Z=SJHJOe�]OdU+wv± Kd^{�JK`HJK`o¨�%W�SJKdHJSTKdasU�WTITj[MqwTHJaJOY^m�	�7?�²;HJOYu(KtXYOYr`OJZ4SJHTW�\dWJu(u(KNXYHJWJW
O[XYaJOY\`WTXYKVM+lYaJO�pYWT\d\dK`ITXYHTWJ\db³jsr�M�F��´X�OY�JI]F��cSTKdHJKV�]OdU�WTXmPGM+KNf F[±tjsµcaqF��`X�OY^*fhK�SJH]ws�
u(O�^mXYO��JITj{�·¶¸Z�XeF�ITjsµ³�TX�O��A��¶�¢c�A�t?���Mqw�M+µ�p�OY^{M+KNf Fk± Kd^maqF�pYWT\d\dK`ITXYHTWJ\dK�X�OY�JIJW*¹
WTu(KdKdui¹��°¢¥¹(��¶¸Z+F5SJO�\dILOeM+lYITjG�A��º»� �¨ZqX�OY�JIJW���¶4W�¹_M+K`fAF[X¨SJO5HqF[oeaTb�KA\`X�OYHJOYaTb6O�X
STHLwTu(OY^��	�¼@'HJWJ\�?¾½T?��v?¿>�QN? ¯ F�IJWJuÀOYpYHqFkoeOYu�ZJSTOgMJjv�JF�Kdui\�MqKVU+jsµ·±AKdK STOY\`X�HJOYKdaTWJK�?
Á HJO�PYKVU�K`uÂ�JK`HJK`ot��SJH]wTu0jvµ�ÃÄZJSJK`HJSJKdaLU�WJITjkMqwJHJavjvµ����¨?
Á HJO�PYKVU�K`u�OYITHTjLf�aJO�\`XYl�\ÆÅJKdavXYHJOYun¹mW5HqFgU�WTjY\`OYu*¹(�»W5aJF�^sU�K`umXYO��JITj7� ¶ KdKÆSJK`HJKd\`Kd�JK`aJWTw
\�ÃÄZvM+KNf Fk±Ajsµ3\t¹_SJO7HqF[oeaTb�Kt\NXYOYHJO�aJb£O�X¨�	�7?
Á HJO�PYKVU�K`u°\`KdHJK§U�WJaJaTb�^�SJKdHTSJKdasU+WJITj[MJwJH�I{O�XYHTK`oeIvj����·¶�W{aqF�^LU�KduÇXYOY�JIvj��ÈK`rdO�SJK`HJKd\`KN�
�TKdaJWTw�\�ÃÄ?
É FgU=Fg�qFhWJu(KdKNX�HJKN© K`aJWJKtX�OYrÊU=F7W�X�OeM+lYILO¨X�OYrÊU=FTZ+ILOYrÊU=F7�	¹iºÂ�t¹_W�¡��	��¹ÂËi¤�¦Y�d?
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Ñ WT\�?+½T?��v?¿>Y? Ñ WJ\�?�½T?��v?��v?

Ò ÓT®�¬�®+y�¬�yLzmyL|�}�y+~ DGbioeaqF[Kdu�SJH]wTu0jvµ£� �¥���`X�O SJK`HJSJKdaLU�WJITjkMqwJH�I����¨ZsSJHJO�PYKVU�K`aJaJb�^
�TKdHJKNo7�¨? Á OY\`X�HJOYWJuÔO�IJHTjLf�aTOY\`X�l�Õ ÅJK`aTXYHJO�uÇP¨XYOY�TIsK ¹ÆZ=I]F�\dF�µ·±tjvµ·\�w�� �7? ¯ F�I�IYF�I�� ¹
��pYWJ\d\`KdITX�HJWJ\dFTZqXYOh�`XeFhOYIJHTjLf5aJOY\`X�l7I]F�\eF[K`XY\�w�XeF�ITfhK�W��	��? ¯ OYrÊU=FtX�OY�JI]F7���Ö�NXYOhXYO��JI]F
STKdHJK`\dKd�TKdaJWTw¨�A�ÇWtMJjv�JF	WTo2X�OY�JIJW7�AZkI]F�\dF�µ·±AKdr`OY\�whaqF[©AKd^hOYITHTjLf�aJO�\`XYW4? Á HJW �NXYOYu�XYO��JI]F
STKdHJK`\dKd�TKdaJWTw°�	¹×W°�A�ØM+K`f5WTXnaqF*O�X�HJK`odILK�� � @'HJWJ\�½T?��v?��YQN? ¯ F�ILOY^ÔI]F[\eF[X�KNM+lYaTb�^ÇMqjs�
X�OeM+lYILO5OdU�WTa�@'WvM+W�PYOYPY\`K�aTK`X5KdrdO]QN?
Á OY\NXYHJO�KdaJWJK�SJHTOg�YOdU�WTX�Z+ILOYrÊU=F¨¹_W��¥M+K`fAF[X7SJOhOdU�avj�\`X�OYHJOYaTj�O�X¨� �7ZqFtU�WqF�u(KNXYH�OYIJHTjLf7�
aTOY\`X�WGu(K`aJl�© K��	�7ZJXYO¨Kd\NXYl5I]F�I�HqF[o�ILOYrÊU=F7�	¹Âºi�t¹ÀW�¡��	��¹ÂËÔ¤Y¦ � ?
Ù�ÚJÛ yLÜ Ú |�}�y+~;Ý \�M+WÔXYOY�JILK�¹ÖHqF[odHJK`©AWTXYl*M+K`fAF[X�l�aqFiÞ�ß�àgákàVâ+ã¥ä`åqæqænpYWJ\`\dK`ITXYHJWT\db @'WvM+W
�YO�XgwmpYb�aqF�Mqjs�JK¨pYWJ\d\`KdITX�HJWJ\`b;Z(F�aTK5aqF�O�X�HJK`odIsK[çEQVZ�X�OGHJKN© K`aJWJ^*p�j�U�K`X��qF[± K¨PY\`KdrdO�U�P]FTZ
\`OYO�X�PYK`X�\`XYP[jvµ�± WJK�U�P�jsuÂI]F[\eF[X�KNM+lYaTb�u�?
è�¬�yLÓJé+y6¬�yLzmyL|�}�y+~	ê aqFkM+OYr`WJ�JaJO_\`X�HJOYWJucSTHLwTu0jsµë�A�¨? Á jY\NXYlÂì � XYOY�TI]FÀSTKdHJK`\dKd�TKN�
aTWTw��	¹ÀW�� �7? ¯ O�rÊU=Fh� ¹n��pYWJ\d\`KdITX�HJWJ\dF5P XYHTK`jsrdOeM+lYaTWJILKt��� ì�ZJW���M+KNf�WTX7aJF OYIJHTjLf7�
aTOY\`X�W ê SJOeMJM+OYaJWvw�UqMqw�O�X�HJK`odI]F���ì W�X�OY�JIJWm¹°PYavjsX�HJW{aJKdr`OJ? Á HJW��`XYO�u°OYSvwTXYl�aqFgU�O�WTo
U+P�j]��XYOY�TKdI�STKdHJK`\dKd�TKdaJWTw�pYHqF[X�lhU�FkM+lYaJµ·µ6O�X5�¨?

ív?A@���?��hHTKdaJIJWTa+Q��AWqF�r`OYaqFkM+WAPYb�STjsIvM+OYr`O;�JK`X�b�HJKN�sjsrdOeM+l�aJWJI]F�U�KNMJwTX;K`rdO;aqF��JK`X�b�HJK�SJOdU�OYpYaTb2�
X�HJK`jsr`OgMqlYaJWJI]Fv?J�AOYIYF[f�WvXYK�Zq�vXYO¨KdrdO¨u(Ogf�aTO¨HJF[oeHJKNogF[X�l5aJF U�PYF7HJF�PYaJb2��X�HJK`jsr`OgMqlYaJWJI]Fv?
x�ysz{yL|�}�y+~�Á jY\NXYl5î:�ÖXYO��JI]FhSJKdHTKd\dK`�JKdaTWTw�U+WqF�rdO�aqFkM+K`^G�JKNXYb�HJKV�sjvr`OeM+lYaJWJIYF��	� ��ï�? Ý \V�
MqW�Z�aqF�STHJWJu(KdH4Z4jsrdOeM���îA�³X[jvSTOY^�Z�XYO�O�a{p�OgMql�© KAM+µ·pYOYr`O�WTohjsr�M+OYP�XYHJKNjvr`OeM+lYaJWJIYFG� ît�¨Z
X�?ÊK�?�X�HJK`jsrdOeM+l�aJWJIJWm�	îA�cW��AîA�×aTKhu(OYr`jLX�pYbðXYl�SJOdU�O�pYaJb;?�B�M+K§U�OYP]FkXYKNMqlYaJOJZ=U�WJF�rdOYaJFkM+W
�TK`XYb�HTKN�sjsrdOeM+lYaJWTI]F�SJKdHTSJKdasU+WJITj[MJwJHJaJb;?
ñ otSJOdU�OYpYWvw�SJH]wTu(O�jsrdOeM+lYaJb2�GXYHTK`jsrdOeM+lYaTWJILOYP��	ît�×W��AîA��\�M+K§U+jYKNX�Z��TXYO5jvr`OeM{ît���%HqF��
P�Kda5M+WTpYOAjsr�Mqj�ît�t�5ZLM+WTpYOAjsr�Mqj�ît� �7? � STKdHJPYO�u*\�Mqjs�qF�K·U�WqF[rdOYaqF�M+lh� ï×wTP[MqwTK`XY\�w�\`KdHJKV�
U+WJaJaJb�u°SJKdHJSTKdasU�WTITj[MqwTHJOYu£I����¨Z4X�?ÊK�?�OY\`lYµ�\dWTu(u(K`XYHTWJW��JKNXYb�HJKV�sjvr`OeM+lYaJWJIYF�W�Z4oeaJF��TWTX�Z
HJF[oeHJKNogF�KNX�K`rdO¨aqFAU�P]FhHqF�PYaTb2��XYHJKNjsrdOeM+lYaJWTI]FT? � O7P�XYOYHTOYuÂ\�Mqjs�qF[K�jsrdOeM��%STHLwTu(OY^�?
Ñ F�\d\NjLf7U=Fkw�F�aqFkMqOYrdWJ�TaJOJZJSJOeMqjs�qF[Kdu�ZJ�TX�O7Kd\�M+W�aJW�OdU�aqF Wvo�U�WqF�r`OYaqFkM+K`^�aJK�wJPkMqwJKNXY\�w�OY\dl�µ
\`WJu(u(K`X�HJWJWG�JK`X�b�HJKN�sjsrdOeM+lYaTWJI]FTZ�XYO¨PY\dK;K`rdO7jvr�Mqb£SJH]wJu(b�K[Z+FhXeF�I�I]F�I�U�WqF�r`OYaqFkMqWGSJK`HJSJK`av�
U+WJITj[MJwJHJaJb;ZðX�O*�JK`X�b�HJKN�sjsrdOeM+l�aJWJI°� ITP]F�U�HqFkX�?�ò;O{U�WqF�r`OYaqFkMql*IJP]F�U�HJF[XgF�wTP[MqwJKNXY\�w»K`rdO
O�\dlYµ6\`WJu(u(K`X�HJWJWG�×SJHJO[XYWJPYO�HJKd�JWTK�?

ó ?A@ ê ? É F�\�M�F�P�\dIJWJ^qQ�ò�F�^LU�WTXYK�rdK`OYu(K`X�HJWJ�JK`\dILOYK	u(K`\`X�OtXYO��JKdI5SJKdHJK`\dK`�JKdaJWvw�PYb�\dO[XtX�HJK`jsrdOeM+l�aJWv�
ILOYPTZvj�ILO�X�OYHJb2��U=F[aJb°\`KdHJK§U�WJaqF7OdU�aJOY^�\NXYOYHJO�aJb¥W�OY\`aJOYP]F�aTWTw�PYb�\`O�X�ZqOYSTjL± K`aJaJb2��aqF�U+PYK
U+HTjsrdWJK[?

�



x�ysz{yL|�}�y+~�Á j�\`X�l��ðô·��\dK`HJKVU+WJaqF�\`X�OYHJOYaTb����×XYHJKNjsrdOeM+lYaJWTI]F��	� �7Z=��õVZ=��õ��¼OY\`aJOYP]F��
aTWTw�PYb�\`O�X�Z�OYSTjL±AKdaJaJb2�{aJF�\`XYO�HJOYaJb�� �7Z��	�7? ¯ F�I�I]F�I�X�HJK`jsr`OgMqlYaJWJIJWm�	�A��õNZ4��� ��õÆ�
STHLwTu(O�jsrdOeM+lYaTb�K�Z�Wv��u(KVU�WJF�aJb:��õö�ðôeZ4��õÊ�ðô;HqF�P�aJb3SJOeM+OYPYWJaTK rdWJSTO�XYK`aTjLoeb�����?�B�M+K§U�OYP]F��
X�KNM+l�aJOJZ+Kd\�M+W�UqMqw�U=F�aTaJb2��XYOY�JK`I��ðô���õ�÷¢£�ðô§��õVZqXYO¨WJ\dILOYu(OYKtø�D ¯ �×STj�\`XYO�K u(aJOgfhKd\NXYPYOT?
ù X�O¨f K�P�KdHJaJO7W�P7\�Mqjs�qF�K�Z+ILOYrÊU=F5�ðôð�c\`KdHJK§U�WJaqF¨��õö��õNZTWJpYO¨��õö��õ(¢°���nú`ûYü+��ËÂ����?
Ý \�M+W�fhK���õÊ��õö�ðôð�ÖHJF�PYaJOYp�KVU�HJK`aJaJb�^�XYHJKNjsrdOeM+lYaJWTI�ZqXYO XYO��JIJW��AZJ��MqK`fAF[XhaqF OYITHTjLf�aJOk�
\NXYW�ý°\¨ÅTKdaTX�HJOYu£�ðô�W�HqF�U�WvjY\dO�u£�ðô���õ�¢%�ðô§��õVZ�SJHJWJ�TKdu°wTP[MqwTµ·XY\�w{ILOYaJÅJF�u(W�U�WqF�u(KNXYHqF
�NXYOY^�O�IJHTjLf�aTOY\`X�W�? Ý \�M+W�XYHTK`jsrdOeM+lYaTWJIG��� �3OY\`X�HJO�jsrdOeM+lYaTb�^�ZJXYOhK`rdO OYHvXYOYÅJK`aTXYHGþÈwTP[Mqws�
KNXY\�wnSJK`HJKd\`Kd�JK`aJWJK`u��]OYH�UÂ����õtWn� ��õ��`X�OY^nOYIJHTjLf5aJOY\NXYW°@�HJWT\�?¾½T? ó QN? ¯ OYrÊU=F�jsrdOeM_��õÿþ���õ
HJF�PYKdaÂSJOeMqjY\Njvu(u(KGUqjvr���õÊ��õ7WÂ�	��Z�X�?�K�?2¤Y¦Y���������	��

���� ?ðB�MqKVU�OYPYF[XYKVM+lYaJOJZ XYOY�JIYF�þ M+KV�
f5WTX�aJF7U+jsrdKhOYITHTjLf�aJO�\`XYW�\ ILOYaTÅqF�u(W���õNZ=��õNZ=PYu(K`± F�µ·±AKd^��`X�O�X�jsrdOeM�? ê aqFkM+OYr`WJ�JaJOTZ4Kd\V�
MqWmXYHTK`jsrdOeM+lYaTWJIn�	� �cX�jsSJO[jvr`OeM+lYaJb�^�Z�XYO�þ M+K`f5WTX�aJF�U�OYSTOgMqaJWTXYKVM+lYaJO�^mU+jsrdK��NXYOY^�f K
O�IJHTjLf�aTOY\`X�W�? Ý \�MqWmfhKh���¼�!I]F[X�K`XGSJH]wJu(O�jsr`OgMqlYaJOYr`OGXYHTK`jsrdOeM+lYaTWJI]FTZ�XYO�Kdr`OGOYHvXYOYÅJK`aTXYH
\`OYPYSqFgU=F�K`XG\¨PYKdHT©AWJaJOY^�SJH]wJu(OYr`OGjsr�M�FTZ�X�?�K[? \¨OeU+aJOY^�Wvo5X�OY�JKdI���õNZ���õVZ�WmodaqFg�JWTX�Z�XgF�IvfhK
MqK`f5WTX¨aqFh�`XYO�^�OYIJHvjsf5aJOY\NXYW�?
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B�U�HTjsrdO�^ \`X�OYHJOYaJb;Z�K`\�M+W u(b�PYO[oelYu(K`uGXYO��JITj�þÖaqF�aJF[© K`^AOYIJHvjsf5aJOY\NXYW�Z�XYO·SJH]wJu(b�K���õÊþ�W
��õöþ!SJK`HJKd\`KdI]F[µ·XhOYITHTjLf�aJO�\`XYl�ý*P;U�WqF�u(KNXYHqFkMqlYaJO SJHTO�XYWJP�OYSJOeM+Ogf�aTb2�5X�OY�JI]F��4? ¯ O�rÊU=Ft�NXYO
�ÖX�OY�JIJW��6W���ZqFh�:Kd\NXYl¨SJKdHJK`\dK`�JKdaJWTKA�	��õ2W��·��õ��TXeF�IJWJuÀOYpYHJF[oeOYu�ZsXYHJKNjsrdOeM+lYaJWTI��	�A�
\NjL± Kd\NXYP�j�K`X�UqMqw�M+µ·pYOY^�XYO��JIJWmþ aqF[© K`^�OYIJHTjLf5aJOY\`X�W�?�B�M+K§U�OYP]FkXYKNMqlYaJOJZ�WJ\`ILOYu(b�u£ø�D ¯
p[jkU�KNX�PY\�w�OYITHTjLf�aJO�\`XYlT?

�s?A@CB�?�� KdHYM+OYPLQ(D�KVU�WqF[aJbÂ�·� ¶ W¨� � ¶ X�HJK`jsrdOeM+l�aJWJI]F��	� �°SJKdHJK`\dK`I]F�µ·X�\�w�P	X�OY�JILK���ZYSJHTWJ�JKdu
¡����°�ª¢�����¦Y�d?]� O�I]F[f5WTXYK[ZT�TX�O7jsr�M+bÇ�	� ¶ � W��A� ¶ � aJK�u(OYr`jLX¨pYbðXYl7OYpYFAOY\`X�HJb�u(W�WvM+W
O�p]FAX�jsSJb�u(W�?
x�ysz{yL|�}�y+~�Ý \�MqW{�·� ¶ ¢��A� ¶ Z+XYO�� ¶ � ¢3��� ¶ �"! ¢�� � ¶ �"! ¢��#� � �v?�R�XY\`µ U=F�W�WTo X�OYrdOTZ
�vXYO�¡Æ� ¶ �¥�ª¢%$Y¦Y�`ZqSJOeMqjs�qF�Kdu�Z+�TX�O�¡Æ�A� ¶ � ¢Ç¤Y¦Y�d? ê aqFkM+O�rdWJ�JaTO�¡��	� ¶ � ¢¥¤�¦Y�d?
Á j�\`XYl�XYK`SJKdHTlA��� ¶ ºÔ� � ¶ Z"&¼�ªSTHJOYKdITÅJWTw5�6aqF;��� ¶ Z('°�:SJHJOYK`IJÅJWTw¨�»aqF�� � ¶ @'HJWJ\[?�½T?)�YQV?
¯ OYrÊU=F#�*&�¢+�°� � �hË*�°� ¶ Z��,'�¢,�°� � �hº*�¥� ¶ W�Zv\�M+KVU+OYP]F[X�KNM+lYaTOJZ+¡Æ�A� ¶ � ËÔ¤Y¦���Ë
¡��	� ¶ ��?

í
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Ñ WJ\�?+½T?)�v?
0v?A@���?��hHTKdaJIJWTa+Qhò�FkoeOYPYK`u6U+P]F�aJKdHJF�PYaJb2�*X�HJK`jsr`OgMqlYaJWJI]FÀÞ+à21�àeã°æ43�æqZ0K`\�M+WÀu(O�f5aJO�OYp�O�oeaqF��
�TWTXYl5Wv���	� ��WG� ¶ � ¶ � ¶ ZJXgF[I��TX�OYpYb£PYb�STOgMqaTwvM+WT\dl�HqF[PYKdaJ\NXYP]F¨�	�ª¢¥� ¶ � ¶ Zq�	�:¢¥� ¶ � ¶ W
¡Æ�:¢£¡Æ� ¶ ?�B jL± K`\`X�P�jsµ·X�M+W�XYHTW�SJOYSJF�HJaJO¨SJOe�]Ogf5Wv��XYHTK`jsrdOeM+lYaTWJI]F�5
x�ysz{yL|�}�y+~ � FTZY\Njs±AKd\NXYP�jsµ·X�?Jò�F[SJHJWJu(K`H�ZLSTjY\NXYl6&7'68i��SJHJF�PYWvM+l�aJb�^5X�HJK`jsrdOeM+l�aJWJI�Z:9Ç�
X�OY�JI]F�aqFGU+jsr`K;&7' O�SJWJ\eF[aJaJOY^ÀOYILOeM+O�aJKdr`OmOYITHTjLf�aJO�\`XYW4Z(O�XeM+WJ�JaJF[wÀO�X{\dKdHTKVU�WJaTb%U+jsrdW
@'HJWJ\[?�½T?<0]QV? ¯ OYrÊU=F*XYHJKNjsrdOeM+lYaJWTIJW=&79>'7Z?'69>8tZ?8@9�& STOYSqF�HJaTOÂaJK{HqF�PYaTb;? Á HJW°�`X�OYu¼P
X�HJK`jsr`OgMqlYaJWJI]F��A&79>8ÇWA'69>8Ç\NXYOYHJO�aqF69>8ÇOYp[±hF[w4Z(&78Ç¢%'B8ÇW�¡C&D968»¢£¡�'69>8»¢%$Y¦Y�`?
� X�HJK`jsrdOeM+l�aJWJI]Fk�7&D968�WD&79E'³\`X�OYHJOYaqFF&79%OYp�±hFkw�ZG&H8ª¢I&7'cWm¡�968�& ¢Ö¡?9E'E&*?
ê aqFkM+O�rdWJ�JaTO5aqF��]OdU+wTX�\�w�HJF�PYaJb�K���M+Kdu(K`aTXYb6PhX�HJK`jsrdOeM+l�aJWJI]Fk�J9�&7'�WK9>'68t?

. /
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M
Ñ WJ\�?+½T?<0T?

N:9 �;��<=<
>�?A@���?��hHTKdaJIJWTa+QPO�KNXYb�HJKV�sjvr`OeM+lYaJWJI���� ��ï�OYSJWJ\dF�a5O�IsOeM+O�OYITHTjLf�aJO�\`XYW4?[� O�I]F[f5WTXYK[ZY�TXYO�HqF��
U+WTjY\��`X�OY^5O�IJHTjLf�aTOY\`X�W�u(KdaTl�© KÆ\`jsu(u(biHJF�U�WTj�\dOYPtOYIJHTjLf5aJOY\`X�Kd^�ZLPYSTWJ\eF�aTaJb2�¨P;XYHJKNjvr`OeM+l[�
aTWJIJW��	� ��W��	��ï�?
«�yL¬�­+®+y£¬�ysz{yL|�}�y+~	Á jY\NXYlRQ�� I]F�\eFkXYKNMqlYaqF[wÔIÔO�IJHTjLf�aTOY\`X�W�Z�PYSJWJ\dF�aJaJO�^ÔP�XYHJKNjvr`OeM+l[�
aTWJI��	�A�¨Z�SqF�HqF�MJM+KNMqlYaqF[w��	�S�TQ�õVZUQ � � I]F�\dF[XYKVM+lYaJb�K�I�PYSJWJ\dF�aJaJO�^�OYIJHTjLf5aJOY\NXYW*�JKNXYb2�
HTKN�sjsrdOeM+lYaJWTI]FTZ0SqF[HqFkMJM+KVM+lYaJb�KAQ[? Ñ F�\`\du(O�X�HJWJu:rdOYu(O[XYK`X�WJµ�\�ÅJK`aTXYHTOYuª�5Z�SJK`HJKdP�OeUqwT±Ajsµ
O�IJHTjLf�aTOY\`X�lJZ P�SJWJ\eF[aJaTjsµ�PmX�HJK`jsrdOeM+l�aJWJIÇ�	� �7Z P�O�PYSJWJ\dF�aJaTjsµ O�IJHTjLf�aTOY\`X�l��JK`X�b�HJKN�L�
jsr`OgMqlYaJWJI]Fv? R	aqF�SJK`HJKdPYOdU�WvX�SJH]wJu(b�K#Q¨Wm���¼PVQ�õ;W7Q � \`OYO�XYP�K`XY\NXYPYK`aJaJOJ? Á O�\dILOeM+lYITj����MqK`f5WTX�pkM+WTfhK�Ii�5Z��TKdu�Q � Z(XYO7Q�M+KNf�WTXmp[M+WvfhKGIÂ��Z(�JK`u�Q�õNZ0X�?�K�?�PYSJWT\eF�aJaJF[wÂP{�JKNXYb2�
HTKN�sjsrdOeM+lYaJWTI�OYIJHTjLf5aJOY\NXYl�aTK�STKdHJK`\dKdIYF�K`X�SJH]wJu(OY^VQ�? ê aqFkM+O�rdWJ�JaTO�OYaqFhaJK�SJK`HJKd\`KdI]F�KNX�SqF��
HJFkMJM+KVM+lYaJOY^�����SJH]wTu(OY^�ZJI]F[\eF�µ�± Kd^T\�w�OYIJHTjLf5aJOY\`X�W�ZJPYSTWJ\eF�aTaJOY^�P XYHTK`jsrdOeM+lYaTWJI����tï�ZsW
odaqFg�JWTX�ZYM+KNf�WTX�P�aTjLXYHJW5SJOeM+OY\db;Z]O�pYHqF[odOYP]F�aJaTOY^7�`XYWTu(W7U�P�jsu0w7SJH]wTu(b�u(W�?Lò;O�©AWJHJWJaJF��NXYOY^
STOgMqOY\db°HqF�PYaqFh\Njvu(u(K�HqF�U+WTjY\`OYP5O�IJHTjLf�aTOY\`X�Kd^�Z�PYSJWJ\dF�aJaJb2��PhX�HJK`jsrdOeM+l�aJWJIJW�?

ó
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Ò ÓT®�¬�®+y ¬�ysz{yL|�}�y+~JÁ jY\NXYl_^sZ"^[õVZ`^ � �3HqFgU�WTjY\`bÂPYSTWJ\eF�aTaJb2�hOYITHTjLf�aJO�\`XYK`^7�JK`X�b�HJKN�sjsrdOeM+l[�aTWJI]F��	� ��ï W{X�HJK`jsrdOeM+l�aJWJILOYP���� �¨Z����tï�\dO�O�XYPYKNXY\NXYPYK`aJaJOa��b�Zab4õVZab � �´Wv��SJOeMqjsSJK`HJWv�
u(KNXYHJb;? ¯ OYrÊU=Fcb�ºHb4õNZ"bGºdb � Wba^�¢,e �:����f ¢+e �:��� �ge �:��f ¢hb4õi^[õU�7b � ^ � Ëdbkjl^kõU�m^ �2n2o
è�¬�yLÓJé+yh¬�yLzmyL|�}�y+~qÁ jY\NXYl�U�WqF[rdOYaqF�M+W7SJKdHJK`\dK`I]F�µ·X�\�w�P	X�OY�JILK�î5? Á HJOYPYK§U�Kdu{I]F�\dF[XYKVM+lYaTjsµQ�õ ILOtPYSTWJ\eF�aTaJOY^�P��	�A�tïÖOYIJHTjLf5aJOY\NXYW¨ý�Z]SJF�HqFkMJMqKNM+lYavjvµÇ�	�£W5O�XdU�KVMqwJµ�±Ajsµ£�:O�X��	�7?
¯ F�I]F[w4Z�OY�TKdPYWsU+aJOJZ]Kd\NXYlJ? ¯ OYrÊU=F;WTo�rdOYu(O[XYK`X�WJW�ZLSJK`HJKdPYOdU+wv± K`^5ý�P�OYITHTjLf�aJO�\`XYlTZ]PYSJWJ\dF�aJaTjsµ
Pt�	� �7ZsWJu(KdK`u�Zv�TX�OhILOY�qp_p�WJÅJWJK`aTXhr`OYu(O�XYKNXYWJWV^ � � ^�p�OgMql�© K[Zv�JK`u*O�XYaTO�© K`aJWJK;HqF�\`\`X�O�wTaJWJ^
O[X�ï U�O�îÈWmU�O���Z�X�O�Kd\NXYl�pYOeM+l�©AK�ï�î � �Aï�? ñ o�F�aqFkM+O�rdWJ�JaTb2�*\dO�OYpYHqF[f KdaJWJ^r^kõ � ^�º
�Aî � � ïG?qB2IvM�FgU�b�P]F[w4ZqSJOeMqjs�qF�Kdu_XYHJK`p�jYK`u(OYK�?

�s?A@ ê ?ts;Fg�qF[X[jsHLwTa+QAò�F�OY\`aJOYP]F[aJWJW���ï W�pYOYILOYP�OY^�\NXYOYHJO�aJK��	�´HJF�PYaJOYp�KVU�HJK`aJaJOY^�X�HqF�SJK`ÅJWJW
��� ��ï´P�odwvXYb6XYO��JIJW7u5ZwvÖ\dOYO�X�PYK`X�\`X�PYKdaJaTO�XeF�I�Z��TXYO���ïxu6vª�¼XeF�ITfhKtHqF�PYaTOYpYKVU+HJKdaJaJF[w
X�HqF�SJK`ÅJWTw4?J�AOYIYF[f�WvXYK�ZT�TXYO¨�cu+yzutï³¢»�cv,yzv���?
«�yL¬�­+®+yi¬�ysz{yL|�}�y+~Æñ o�jY\�M+OYP�WTwnogF�U=Fg�JWÀ\�M+K§U+jYKNX�Z �TX�O�¡Æï��EvØ¢�¡���ï��´¢�¡�ï���� ¢
¡�vEut�%@�HTWJ\�?<\T?��YQN?�B�M+K§U�OYP]FkXYKNMqlYaJOJZ=¡Æ� �>v£¢£¡Æ�@v>u�W

�6vuAï ¢ �6vv�� ¢ ü|{~}�¡��A�>v
ü|{~}�¡����Bv ¢ ü|{�}�¡��cvEu

ü|{�}�¡�vEut� ¢ �@u
�cv7�

�vXYO¨HqF�PYaJO�\dWvM+l�aJOhjsX�PYKdH]fhU�KdaTWJµ�oeF�U=Fg�JW

Ì
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Ñ WJ\�?]\T?��v?
�



Ò ÓT®�¬�®+yi¬�ysz{yL|�}�y+~�Á jY\NXYl�STHLwTu�F[w�u6v´STKdHJK`\dKdIYF�K`X�� � P�XYOY�JILKGì�? ¯ OYrÊU�Fm¡�v�ì�� ¢
¡�vEut�ª¢%¡Æ��ï���¢Ö¡Æ�A�	ï´¢%¡ÆìDv��¨Z�STOY�`X�OYu0j�HqF�P�aJOYpYK§U�HJKdaTaJb�KhXYHJKNjvr`OeM+lYaJWJITW*�>v�ì
WRv��@u!SJOdU�OYp�aJb;Z Wn�Ev � �cv!¢�v�ì � �@u ¢�vt� � �cu5? R�XY\`µ U=F�ïxu�y]�cu�¢��Ev�y]�cu ¢v��=ye�cv7Zq�TX�O5W�XYHJK`pYOYP]F�M+OY\dlT?

ív?A@ ê ? É F�\�M�F�P�\dIJWJ^qQ � ©AKd\`X�WTjsrdOeM+lYaTWJILK��	� ��ïxu6v!�	� ¢�� �7Z��tï ¢�ïxu5ZPu>vØ¢�v��¼W
¡��Ç¢£¡Æ�3¢¥¡�u5?v�AOYI]Fkf�WTX�K�ZJ�vXYO¨r�M�F�PYaJb�K	U�WqF[rdOYaqF�M+W�©AKd\NXYWTjsrdOeM+l�aJWJI]F�SJK`HJKd\`KdI]F[µ·XY\�w�P
OdU�aTOY^�X�OY�JILK�?
x�ysz{yL|�}�y+~�Á j�\`X�lGî���ÅJK`aTXYH�OYITHTjLf�aJO�\`XYW4Z4OYSJWT\eF�aJaTOY^�OYILOeM+O�XYHJKNjsrdOeM+lYaJWTI]F��	�Ev¨? ¯ O[�
rÊU�FÀî�M+K`f5WTXnaqF�\`KdHJK§U�WJaJaTb2�ÇSJKdHJSTKdasU�WTITj[MqwTHqFk�°IÔO�X�HJK`odI]F�u%�	�7Z��>u¨Z�u��AZðILO�X�OYHJb�K
\`OYPYSqFgU=F�µ·X5\�pYWJ\d\`KdITX�HJWJ\dF�u(W�jsr�M+OYP��5Z=ïGZ]vª© Kd\NXYWTjsr`OgMqlYaJWJI]Fv?�²;HJOYu(K;XYOYr`OJZ+WTot\dWJu(u(KNX[�
HTWJW�WJu(KdK`u£¡Æ�A��î×¢�¡Æ� ��î5Z4¡�ï��tî%¢�¡ÆïxuAî¨Z�¡�v��	î%¢�¡�v>utî5? ¯ F�I�I]F[I�SJOYSqF[HJaJb�K
\Njsu(u(bc�`X�Wv�njsr�M+OYP�STO�j�\�M+OYPYWTµ!HqF[PYaJb;Z(XYO{HqF�PYaTb³WÀOYaJWÀ\eF�u(W�Z0X�OmK`\`X�l��	î¨Z(��î5ZPutî
�³XYOgfhKtpYWJ\d\`KdITX�HJWJ\`b:jsr�M+OYP�©AKd\NXYWTjsrdOeM+l�aJWJI]F{@�HTWJ\�?<\T?¾í]Q�W�îª�cÅJKdaTX�H�PYSJWJ\dF�aJaJOY^�P�aJK`rdO
O�IJHTjLf�aTOY\`X�W�? É aqFg�JWvX�ZTSJOAX�KdOYHTKdu(K��2HJWJF�aT© O�aqF r�M�F�PYaTb�K�U�WqF�r`OYaqFkMqW�© Kd\NXYWTjsr`OgMqlYaJWJI]FhSJKV�
HTKd\dK`I]F�µ�XY\�wGP5OdU�aJO�^�X�OY�JILK�?

Ì
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Ñ WJ\�?]\T?¾íT?
ó ?A@CB�? ¯ Fk��F�KdP]Q�� F�a{XYHJKNjvr`OeM+lYaJWJIÀ�	�A�¨? ¯ OY�TI]FK9³M+KNf�WvX�aqFGO�IJHTjLf�aTOY\`X�W*�	� þ�Z�rÊU�K�þ �
O�HTXYOYÅTKdaTX�HÇX�HJK`jsrdOeM+l�aJWJI]FT? Á H]wJu(b�K��@9¨Z��69ëSJK`HJKd\`KdI]F�µ�XÀSJHJO�X�WJPYOYSJOeM+Ogf5aJb�K�\`X�OYHJOYaJb
X�HJK`jsr`OgMqlYaJWJI]F¨PhXYOY�JIYFk��� ¶ Z+� ¶ ?+ò�F�^sU+WTXYK�ø�D ¯ \`KdHJK§U�WJa�O[XYHJKNoeILOYP�� ¶ � ¶ ?
«�yL¬�­+®+yt¬�yLzmyL|�}�y+~LÁ jY\NXYl·����õNZ��A��õ=�¥PYb�\`O�XYb�P�X�HJK`jsrdOeM+l�aJWJILKð�	�A�¨? ¯ OYrÊU=F·¡Æ� ¶ ����õ�¢
¡�9��	þ�¢£¡�9t�Aþ!¢°¡���¶ � ��õV?TB�M+K§U�OYP]F[X�KNM+l�aJOJZTX�HJK`jsrdOeM+l�aJWJIJW��·¶ �·��õ�W���¶ � ��õ�STOeU+OYpYaJb
WÀO�X�aJO�© K`aJWJK���¶ ��õ � �t¶ ��õhaJK�ogF�PYWT\dWTX�O�XmX�OY�JIJWg9¨? É aJF��TWTX�Z ILOYrÊU�F{XYO��JI]Fm��¶�U+PYWTfhKNXY\�w
STO�STHLwTu(OY^m� �³\7SJOY\NXYOgwJaJaTOY^�\`IsO�HJOY\`X�lYµAZ�X�OY�JI]F��t¶�U�PYWvfhK`X�\�w�SJO�SJH]wTu(OY^m���³XgF�IvfhKh\
STOY\`X�O�wTaJaJOY^À\dILOYHTOY\`X�lYµ!Wn\`KdHJK§U�WJaqF{O�XYHJKNoeI]F�� ¶ � ¶ XYOgfhK�U�PYWvfhK`X�\�wÂSJO�SJH]wTu(OY^�? � o`wJP�P
IYF��TKd\`X�PYKK9!XYOY�TIJWÂSJK`HJKd\`Kd�JK`aJWTwÂOYIJHTjLf5aJOY\`X�WÂ\��	� W_� �7Z(O�XeM+WJ�TaJb�K�O�XmPYK`HT© WJaÀXYHJKV�
jsr`OgMqlYaJWJI]FvZJjvp�K`fhU=F�Kdu(\�w4Zq�TXYO¨�`XeF¨STHLwTu�F[w�\dOYP�SqF�U=F�KNX¨\���õÊ��õ;@�HJWJ\[?]\T? ó QN?
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Ò ÓT®�¬�®+y°¬�yLzmyL|�}�y+~ R;SvwTXYl*oeF�u(K`X�WJu�Zð�TX�O�XYHJKNjvr`OeM+lYaJWJITW¥����õö�·¶�W»�A��õÊ�t¶�SJOdU�O�pYaJb�\
ILOY��p_p�WTÅJWJKdavXYOYuÇSJOdU�OYpYWvw �·��õ� ��õ ¢

���
� � ? ¯ F�IJWJu»OYpYHJF[oeOYu�Z

��õö� ¶
��õö� ¶ ¢

�	�
�A� ZG�5oeaqFg�JWvX�Z�O�XYaJOk�

©AKdaJWTKtHqF[\d\`X�OgwJaJWJ^GO�X¨� ¶ WG� ¶ U�O7��õÊ��õ2HqF�PYaTO
��õö� ¶ ü|{�}Æ����õÊ��õ
��õö� ¶ ü|{~}��t��õÄ��õ ¢ ���

� �
ü|{�}Æ���	�
ü|{�}Æ���A� ¢�� �

X�O5K`\`X�l5\`KdHJK§U�WJaqF¨�·¶ �t¶qM+KNf�WvX5aJF¨��õö��õN?
ò�F�O�pYOYHJO�X�ZVUqMqw�I]F[fhU�OY^	X�OY�JIJWtaqF�SJH]wJu(OY^���õÿ��õ�u(Ogf5aJOÆSJOY\NXYHJOYWvXYl��YOYH�U+j�� ¶ � ¶ jsr�M�F·�t�	�7Z
ILO�X�OYHqF[w�U�KVM+WTX�\�w��NXYOY^�XYOY�JILOY^GSJOYSJOeM�F[u�? ¯ OYrÊU�F �·� ¶�A� ¶ ¢

���
� � ZqW�P�\dK�HqF�\`\`jLf7U+KdaJWTwGSJHJOe�YO[�UqwTX¨P7OYpYHqF[X�aTjsµ�\NXYOYHTOYaTjY?

�s?A@ ê ? É F�\�M�F�P�\dIJWJ^qQ Á OY\NXYHJOY^vXYK5X�HJK`jsr`OgMqlYaJWJI�Z Kd\�M+W{U�F�aJb�ÅJK`aTXYH�PYSJWJ\dF�aJaJOY^mP�aJK`rdOGOYIJHTjLf7�
aTOY\`X�W�Zq\dK`HJKVU�WTaqF�OdU�aJOY^�WTo�\NXYOYHJO�a�W�OY\daJO�P]F�aJWJK;O�STjL± KdaTaJOY^�aqFh�NX�j�\`X�OYHJOYavj�PYb�\dO�X�b;?
«�yL¬�­+®+y�¬�ysz{yL|�}�y+~�Á jY\NXYl��ðô��×\dKdHTKVU�WJaJF�\`X�OYHJOYaJb¥�	��XYHJKNjvr`OeM+lYaJWJIYF��	� �7Z+�·õVZ+� � �O�\daJOYPYF�aJWTwnSJHTOYPYKVU+KdaJaJb2�ÀIÀ�`X�OY^Â\NXYOYHTOYaJK�PYb�\dO[XYbcWÀpYWJ\`\dKdIvXYHJWJ\`b;Zð���eZ����h�ØXYO��JIJWÂK`K
IYF�\eF�aTWTw�\�PYSJWJ\dF�aJaJOY^�W�PYaJK`PYSJWJ\dF�aJaJOY^�OYIJHvjsf5aJOY\NXgwJu(W�? ¯ OYrÊU=F7�ðô§���2¢¥�ðô§���g? Á KdHTSJKdasU+Wv�
Ivj[MqwTHJbÖI��	��Z�SJHJO�PYKVU�K`aJaJb�K�WTo5XYOY�TKdIÀ�·õVZ����eZ ���eZ�SJK`HJKd\`KdI]F[µ·X�pYWJ\`\dK`ITXYHJWT\`j�jsr�M�F���P
P�KdHT©AWJaJK¨W{ÅTKdaTX�HqFk���+Z�� ¶ PYSJWJ\dF�aJaJOY^{W{PYaJKdP�SJWJ\eF[aJaJOY^{OYIJHTjLf5aJOY\NXYKd^4? ¯ F�I�I]F�I�XYO��JIJW��
W�� � wJP[MJwJµ·X�\�w�ÅJK`aTXYHJF�u(W�rdOYu(O�X�K`X�WJW��`X�Wv��OYITHTjLf�aJO�\`XYK`^�Z��_� � � � ��¢��_� ¶ � � � � ¶ ? É aqFg�JWvX�Z
�·õÿ��� � � � ���2¢¥�·õö��� � � � ���gZJX�?�K[?��ðô§� �� ¢¥�ðô§�·õ�y��ðô§� � ?
Á j�\`XYl7XYK`SJKdHTlhU=F[aJbÇX�OY�JIJWV�+Zq�ðôeZT�·õN? ¯ OYrÊU=F aqF�^LU�KdunXYOY�TIJW����ÆI]F[I�SJHJOYK`IJÅJWJµ=�5aqFh�ðô§�·õ
W�� � ZTSJOeM+l[odj�wT\dlhSJOeMqjs�JK`aJaJb�uÀPYbð© K;\`OYO�X�aJO�© K`aJWJK`u�? ¯ K`SJKdHJltXYOY�JIYFh�:aqF��]OdU�WTX�\�wGIYF�I�SJKV�HTKd\dK`�JKdaTWJK�� � �7W�SJK`HJSJKdaLU�WJITjkMqwJHqFhI��ðô��·õVZvSTHJOYPYK§U�KdaJaTOYrdOh�JK`HJK`o;�·õV?]� FkMqKdK�ZsXYOY�TI]F � ¶ SJKV�
HTKd\dK`�JKdaTWTw��_� W¨SJKdHTSJKdasU+WJITj[MJwJHqF I5�ðô§�·õVZ]SJHTOYPYKVU+KdaJaJO�rdOA�TKdHJKNo	�ðôgZ�M+KNf�WvXtaJF�OYSTWJ\eF�aTaJOY^
O�IJHTjLf�aTOY\`X�WGXYHTK`jsrdOeM+lYaTWJI]F�@'HJWJ\[?)\T?)�v?¿>�QN?]�;K`aTXYH��NXYOY^�OYIJHvjsf5aJOY\NXYW�wJP[MqwTK`X�\�w�SJK`HJKd\`Kd�JK`aJWv�
K`u¥� ¶ �ðô�W�\dK`HJKVU�WTaJaJOYr`O�SJK`HJSJKdaLU�WJITjkMqwJHqFGIm��� ¶ ��SJO��`XYO�u0jYZ�SJHJOYP�KVU+w��NX�j�OYIJHvjsf5aJOY\NXYl�W
aJF�^sU+w�X�OY�JIJWGKdK�SJKdHTKd\dK`�JKdaTWTw�\��ðô§�·õVZqu(b°SJOY\NXYHJOYWTuiWJ\dILOYu(b�^�XYHJKNjsrdOeM+lYaJWTI�?

�
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Ò ÓT®�¬�®+y6¬�yLz{yL|�}�y+~;Á jY\`X�l*��ZÆþ � OY\daJO�P]F�aJWTw»u(K§U�WqF�aTb W°P�b�\dO�X�b WTo{PYKdHv© WJaJb �
X�HJK`jsr`OgMqlYaJWJI]F*��� �¨Z���� ÅJKdavXYH»PYSJWJ\dF�aJaJO�^ÔOYIJHTjLf5aJOY\`X�W�Z��;¶�WÔ�;¶ ¶2� X�OY�JIJW»I]F[\eF�aJWvw
P�SJWJ\eF[aJaJOY^{WmP�aJKdPYSTWJ\eF�aTaJOY^{OYIJHTjLf5aJOY\`X�Kd^m\dO�\`XYO�HJOYaJOY^m�	��Z�ì �!XYOY�JIYF�aJF�PYSTWJ\eF�aTaJOY^
O�IJHTjLf�aTOY\`X�W�Z�U�WqF�u(KNXYHqF�M+lYaJOmSJHJO�X�WJPYOYSJOeM+Ogf5aqF[wÀ� ¶ ? ñ o�rdO�u(O�XYKNXYWJW�Z�SJK`HJKdPYOdU+wv± K`^ÂPYSJWs�
\dF�aJaTjsµ:OYIJHTjLf5aJOY\NXYl�P�O5PYaTKdPYSJWT\eF�aJavjvµtZ=STOgMJjv�JF�Kdu�Z��TXYO��¨Z�ì�Z+� ¶ ¶ M+K`fAF[X¨aqF5OdU�aTOY^�SJH]ws�
u(O�^�?�� FkMqKdK�Z��¥� ¶ ¢��¥� ¶ ¶ Z�SJOY�NXYOYu0jd�:� ��\dHJK§U�aTwTwmM+WJaJWTw�P�XYHJKNjsrdOeM+lYaJWTIsKGì�� ¶ � ¶ ¶ W� � ¡ð� ¶ ¶ �7?
¯ KdSJK`HJl*SJOY\�MqKVU�OYPYF[XYKVM+lYaJOÀPYOY\`\`XgF[aqF�P[M+WTP]F�Kdu%SJH]wJu0jsµ �	� ¢ �¥þd�ðP�SJWJ\eF[aJaTjsµ OYIJHTjLf7�
aTOY\`X�l�W�XYOY�JIvj�� ¶ ��X�OY�JIJWA� ¶ ¶ Wtì×IYF�It\`WJu(u(K`X�HJWJ�JaTb�K�� ¶ O�X�aJOY\dWvXYKNMqlYaJO_� W>�]�gPYK`HT© WJavjA�
IYF�IGSTKdHJK`\dKd�TKdaJWJK7SJK`HJSJK`asU�WJITjkMqwJHJF�I��	�%P5XYO��JILKhþØWGSJH]wJu(OY^�� ¶ ¶ ìR��X�OY�JIJW���W���Z=IYF�I
STKdHJK`\dKd�TKdaJWTw�I]F�\dF[XYKVM+lYaJb2��ILO¨PYSJWJ\dF�aJaJOY^�OYIJHvjsf5aJOY\NXYW�WTo�XYOY�TIJW��¼@'HJWJ\[?)\T?)�v?��YQN?

0v?A@ ¯ ?¾²�F�HqF�P]F[KdP]FTZ ê ? É F�\�M+F�PY\dITWJ^+Q2²	jsp \	HJK`pYHJOYu��`¢>���;HJF[oeHJKNogF�µ�X7aqF ITjspYWJITW�\	HJKdp�HJOYu»>	W
p�HTjY\`IJW�HqFkoeu(KdHJFx�S£7�¤£R�Y?+²�F�ILOYK�aqF�WTu(KdaJl�©AKdKtIsOeM+WT�JKd\NXYPYO�K§U�WJaJWT�JaJb2��ITjspYWJILOYP�u(OgfhKNX
STHJWG�NXYOYu_SJOeMqjs�JWTX�lY\�w]5¥ ÓJ­+ysÓG¦ �`¢¤�*�Y?
x�ysz{yL|�}�y+~+Ñ F[odHJK`f KdunITjspASvMqOY\dILOY\NXgwJu(W�ZJSJF�HqFkMJMqKNM+lYaTb�u(W�I]F�ILOY^v�$aJWJp�j�U�l r`HqF�aJW�ZsaqF�\�M+OYWj	�`¢>�g� n £Hj§�`¢6�g� n £D�Y? ¯ F�I�I]F�I�Mqµ�pYOY^�SJOeMqjsIJWJHJSJWT�¨�E£K�_£7�	SJKdHTKd\dK`I]F�KNX5IYF[f7U+b�^�\�M+OY^
STO��JK`X�aJOYu0j��JWJ\�Mqj�K§U�WJaJWT�JaJb2��Ivjvp�WJILOYPJZ�P�IYF[f7U+OYui\�M+OYKtU+OgMJfhKda�\`OeU+KdH]f FkXYlY\�w��YO�Xgw�pYb
OdU�WTa�ITjspYWJI�ZvX�?�K�?vOYp�±AKdK	�JWT\�M+OhITjspYWJILOYPhaJK�u(KdaJl�©AK�ZJ�TKduh�`¢>�h��? Á OYI]FkfhKdu*SJOAWJasU+jsIJÅJWTW�Z
�vXYO�HqF[odHJK`oeF�aJWJK�\V�`¢;����K§U�WJaJWT�JaJb�u:ITjspYWJILOYu3\`jL± K`\`X�P�jYKNX�? Á HJK§U�SJOeM+Ogf�WTu�Z �TX�O�ITjsp�\
HTKdpYHJO�u©�`¢Fª©��HqF[odHJK`oeF[XYl¨XYHJK`p�jYK`u(b�uÇO�pYHqF[odOYuÂu(Ogf5aJOJ? Ñ F�\d\`u(O�XYHJWTuÇO�pYOeM+OY�JITj�ZqILO�XYOYHJF[w
STOgMJjv�JF�K`X�\�w�Z+Kd\�M+W�WTo�ITjsp]Fh\;HJK`pYHJOYug�`¢S�©�;jkU=FkMqWTXYl¨PY\dK�PYavjsX�HJKdaTaJWJK�ITjspYWJIJW�? Ý \�M+W�jkU�Fk�
MqWTXYl�Wvo �`X�OY^�OYpYOeM+O��JIJW�U�PYF5ITjspYWJIYFTZ=\NXYOgwT±AWJKhP�STHJO�XYWTPYOYSJOeM+Ogf5aJb2��jsr�M�Fk�=Z�XYO�OY\NXgF�P[©Aj]�
µ·\�w��qF[\`XYlhu(Ogf5aJOAHJF[oepYWvXYl aqF60AIJP]F�U+HqF[XYO�P#�`¢H£D�`¢7£R��ZvI]Fkf7U�b�^5WTo	ILO�X�OYHJb2��\dOdU�KdH]f5WTX
OdU�WTa°WTo�O�\`XgF[P�© Wv�Y\�w¥jsr�M+OYP�b2�ÇITjspYWJILOYPJ?�B�M+K§U�OYP]FkXYKNMqlYaJOJZÆOYpYOeM+O��JITjiu(Ogf5aJOnHqF[odHJK`oeF[XYl
aJFGSJOeMqjsIJWJHTSJWJ�JW*W�U�P]FGK§U�WJaJWT�JaJb2��ITjspYWJI]FTZ�FGP�aTjLXYHJK`aJaJOY\NXYl�ITjsp]F�STO�SJHJK§U�SJOeM+OgfhK`aJWJµ
WTasU+jsIJÅJWJW��×aqFhSJOeMqjsIJWJHJSJWT�JW�WJ�`¢Fª©��ITjspYWJI�?

½
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>�?A@���?��hHTKdaJIJWTa+Q � O�\`XYHTO�jsrdOeM+lYaJO�u�XYHJKNjvr`OeM+lYaJWJILK�O�X�u(K`XYWsM+WÔO�XeM+WJ�TaJb�K�O�X�PYKdHT©AWJaÂX�OY�JIJW
STKdHJK`\dKd�TKdaJWTw_OYSJWT\eF�aJaTOY^nOYIJHTjLf5aJOY\`X�W_\�P�b�\dO�XeF�u(W�Z(SJHJO�PYKVU�K`aJaJb�u(WÀWTo�U�P�j]�*P�KdHT©AWJa�Z(W
p�WJ\d\`KdITX�HJWJ\dO�^�ZJSJHJO�PYKVU�K`aJaJOY^�WTo�X�HJK`X�lYKd^�PYK`HT© WTaJb;ZTSJO�\�M+K	�JK`rdO \dF�u�XYHTK`jsrdOeM+lYaTWJI�\`XYK`HYM+W�?
� OY\d\NXgF�aJO�PYWTXYK�Kdr`OJ?
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x�ysz{yL|�}�y+~�Á jY\`X�l�pYWJ\`\dKdIvXYHJWJ\dF�jsr�M�F��¼SJKdHJK`\dK`I]F�K`X�O�SJWJ\eF[aJaTjsµ³OYITHTjLf�aJO�\`XYlGXYHJKNjvr`OeM+l[�
aTWJI]F��	� �cP�XYOY�TIsK��ðôeZ�F�PYb�\dO�X�b;Z�STHJOYPYK§U�KdaJaTb�K�WTo5PYKdHv© WJa��tZ��¼�´P�XYOY�JIYFk�{��õNZ���õ§?
¯ F�I�I]F[I{¡Æ��õö�	�%¢�¡���õö� �×¢�¤Y¦ � ªÂ¡Æ�¨Z4X�OY�JI]F��%wJP[MqwTK`X�\�w�\dKdHTKVU�WJaTOY^�Uqjvr`Wm��õö��õNZ=aJK
\`OdU�KdH]fAF[± K`^��ðôe?�� FkM+K`K�ZLSJH]wJu�F[w5ît�ðô�wTP[MqwJKNXY\�w�\dKdHTKVU�WJaTaJb�unSJKdHJSTKdasU�WTITj[MqwTHJOYunI�����Z]W
odaqFg�JWTX�ZJSJF�HqFkMJMqKNM+lYaJFAPYb�\dO[XYK�ZTSJHJOYPYK§U�KdaTaJOY^�WTo��7? Á HTOYPYKVUqw��`X[j�PYb�\`O�X�j�ZJaqF�^LU�Kdu*P�X�OYHTjsµ
X�OY�JITj��·õ�KdKhSJK`HJKd\`Kd�JK`aJWTwm\ OYIJHvjsf5aJOY\NXYlYµ�W�oeF[XYK`u°aqF[^sU�Kdu»XYO��JIJW��AZ4��Z�I]F�I�\dKdHTKVU�WJaTb
Uqjvr���õÊ�·õ W���õÊ�·õ	@�HTWJ\�?¿>�¬T?¿>�QN?

�s?A@ � ? Á HTO�XgF�\`OYPLQ ¯ O��JIJW��·¶ Zk�t¶ Zk��¶g�¥OY\daJO�P]F�aJWTw�PYb�\`O�X	O�\`XYHTO�jsrdOeM+lYaJO�rdO�X�HJK`jsrdOeM+l�aJWJI]F���� �7?
R	IJHvjsf5aJOY\NXYl�\AÅJKdaTX�HJOYuÇ�cW�HqFgU�WTjY\`OYuÇ� � ¶ STKdHJK`\dKdIYF�K`X�SJH]wTu0jvµª� ¶ � ¶ P�X�OY�JI]F���ì W�¹
@¸XYOY�TIJWiì WÀ�¼M+K`fAF[X{SJO�OdU�avjn\`XYO�HJOYaTjÀO�X�� � ¶ QN? �AOYI]F[f5WTXYK[Z(�TXYO{XYOY�TI]FmSJK`HJKd\`Kd�JK`aJWTw
STHLwTu(b2�Ô��ì W»��¹�M+K`f5WTXnaqF�STHLwTu(OY^Ç� î5Z�rÊU�K�î�� ÅJKdavXYHÇOYIJHTjLf5aJOY\`X�W�ZðOYSTWJ\eF�aTaJOY^
O�IsOeM+O7��� �¨?
«�yL¬�­+®+y5¬�yLzmyL|�}�y+~J¯ F�I7I]F�I7OYHTX�OYÅJK`aTXYH¨XYHJKNjvr`OeM+lYaJWJIYFt�	�A�¥wJP[MqwTK`X�\�w5ÅTKdaTX�HJOYu�PYSTWJ\eF�as�
aTOY^iOYIJHvjsf5aJOY\NXYWiX�HJK`jsrdOeM+l�aJWJI]F*� ¶ � ¶ � ¶ Z�XYOY�JIYFTZ \`WJu(u(K`X�HJWJ�JaJF[wÇ� ¶ O�X�aJOY\`WTXYKVM+lYaJOn�	�5Z
MqK`f5WTX*aqF�STHLwTu(OY^Ô� ¶ � ¶ Z X�?ÊK�?ð\`OYPYSqF�U�F�K`X*\�ì�? ê aqFkM+OYr`WJ�JaJOn� ¶ W»¹�\dWJu(u(KNXYHJWJ�TaJb´O�Xk�
aTOY\dWTX�KNM+l�aJO�� �7?0R�X�\dµ U=F�\�MqKVU+j�K`X�Z(�TX�O�¡Æ��ì�� ¶ ¢¼¡��	� ¶ � ¶ ¢¼¡���� ¶ � ¶ ¢¼¡Æ�t¹ ¶ � ¶ Z�X�?�K[?
X�OY�JI]F�SJK`HJKd\`Kd�JK`aJWTw*��ì W���¹ÇM+KNf�WvX�aqF�\dK`HJKVU�WTaJaJOYu6SJK`HJSJK`asU�WJITjkMqwJHTK�I�O�X�HJK`odITjmì�¹�?
¯ F�I I]F[Ih� ì ¢Ç� � ¶ ¢°� ¹�Z[�`XYO[Xt\`KdHJK§U�WJaJaTb�^5SJK`HJSJK`asU�WJITjkMqwJH¨\dO�PYSqF�U=F[K`X�\ðpYWT\d\dK`ITXYHTWJ\dOY^
jsr�M�FAì�� ¹�ZsILO�X�OYHqF[w�Pt\`WvMqj5HqF�PYK`aJ\`X�P]F ¡ÆîA�t�¥¢°¡�� ¶ � �3¢¥¤�¦Y�Gª�¡��6SJHJOe�YOeU+WTXh�JK`HJK`o	î
@'HJWJ\[? >�¬v?E�v?¿>�QV?
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Ò ÓT®�¬�®+ym¬�yLzmyL|�}�y+~(Á j�\`XYlG�>®:�ÈPYb�\dO�XeF�PD¯��A�·¶E��¶ ?�²�F�I�WToePYK`\`X�aJOJZ�î%M+KNf�WvXGaJF��E®t?
ñ o�STOeU+OYpYWTw7�t� ¶ � ¶ W7� ���ÔWJu(KdK`u��E® � � ì´¢°�>® � � � ¶ ¢¥�t� ¶ � � �3¢°údû�üq�	� �7Z�SJO��`XYO�u0j
¡Æì��>®�¢×¡Æ¹��>®�¢×¡��	� �7? ¯ O�rÊU=F�¡�ì��A��¢×¡Æì��>®%ªÔ¡��	�>®�¢Ö¡Æ��� ��ªi¡���� � ¶ ¢
¡��	�A�t¶ ? ¯ OYrÊU=FAX�OY�JIJW�ì�W��t¶+\`WJu(u(K`X�HJWJ�JaJb°O�XYaTOY\dWTX�KNM+l�aJO5����ZJSJO��`XYO�u0j��	ì @'W�F�aqFkM+Ok�
r`WJ�JaJO���¹�QÆ�ÈI]F�\dF[XYKVM+lYaJb�KhI�aJF[© K`^{O�IJHTjLf�aTOY\`X�W{P�X�OY�JI]F���ì W�¹�?�R	aJW�SJK`HJKd\`KdI]F�µ�XY\�w
aJF7p�WJ\d\`KdITX�HJWJ\dKh¡�ì�� ¹�ZJX�?ÊK�?+aqF7�>®Ç¢Ç� î�@�HJWT\�?¿>�¬T?��v?E��QN?

ív?A@ ê ? É F�\�M�F�P�\dIJWJ^qQ	� F�aJb�U�P�K�OYIJHvjsf5aJOY\NXYW�Z�SJKdHTKd\dK`I]F�µ�± WJK`\�wnP�XYOY�TI]Fk�d9¼Wr°¨?��c��SJHJOk�
WvoePYOeM+lYaJF[w�XYOY�JIYF�OdU�aJO�^mWTo¨OYITHTjLf�aJO�\`XYK`^�Z�O�XeM+WJ�TaqF[wmO�X¨9×Wd°S���AZ��c�!P�XYOYHTb�K¨X�OY�JIJW
STKdHJK`\dKd�TKdaJWTw�SJH]wJu(b2���E9¨ZL�E°£\�U+HTjsrdOY^5OYIJHTjLf5aJOY\`X�lYµA?sò�F�^sU+WTXYK·rdKdO�u(K`XYHTWJ�JKd\`ILOYK	u(Kd\NXYO
ÅTKdaTX�HJOYP¨OYIJHTjLf5aJOY\`X�Kd^�Z+OYSTWJ\eF�aTaJb2��OYILOeM+O¨X�HJK`jsr`OgMqlYaJWJILOYP���� �7?
«�yL¬�­+®+y�¬�ysz{yL|�}�y+~�Á j�\`X�lh�·õ ��XYOY�TI]FTZ�U�WqF�u(KNXYHqF�M+lYaJO STHJO�XYWTPYOYSJOeM+Ogf5aqF[w��¨Zs� � ��XYO��v�IYFTZð\dWTu(u(K`XYHTWJ�JaqF[w¥�·õ�O�XYaJO�\dWTX�KNM+lYaTOÂÅJK`aTXYHqF_î P�XYO�HJOY^»OYIJHTjLf5aJOY\NXYW�? ¯ O�rÊU=FTZ2XeF�I°IYF�I
�·õi9=±¥�	�7ZTFtSJHJOYK`IJÅJWJK`^Gî3aqFA���3wTP[MqwTK`XY\�w�\dKdHTKVU�WJaJF7O[XYHJKNoeI]F#9��AZv� � �%±¥�	�7? ê aqFkM+Ok�
r`WJ�JaJOTZ�� � ��±��	��? É aqFg�JWvX�Z�ÅJKdavXYHJOYu¥OYSJWJ\dF�aJaJOY^�OYILOeM+O��	�A�³OYIJHTjLf5aJOY\NXYW{p�jkU�KNX�\`KdHJKV�
U+WJaqF�O�XYHJKNoeI]Ft�t� � ? Á HJW¨�`X�OYu*��� � SJF�HqFkMJMqKNM+K`a�O�XYHTK`oeIvj5u(KNf7UqjhÅJKdavXYHqF�u(W�OYIJHTjLf5aJOY\`X�Kd^W�P�U�PYOYKtKdrdO�UqMqWJaJaJK`K�?�B�M+K§U�OYP]FkXYKNMqlYaJOJZ�WJ\`ILOYu(b�u¥ø�D ¯ p�j�U�K`X�OYITHTjLf�aJO�\`XYlTZ�SJOeMqjs�JKdaTaqF[w
Wvo�XYOY^�Z aqF�IsO[XYOYHJO�^nM+KNf�WvX�XYOY�JIYF{�7Z0SJK`HJKdaTOY\dOYu�aqF�PYK`ITXYOYH4Z(OYSJHJK§U�KNMqwTKdu(b�^_ÅJKdaTX�HqF�u(W
U�F�aJaJb2��O�IJHTjLf�aTOY\`X�Kd^�Z+pYKNo�X�OY�JK`I�Z+\dOYO�X�PYK`X�\`X�P�jsµ·± Ws�79ªWK°¼@�HTWJ\�?¿>�¬T?¾í]QN?
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Ò ÓT®�¬�®+y�¬�ysz{yL|�}�y+~�Á j�\`X�l�îtõ	W�î � ��ÅTKdaTX�HJbÖWJ\��]OdU�aJb2��OYIJHvjsf5aJOY\NXYK`^�Z0F�î³��ÅJK`aTXYH
O�IJHTjLf�aTOY\`X�W{��� �7? ¯ O�rÊU=F�SJHJO�KdIJÅJWTWmîtõ�W�î � aJF��	�Ö�¼\dKdHTKVU�WJaTbªO�X�HJK`odIsO�P��E9%W79��AZ
STOY�`X�OYu0j�SJHJO�KdIJÅJWvw ª³ª�ª	´îtõÿî � HJF�PYaqF ªµ´��� � �v? ê aqFkMqOYrdWJ�TaJOJZ�Kdr`O�SJHJOYK`IJÅJWTw{aqF�����K`\`X�l ªµ´��� � �v?
É aJF��TWTX�ZLSJHJOYK`IJÅJWJW ª³ª�ª§´îtõÿî � W ª�´��î6aqF��`XYW�SJH]wJu(b�K�\`OYPYSqFgU=F�µ·X�ZvF;oeaqFg�JWTX�Z ªiª�ª	´îtõöî � ¢ ª(´��î¨? ¯ O�rÊU=F
UJMqw�I]F[fhU�OY^�X�OY�JIJWt�_X�OY�JI]FÆîÂSJOeMqjs�qF[K`XY\�wtSJK`HJKdaJO�\dOYuGaqFðPYKdIvXYOYH ª¶ª�ª	´îtõöî � ZgF2odaqFg�JWTX�Z�WJ\`IsO�u(OYKø�D ¯ �ÇOYIJHvjsf5aJOY\NXYlJZgSTOgMJjv�TKdaJaqFkwtSTKdHJK`aJOY\dO�u�SJK`HJPYOY^�OYIJHvjsf5aJOY\NXYW�aqF��`X�O�X�PYKdITX�OYH�ZgIJHTOYu(K
X�OY�JK`I�Zq\dOYO[XYPYKNXY\`X�P�jsµ·±AWv�79ªWK°7?

ó ?A@ ê ? É F�\�M�F�P�\dIJWJ^qQ?O;K`X�b�HJKN�sjsrdOeM+l�aJWJI{�	� ��ï!PYSTWJ\eF�a�P�OYIJHvjsf5aJOY\NXYl5\AÅJK`aTXYHJO�u»î5? ¯ OY�TIJW
� ¶ Z�ï ¶ \`WJu(u(K`X�HJWJ�JaJb:OYHTX�OYÅJK`aTXYHqF[u»X�HJK`jsr`OgMqlYaJWJILOYP���� ï!WG�	� ��O�X�aJOY\dWvXYKNMqlYaJO�î¨?v� Ok�
IYF[f�WvXYK�Z��vXYO�Kd\�M+W�STHLwTu(b�K��AïØWm� ï ¶ \dWTu(u(K`XYHTWJ�JaJbÖO�X�aJOY\dWvXYKNMqlYaJO�p�WJ\d\`KdITX�HJWJ\db�jsr�M�F
�5ZTXYO¨SJH]wJu(b�K��	��W��	� ¶ \dWJu(u(KNXYHJWT�JaJb3O�XYaTOY\dWTX�KNM+l�aJO�pYWT\d\dK`ITXYHTWJ\db6jsr�M�F7�A?
«�yL¬�­+®+y�¬�ysz{yL|�}�y+~�Á OYI]F[fhK`u�ZJ�TX�O�SJHJO�WToePYK§U�KdaTWTw�HJF�\d\NXYOgwJaJWT^�O�X5î�U�O5STHJO�XYWTPYOYSJOeM+Ogf7�
aTb2��\NXYOYHJO�a{�TK`XYb�HTKN�sjsrdOeM+lYaJWTI]FGHqF[PYaJb;?��AKd^T\`XYP�WTXYKVM+lYaJOJZ�K`\�M+WD&*Z�'Ö��SJHJOYK`IJÅJWJW{ï5¶�aqF
�A�ÈW*����Z0FJ& ¶ Z�' ¶ � OY\`aJOYP]F�aTWTw*PYb�\`O�X�XYHJKNjsrdOeM+lYaJWTI]F{��� �7Z OYSTjL±AKdaJaJb2�*aqF��`X�Wnf K
\NXYOYHTOYaJb;ZqXYO¨O�XYaTO�© K`aJWJK�HqF�\d\NXYOgwJaTWJ^�O�X5î3U�O¨�	ï¼WG�tï¼HqF[PYaJO

údûYü=¡��	� ï
ú`ûYü=¡���� ï ¢ údû�ü�¡���� ï5¶

údûYü�¡��	� ï ¶ ¢
�E&
�6' ¢ �_&�¶

�@' ¶ ¢ údûYü�¡Æ� ���údûYü�¡Æ�A�	� �
X�?ÊK�?+O�X�aJO�© K`aJWJµ�HJF�\d\NXYOgwJaJWT^�O�X�î:U�O����%W�� �¨? Á OYI]FkfhKdu�ZJ�vXYO�STO¨X�HJKduÔPYK`HT© WTaqF�ui�JKV�
X�b�HJKN�sjsrdOeM+l�aJWJI]FTZ+OYpkM�F�U=F�µ�± K`rdO7�`X�WJuÂ\`PYOY^J\NXYPYOYu�ZT�JK`X�PYKdHTXeF[w�OYSJHJK§U�KNMJwJK`X�\�w�OdU�aJO[oeaqFg�JaJOTZ
X�?ÊK�?+OYaJO7HqF[PYaJOY\`WvM+lYaJO7I]F[I�j�\�M+OYPYWJµ3ogFgU=Fg�JW�ZJXgF[IGW�KdK�ogF[IvM+µ��TKdaJWJµt?
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ñ XeF�I�Z�STjY\NXYln�	� ��ï � P�SJWJ\eF[aJaJb�^»�JK`X�b�HJKN�sjsrdOeM+l�aJWJI�ZÆP�ILO�X�OYHJOYuÖSJHJO�WToePYK§U�KdaTWTw»HqF�\V�
\NXYOgwJaTWJ^�O�X�ÅTKdaTX�HqF�OYSJWT\eF�aJaTOY^�OYIJHvjsf5aJOY\NXYWGU�O5SJHJO�X�WJPYOYSTOgMqO�f5aJb2��\`X�OYHJOYa�HJF�PYaJb;? Ñ F�\V�
\`u(O�XYHTWJuc�JKNXYb�HJKV�vjsr`OgMqlYaJWJI3�	��õÊ�tï�õVZ�rÊU�Km��õNZÆï�õ¨� X�OY�JIJW4ZðU+WqF�u(K`X�HqFkM+l�aJOÂSJHTO�XYWJP�O[�
STOgMqO�f5aJb�KG��Z�ï�?�R	�JKdP�WsU�aJOJZ��TX�OJZ�aqF�SJHJWTu(KdH�Z��	��õhHqF�P�aJOmj�U�PYOYK`aJaJOYu0jÀHqF�\`\`X�O�wTaJWJµ!O�X
ÅTKdaTX�HqF OYIJHTjLf5aJOY\NXYW5U�O ����ZLX�?�K�?vaqF[©AK	\dPYO�^J\`X�PYO HqF�P�aJOY\dWsM+lYaJOAX�OYu0jYZv�TXYOA�JK`X�b�HJKN�sjsrdOeM+l[�
aTWJI7�	��õö��ï�õ��:r�F�HJu(O�aJWJ�JK`\dIJWJ^4?Lò�O;P;r�F�HJu(OYaTWJ�JKd\`ILOYum�TK`XYb�HTKN�sjsrdOeM+lYaJWTIsK·XYHJW¨PYKdHv© WJaJb
OdU�aTO�oeaqFg�JaTO5OYSTHJKVU�KVMqwJµ�X��TK`XYP�KdHTX[jvµt?
Ò ÓT®�¬�®+y�¬�yLz{ys|�}�y�~ R	X�u(K`X�WJuiaqFhaqF[©AKd^�OYIJHTjLf5aJOY\NXYW�ý_X�OY�JIJWG� ¶ ¶ W�ï ¶ ¶ XgF[IJWJK�Zq�vXYO5� ï
W��Aï ¶ ¶ \`WJu(u(K`X�HJWJ�JaJbªO�XYaJO�\dWTX�KNM+lYaTO�pYWJ\`\dK`ITXYHJWT\dbªjsr�M�F���Z4F��	�³W���� ¶ ¶ \`WJu(u(K`X�HJWJ�JaTb
O[XYaJOY\`WTXYKVM+lYaJO�pYWJ\`\dK`ITXYHJWT\dbªjsr�M�F��A? ¯ OYrÊU�F�WJu(KdK`u+¸ �	ï ¶ ¶ ¢_¸ ï��Ö¢I¸ � ¶ ¶ ��Z�XYO�Kd\NXYl
� ¶ ¶ Wmï ¶ ¶ \dWTu(u(K`XYHTWJ�JaJb�O�X�aJOY\`WTXYKVM+lYaJOG\dKdHTKVU�WJaTaJOYrdO�SJKdHJSTKdasU�WTITj[MqwTHqF¨¹�ImO�X�HJK`odITj��	�5?
É F[u(K`XYWTu�Zq�TXYO7XYOY�TIJW���ZJï ¶ W�ï ¶ ¶ M+K`fAF[X¨aqFhOdU�aJOY^�SJH]wJu(OY^4?
� bðwJ\daTWJu�ZTI]F[I�\`XYHTO�wvXY\�w�X�OY�JIJW�� ¶ W�ï ¶ ? Á jY\NXYl7O�XYHTK`oeO�I�� ¶ � ¶ \dWJu(u(KNXYHJWJ�TKda�O[XYHJKNoeITj��	�
O[XYaJOY\`WTXYKVM+lYaJOmî5Z FKQ��ØSJH]wTu�F[w�Z0SJF�HqFkMJMqKNM+lYaJF[wn�	��W*SJHJOe�YOeUqwT±hFkw_�TKdHJKNo�X�OY�JITj*îÈ�
ÅTKdaTX�H�ý�? ¯ OYrÊU=FAP�X�OYHqF[w5XYOY�TI]FASJK`HJKd\`Kd�JK`aJWTw�PYb�\`O�XYb°�tþ � X�HJK`jsr`OgMqlYaJWJI]Fh��� �:\�ýnSJOeMqj]��JF�K`X�\�whWTo��Ô\`WJu(u(K`X�HJWJKd^7O�X�aJOY\`WTXYKVM+lYaJOcQ[ZkF�OYHTX�OYÅJKdavXYH7þ � WTo2�`XYO�^AXYOY�TIJWA�6\`WJu(u(K`X�HJWJKd^O[XYaJOY\`WTXYKVM+lYaJO5�	�A�+aqF[IsO�aJKdÅ�Z+ï ¶ STOgMJjv�JF�K`X�\�w�WTotþ � \`WJu(u(K`X�HJWJK`^�O�XYaJO�\dWTX�KNM+lYaTO�î5?J²�O�u �STO�oeWJÅTWTw��NXYWv�GXYHJKV��SJHTKdOYpYHJF[oeOYPYF�aJWJ^G�c\dWJu(u(KNXYHJWvw�O�XYaTOY\dWTX�KNM+l�aJO�\dKdHTKVU�WJaTbªì O�X�HJK`odI]F
��¶ �t¶�@'\du�?vHJWJ\�?¿>�¬T? ó ?��YQN? ñ XgF�I�ZvXYOY�JITWG�;¶qW�ï5¶JMqK`fAF[XhaqF OYITHTjLf�aJO�\`XYW�ý�¶ ZT\dWTu(u(K`XYHTWJ�JaJOY^�ý
O[XYaJOY\`WTXYKVM+lYaJO�ì�?
B jsu(u(WJHvjYKdu{SJOeMqjs�JK`aJaJb�KÆHJK`o`j[M+lgXeF[XYb;?Lò�F�u�avjsf5aJO�U+OYI]F[oeF[XYlJZk�TX�O	XYOY�JITWh�AZ[� ¶ Z�� ¶ ¶ M+KNf FkX
aJFGOdU�aJOY^�SJH]wJu(OY^�Z�XYO�Kd\`X�l����TX�O�SJH]wJu(b�K�� ï ¶ W��	� ¶ \dWTu(u(K`XYHTWJ�JaJb%O�XYaTOY\dWTX�KNM+l�aJOH¹+?
Á OYIYF[fhKduÂUqMJwm�NXYOYr`OJZ��TXYO�XYO��JI]F���¶�SJHJW{O�X�HqF[fhK`aJWJW�O[XYaJOY\`WTXYKVM+lYaJOJ¹GSJO�SqF�U=F�KNX�aJF�SJH]ws�
u0jsµ3� ï¨¶¸ZqF XYOY�TaJKdK	�×PYO7P�XYO�HTjsµ3X�OY�JILOY^�SJKdHTKd\dK`�JKdaTWTw�� ï¨¶+W�ý�¶�@'OYpYO�odaqFg�JWJuÀ�`X[j�XYOY�JIvj
�TKdHJKNo ï5¶ô QV? ù XYO¨�dIJPYWTP]FkM+K`aTXYaJO¨XYOYu0j�Zq�TXYO�ï¼W�ï5¶ô \dWJu(u(KNXYHJWT�JaJb3O�XYaTOY\dWTX�KNM+l�aJO���¶ �t¶ ?
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ñ XeF�I�ZJSTj�\`X�l�ïhôÆ�%XYO��JI]FTZq\`WJu(u(K`X�HJWJ�JaqFkw�ï5¶ô O�XYaJO�\dWTX�KNM+lYaTO��·¶ �t¶ ? ¯ OYrÊU=F

¸ ��ï ¶ ¶ ¢,��¡Æ��� ï ¶ ¶ ¢,��¡>j�� ¶ � ¶ � ï ¶ ï ¶ ¶ n ¢_¸ � ¶ ï ¶ �,¸ � ¶ ï ¶ô ¢E¸ � ¶ � ¶ �+¸ ïhô§� ¶ �
STOY\�M+KVU+aJKdK�HqF[PYKdaJ\NXYPYO�� P�\dWsMqj�\`WJu(u(K`X�HJWJ^�? ñ XeF�I�Z�¸ ��ï ¶ ¶ ¢_¸ ï7ô��¨Z��TXYO�W�O�oeaqFg�qF[K`X
ï%¢¥ïhôe?

�s?A@ ê ? É F�\�M�F�P�\dIJWJ^qQ�²�F[fhU�OYK�HJKdp�HJO�PYb�SvjvIsM+OYrdO�u(aTOYrdOYr`HqF�aJaTWJI]F5SJF�HqFkMJMqKNM+lYaTO�SJKdHTKdaJK`\�M+W�aqF
aTKdILO�XYO�HJb�^�PYKdIvXYOYH�XeF�I�Zs�TXYO HTKdpYHqFtOYpYHqF[odOYP]FkMqW�I]F�HTI]F�\�aJOYPYOYr`OAPYb�SvjvIsM+OYrdOhu(aTOYrdOYr`HqF�aJaTWv�
IYFT?+R	p�wToeF[XYKVM+lYaJOhM+W�OYa�HqF�PYK`aGWT\��]OdU�aJOYu0j:5
«�yL¬�­+®+y7¬�yLz{ys|�}�y�~ ò;K`X�? Ñ F�\d\`u(O�XYHTWJu�Z]aqF�SJHTWJu(KdH�Z�SJHqF�PYWsM+lYaJb�^hWJILOY\dF��ÊU�H�? Á wvXYl;Kdr`O;rdHqF��
aTKd^�ZsWJu(Kdµ�± WJK;O�p�±Ajsµ¥P�KdHT©AWJaTjYZvwJP[MqwTµ·X�\�w�pYOYILOYP�b�u(W�rdHqF[aTwJu(W�STHqF�PYWvMqlYaJOY^�SvwTXYWvjvr`OeM+l[�
aTOY^�SJWJHJF�u(WsU�b;?���K`aTXYHTb%�NXYWv��rdHqF[aJKd^*OYp�HqF[odjsµ�X�SJHqF�P�WvM+lYaJb�^*SvwTXYWvjvr`OeM+lYaJWJI4Z0\`X�OYHJOYaJb
ILO�X�OYHJOYr`O SqF�HJFkMJM+KVM+lYaJbÔ\NXYOYHJO�aqF�unOY\daTOYP]F�aJWvw�SJWTHqF�u(WsU�b;? Á OY�`X�OYu0j5HJKdpYHJFtWJILOY\dF��ÊU�HqF SqF��
HJFkMJM+KVM+lYaJb6HJK`pYHqF�unU�OdU�KdI]F[�ÊU�HqFTZ=OYpYHqF[odOYP]F�aTaJOYrdO¨ÅJK`aTXYHqF[u(W�KdrdO�rdHqF�aTKd^�?4B�M+KVU+OYP]F[X�KNM+lYaTOJZ
SJF�HqFkMJMqKNM+lYaTO5SJK`HJKdaTKd\�wGHJKdpYHJF¨WJILOY\dF��ÊU�HqFvZ�u(Ogf5aJO7SJOeMqjs�JWTX�l7U�OdU�K`I]F��ÊU�H�?
Ò ÓT®�¬�®+y�¬�yLzmyL|�}�y+~�Ñ F[\d\du(O[XYHJWJu6STHJWToeu0j���� ���·¶ �t¶E��¶�\7HqF[odaJOY\NXYOYHJO�aJaJWJu£X�HJK`jsrdOeM+l�aJWv�
ILOYu_�	� ��P5OY\daJO�P]F�aJWJW4? Á j�\`X�l���õð�³\dK`HJKVU�WTaqF�� � ¶ Z�F7X�OY�JIJW���õ�W��·õ�HqF�\`SJOeM+OgfhKdaTb6aqF
HTKdpYHqF������ ¶ WG��� ¶ XeF�I�Zq�TX�O5�·��õ�¢Ç� ¶ �·õ;@'HJWJ\[? >�¬v?��YQV?
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¯ OYrÊU=F�P�u(aJOYrdO�rdHqF�aTaJWJI]Fk�;�	� ����õÊ��õÊ�·õ4W�� ¶ � ¶ � ¶ ��õö��õÊ�·õ�HJK`pYHqF�jkU�O�P[M+K`X�PYOYH]wJµ�X�j�\�M+OYPYWJµt?¼ K`rdILO5STOeU+OYpYHqF[X�l5SJF�HqF�u(KNXYHJb£XeF�I�Zq�TX�OYpYb£PY\`K�HJKdpYHJF¨P¨I]F[fhU�OYunWTotaJWv��p�b2M+W�HqFko`M+WJ�TaJb2�
u(W4Z�FðU�P�jsrdHqF[aJaJb�^hjsrdOeM7SJHJWh���Ç�6aTKdSJH]wJu(b�u�? ¯ OYrÊU�F��`X�Whu(aJOYrdO�rdHqF�aTaJWJIJW aTKðu(OYr`jLX;p�bðXYl
HJF�PYaJb�u(W�ZLXgF[I�I]F�IhU�P�jsrdHJF�aJaJb�K�jsr�M+b»SJHTW�OdU�WJaqF�ILOYP�b2��HTKdpYHqF������ªW�� ¶ � ¶ U�OYSJOeM+aTWTXYKVM+l[�
aTb¥W�SJO�X�OYu0j�HqF[oNM+WJ�JaJb;?

0v?A@ � ? Á HTO�XgF�\`OYPLQ�� F�aJbÔU�PYK�ILOYaJÅJK`aTXYHTWJ�JKd\`IJWJK O�IJHTjLf�aTOY\`X�W�?�²�Fkf7U=Fkw�WTotOYIJHTjLf5aJOY\`X�Kd^J½eõ2W½ � IYF�\eF�KNXY\�wAPYaJK`©AaJWJu�OYp�HqF[oeO�u�OdU�aJOY^tOYIJHTjLf5aJOY\`X�W WAP�aTjLXYHJK`aJaJWJu��ÇU+HTjsrdOY^�Z�F�IYF[f7U�F[w�WToO�IJHTjLf�aTOY\`X�Kd^B¾eõ4W6¾ � IYF�\eF�KNXY\�wtPYaTjLXYHTKdaJaJWTu�OYpYHqF[odOYu�OYpYKdWs��OYIJHTjLf5aJOY\NXYKd^4?e�AOYIYF[f�WvXYK�Zg�vXYO¿�XYOY�TKdI�ZvPAILO�XYO�HJb2��OYITHTjLf�aJO�\`XYWx½eõNZ ½ � SJK`HJKd\`KdI]F�µ�X¤¾gõNZ4¾ � ZYM+K`fAF[X aJF;U�P�j]��OYIJHTjLf5aJOY\NXgwv�=ZO[XeM+WJ�JaJb2�¥O�Xg½dõNZ�½ � Z?¾eõVZ?¾ � ?A@�ò;KdILO�XYO�HJb�K�WTom�`X�Wv�¥OYIJHTjLf5aJOY\`X�Kd^£u(O�r`jLXÂP�b�HJOdU�WTXYl�\�w6PSTHLwTu(b�K�?�Q
«�yL¬�­+®+y�¬�yLzmyL|�}�y+~ R	pYO�odaqFg�JWJu_IsO�aJÅJKdavXYHJWJ�TKd\dITWJK OYIJHvjsf5aJOY\NXYW��JKdHTK`o�ýiW�ý ¶ ZTWv��ÅJK`aTXYH
�Öî5ZvX�OY�JIJW�I]F[\eF�aJWvw�ý_\�½dõNZ�½ � Za¾eõVZ�¾ � �%�JKdHJKNot��õVZJ� � ZJ�·õVZq� � ZvXYO��JIJW�I]F�\eF[aJWTw�ý ¶ \;aJWJu(Wf K��c�JKdHJKNoh� ¶õ Z�� ¶� Z�� ¶õ Z=� ¶� ? � \`Ktjsr�M+b3W�U+jsrdW�SJHJKVU+SJOeM�F�r�F[KduÔOYHJWTKdaTX�WJHJOYP]F[aJaJb�u(W�Z4jsr�M+bÀ¤Á�Â ��¿�¦ � ZvU+jsrdW À¤Á�Â ! $Y¦ � ?
Ñ F�\d\`u(O�XYHTWJu£SqF�Hvj7½ÄÃ$ZT¾�Å[? Ñ F�\d\`u(O�XYHJWTu¥XYOY�TITj{� ¶ ¶Ã Z=U�WqF�u(KNXYHqFkMqlYaJO�SJHJO�X�WJPYOYSJOeM+Ogf5aTjsµ%��Ã
aJF7ý�? ¯ OYrÊU=F5��Ã¸��ÅE±�� ¶ ¶Ã ��ÅÆ¡	� ¶Ã � ¶Å @'SJOY\�M+K§U�aJK`KA�¼X�?�I�?4��Åd� ¶Å W���Ã � ¶Ã SJHTOg�YOdU+wTX��JK`HJK`ohî QN?
Á j�\`XYl�SJH]wTu(b�K·��¶Ã �;¶Å W7��Ã¸��Å2SJK`HJKd\`KdI]F�µ�XY\�w5P	XYOY�TIsKC&SÃÇÅ[? ¯ O�rÊU=F�¡���¶Ã &SÃÇÅe�?Ã�¢°¡��;¶Å &SÃÇÅe��Å�¢
¤�¦Y�dZ X�?ÊK�?��`XYO{OdU�aqF�WTo�XYOY�TKdIÂSTKdHJK`\dKd�TKdaJWTw©½[Ã�W�¾2Åk?��AHTjsr`jsµ�XYOY�JIvj_Ws�nSJKdHTKd\dK`�JKdaTWTwiu(b
O�pYO�oeaJF��TWJu��TKdHJKNo¨'�ÃÇÅk? É F�u(K`X�WJu�Z(�TXYO�U+jsrdW_��Ã ��Å�Z(��Ã~&SÃÇÅ�Wh&SÃÇÅ`��Å�OYIJHvjsf5aJOY\NXYK`^Àý�Z�½ÄÃ�W¾[Ã(WJu(K`µ·X�OdU�WJaqF[IsO�P�jsµ%r`HqF�U+j�\daTjsµ%u(KdHTj�Z�WJpYO�O�aJW�rdOYu(O�X�K`X�WJ�JaJb;? Á OY�`X�OYu0j{¡Æ��ÃÈ'�ÃÇÅ�&SÃÇÅh¢
¡�&SÃÇÅ�']ÃÇÅd��Å�¢ õ� ¸ ��Ã'��Å¨@�HTWJ\�?�>�¬v?)0T?¿>�QV?
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�vXYO¨W�X�HJKdpYO�P]FkM+OY\`lJ?
Ù�ÚJÛ yLÜ Ú |�}�y+~2Á HJWJP�KVU�K`u°U�HTjsrdOY^Ô@�u(OgfhK`X�pYbðXYlTZ�pYOeM+K`K�K`\`XYK`\`X�PYKdaJaTb�^+Q \dSJOY\`OYp�P�bðwJ\daTWTXYl
X[j�fhK�WJaap�OYHJu�F�ÅTWJµ3SJHJO5X�OY�JIJW;&SÃÇÅtWK'�ÃÇÅ[? É U�K`\dl5P5OdU�aJO�uÂu(Kd\NXYK aJF�u(KdHJK`aJaJO5SJHJOYSTjL±AKdaqF
U+K`XgF�M+lJZqILO�XYO�HqF[w�PYSJOY\�MqKVU�\NXYPYWJW�PYOY\d\NXgF�aJF�P[M+WJPYF�K`X�\�w�?
Á j�\`XYlS&ëWK'ª�%XYO��JIJW�SJKdHJK`\dK`�JKdaJWvwD½ÄÃ�WK¾�Å�? ¯ OYrÊU=FhOYp�O�oeaqFg�JWTuÂ�JK`HJK`o6'>Í�W;'>Î�SJHJOYK`IJÅJWJW
X�OY�JIJWh'´aJF�ý:Wvo�XYOY�JK`IÀ��ÃÆWn��Å�Z�\dOYO�X�PYK`X�\`X�PYKdaJaTOJ? ù XYWnXYOY�JITWnwTP[MqwTµ·XY\�wnO�pYHqF[oeF�u(Wm'
STHJW�rdOYu(O[XYK`X�WTwv�=Z+SJK`HJKdPYOdU+wv± Wv��\dOYO�X�PYK`X�\`X�PYKdaJaTOx½ÄÃ�WV¾2Å�PAý�?qR	pYO�odaqFg�JWJunHqF�U�WvjY\db»ý_W�ý ¶
�TKdHJKNoBÏ3WK^s? Ñ F�U�WTj�\dbÐ½iÑ�WK¾2Å;HqF[PYaJbÓÒ�Ô(Õ� WhÒ Ö:Õ� ZJSJOY�NXYOYu0j�WJu(K`Kdu

'6'>Î'A��Å ¢ '6Î$��Å'A��Å ª©��¢ Ïj	Ïg�h^ n � � ª©�·¢�× Ïj	Ï*ªr^ n � � ªØ��Ù Ô õ ¢�× ��ÅY'>Í'A��Å ª©��Ù Ô õ ¢ 't�@Å'6' Í �
X�O�K`\`XYlTZ=PYHTOeU+KtpYb;Z�'EÍÿ��Å¤¡?'EÎÄ��Ñ�? ¯ OYrÊU=F5¡��?ÃÚ'A��Å�¢_¸ ��Ã ��Å�?+aJO7XgF�IYF[wGX�OY�JI]F7aqF¨OYIJHTjLf7�
aTOY\`X�WV½[Ã(@�O�XeMqWJ�JaqF[w�O[Xh��Ã¸Q�OdU�aqFTZs�TX�Oh\`XYHJF�aJaJOJZvWJpYO HJF�\d\NjsfhU�K`aJWTw�SJHTOg�YOdU+wTX7W¨UJMqw�X�OY�JIJW& @'HJWJ\�?¿>�¬T?<0T?¾í]QN?
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Ñ WJ\[? >Y¬T?)0v?�í
ò�F;\eF[u(OYu�U+KNM+K[Zsu(bÀSJOeM+l�odOYP]FkMqWJ\dl�XYK`u�Zs�vXYO�XYOY�JIYF>'�å+ä â=äVã¥æ�ÝÖå�ÞAÞ�ß4ß 3�à�à7��Ã'��Å�@�WTaqFg�JK
P�\dKÆHqF�\`\du�F[X�HJWJP]F�K`u(b�K�X�OY�JIJW7M+K`fAF[X�aqF;�NXYOY^5SJH]wJu(OY^�Z]W7WTo�HqF[PYKdaJ\NXYP]F�O�XYaTO�© K`aJWJ^�aTKNM+l�o`w
P�b�PYKd\NXYW�SqF[HqFkMJM+KVM+lYaJO�\`XYl]QN? É aqFg�JWTX�ZLOdU�aqFtWvo·X�OY�JKdI�SJKdHJK`\dK`�JKdaJWvw�M+K`f5WTXtaqF��`XYO�^�SJH]wJu(OY^4?
��Mqw¨OYITHTjLf�aJO�\`XYK`^x½ÄÃ=WA¾�Å�Z]OYp�O�oeaqFg�JWTu��JK`HJK`o�&¤Ã�Å�Ws�hXYOY�TITj¨SJKdHJK`\dK`�JKdaJWvw�ZTaTK�MqK`fAF[±AjsµÇaqF
STHLwTu(OY^���Ã ��Å�ZvFt�JK`HJK`o�']ÃÇÅ���M+KNf Fk±AjsµA?Y� FkM+KdK·HJK`©AKdaJWTK;u(O�f K`XhpYbðX�l SJHJOdU�OeMqf KdaJOhI]F[I�W
P�bð© K�?
Ò ÓT®�¬�®+y_¬�yLzmyL|�}�y+~ B�p�OYHTu0j[M+WJHvjYKduª\daqFg�qFkM+F�aTKd\dILOeM+lYILO{PY\dSTOYu(OYr�FkXYKNMqlYaJb2�*jLXYP�KdH]f7U+KN�
aTWJ^�?
è ys®+¬�y Û;Ú «GÓJ®4á y Û y�â�~ O;KNXYb�HJKV�vjsr`OgMqlYaJWJI���� ��ïÖP�SJWJ\eF[a¨P;O�IJHTjLf�aTOY\`X�l�X�OYrÊU=F�WhXYOeM+lYILO
X�OYrÊU=FTZqILOYrÊU�F5PYb�SJOeM+aTKdaJO¨HqF�PYK`aJ\`X�PYO����=y��tïã�À��ïIyg� �3¢°���,y�� ï�?
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è ys®+¬�y Û;ÚKä y�åL} ~qÁ j�\`XYl;U=F�aJb_�JK`X�b�HJK�O�IJHTjLf�aTOY\`X�W�?vR;ITHTjLf�aJO�\`XYlTZsIYF�\eF�µ�±hF[wT\�w¨Wv�¨PY\dKV�=Z
\NjL± Kd\NXYP�j�K`X�X�OYrÊU=F7W�X�OgMqlYILO¨X�OYrÊU=FTZ+ILOYrÊU=F7O�XYHTK`oeITW�OYp�±AWv��I]F�\dF[XYKVM+lYaJb2��I�OYITHTjLf�aJO�\`XgwJu
j�U�OYP[MqK`XYP�OYH]wJµ·X{HqF[PYKdaJ\NXYP�j�Z(F�aqF�M+OYrdWT�JaJOYu0j{XYK`OYHJKdu(K Á XYOeM+K`u(K`w4? Á HJW��`X�OYu£UqMqw*I]Fkf7U�O�^
SJF�HJbcOYITHTjLf�aJO�\`XYK`^ÂaqFgU�Omp�HqF[XYlmO�XYHTK`oeO�IiOYp�±AKd^ÀPYaJK`©AaJKd^ÂI]F�\eFkXYKNMqlYaJOY^�Z�Kd\�MqWÂWJ\`IsO�u�F[w
O�IJHTjLf�aTOY\`X�l I]F�\dF�K`X�\�w�Wv�5OeU+WJaqF�ILOYPYb�u°@'PYaJK`©AaJWJunWvM+W�P�aTjLXYHJK`aJaJWJu�Q2OYp�HqF[oeO�u�ZvW�O[XYHJKNoeOYI
O�p�± K`^GPYavjsX�HJKdaTaJKd^�IYF�\eF[X�KNM+l�aJOY^�P¨STHJO�XYWTPYaJOYui\�MJjv�JF�K�?
¯ KdOYHTKdu�F7²;K`oeW�wJPkMqwJKNXY\�wGOYpYOYp�±AKdaJWTKdu_X�KdOYHTKdu(b Á XYOeM+K`u(K`wGW�MqKdrdILO5WTo�aJKdK�PYb�PYOdU�WvXY\�w�?æ á�y"çéèYÓJ­+}�y+~ðÁ jY\NXYl�aqF�\`X�OYHJOYaJFk�À�	� W_� �´XYHTK`jsrdOeM+lYaTWJI]Fm��� � P�o`wTXYb×XYOY�JITW�&*Zé'¨Z
XeF�IJWJK��TX�O¤&7'�¡ð����? ¯ OYrÊU�F¨\Njs±AKd\NXYP�j�K`X�OYIJHvjsf5aJOY\NXYlJZ+SJHTOg�YOdU+wT± F[w��TKdHJKNo6&*Z]'�W�I]F�\eF��
µ�±hF[wT\�w�OdU�WJaqF[IsO�PYb�u°O�pYHqF[odOYuÔPYaJK`PYSJWJ\dF�aJaJb2��O�IJHTjLf�aTOY\`X�Kd^�XYHJKNjsrdOeM+lYaJWTI]FTZ�PYSJWT\eF�aJaTb2�
Phjsr�M+b£�3W���?ê{®]ë Ú å Ú ÓJy�á é�èYÓJ­+®�~ Á HTWJu(KdaJWTuªXYK`OYHJKdu0jÀ²;KNoeWÀI*U�P[jvu�PYaJK`PYSJWJ\dF�aJaJb�u�O�IJHTjLf�aTOY\`XgwTuªW
U+P�jsuÂPYb�HJOgfhU�KdaTaJb�uÂOYITHTjLf�aJO�\`XgwJu�&ëWK'5?ìGy Û;Û;Ú ~�Á jY\`X�l5U=F�aJb°U+PYKAOYITHTjLf�aJO�\`XYW4Z�M+KNf F[±AWJKAOdU�aJF�PYaJK;U�HTjsrdOY^4? Á HJOYWTodPYOeM+lYaqFkw�OYIs�
Hvjsf5aJOY\NXYlJZ�I]F�\dF�µ·± F[wJ\�w�Wv�mOdU�WJaqF�ILOYP�b�u:O�pYHqF[odOYu�Z�SJKdHJK`\dK`I]F�K`X�OdU�avj�WTo�Wv�mOYp�±AWv��P�aTj]�
X�HJKdaTaJWv�ÀI]F�\dF[XYKVM+lYaJb2�_P�XYO��JI]Fk�n��Wn� ¶ Z(FGU�HTjsr`jsµÈ�ëP�XYO��JI]Fk�À� WÀ� ¶ ? ¯ OYrÊU=F�\dHTKVU�W
STHLwTu(b2���	��ZT�	� ¶ Zq� ¶ ��Zq� ¶ � ¶ aqF[^sU+jLXY\�w�U�PYK�ZqSJF�HqFkMJMqKNM+lYaTb�KtOYp[± WJu_PYaJK`©AaJWJu_I]F�\eFkXYKNMql[�
aTb�uÂI�U=F�aJaTb�uiOYIJHTjLf5aJOY\NXgwJu�?
�AK`^J\`X�PYWTXYKVM+lYaJOTZ�oeF"p�WJIL\dWJHTj�Kdu6XYO��JITj{�ÖaqFGOdU�aJO�^mWTo5PYaTjLX�HJKdaJaTWv��IYF�\eF[X�KNM+l�aJb2�=?�O;KdHTK`o
aTKdKAu(Ogf5aJO�STHJOYPYK`\`XYWGU+PYKAOYITHTjLf�aJO�\`XYW4Z4I]F�\dF�µ·±AWJKd\�w�U=F�aJaJb2�GOdU�WJaJF�ILOYPYb�u»OYpYHqFkoeOYu�? Á O
\�MqKVU�\NXYPYWJµ¼Wvo�XYK`OYHJK`u(b×²;KNoeW�Z�I]F[fhU=F[w{WTo��NXYWv��OYIJHvjsf5aJOY\NXYK`^ÀSTHJOe�]OdU�WTX��TKdHJKNo�OeU+aTj{WTo
X�OY�JK`ImSJK`HJKd\`Kd�JK`aJWTw�P�XYOYHTOY^mP�aTjLXYHJK`aJaJKd^�I]F�\eFkXYKNMqlYaJOY^m\¨STHLwTu(b�u(W�Z�SJHJOe�YOeUqwT± WTu(W��JKdHTK`o
��W{SqF�HJFkMJM+KVM+lYaJb�u(WmPYaJK`©AaJWJu£IYF�\eF[X�KNM+l�aJb�u�@'\du�?�HJWJ\[?�>�¬T?<0T? ó QN? É aJF��TWTX�Z�OeU+aqF�Wvo¨XeF�IJWv�
X�OY�JK`I5\`OYPYSqF�U�F�K`X�ZYaJF�SJHJWJu(K`H�Z]\�XYOY�TIsO�^���Z[X�?�K�?]STHLwTu�F[w7�	�6SqF[HqFkMJM+KVM+lYaqF;OdU�aJO�^¨Wvo·O�p�± Wv�
P�aJK`©AaJWv��I]F[\eF[X�KNM+lYaTb2�4? ¯ OYrÊU=FTZJSTOY\dILOeM+lYITj��TK`XYb�HTKN�sjsrdOeM+lYaJWTI��	� � ¶ � ¶ �×PYSJWJ\dF�aJaJb�^4ZJXYO
STHLwTu�F[w�� ¶ � ¶ SqF�HqFkMTM+KNM+l�aqF¨P[XYOYHJO�^GPYaTK`© aTKd^�IYF�\eF[X�KNM+l�aJOY^�?
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� KdHJaJK`u(\�wÔXYK`SJKdHJlÀIÔHJKN© KdaTWJµ�WJ\��]OdU�aTOY^ÇoeF�U=Fg�JW�?�R;�TKdPYWsU+aJOJZ2�vXYOnOYIJHTjLf5aJOY\NXYWí¾gõ¨W*¾ �STKdHJK`\dKdIYF�µ·X�\�w�? ñ aJP�KdHJ\`WTw{\5ÅJK`aTXYHTOYu£P�OeU+aJOY^�Wvo¨X�OY�JK`I�Wv�{SJK`HJKd\`Kd�JK`aJWTw�STKdHJK`PYOdU�WTX��NXYW
O�IJHTjLf�aTOY\`X�WhP	SJH]wJu(b�KÆÃ�õNZ[Ã � Z[F�WJ\��YOeU+aJb�K·ILOYaTÅJKdaTX�HJWJ�JK`\dIJWTK·OYITHTjLf�aJO�\`XYWhPÆU�PYKðOYITHTjLf�aJOk�\NXYW�Z+UqMqw�ILO�X�OYHJb2��Ã'õNZ�Ã � wTP[MqwJµ�XY\�w�OYp[± WJu(W�PYavjsX�HJKdaTaJWJu(W{I]F�\eFkXYKNMqlYaJb�u(W�?�R	IJHvjsf5aJOY\NXYW
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½dõNZé½ � STKdHJK`^sU+jLX*P�U�PYK�OYIJHTjLf5aJOY\`X�W�Z�I]F�\eF[µ·± WTKd\�w_�`XYWs�ÂO�IJHTjLf�aTOY\`X�Kd^iOdU�WJaJF�ILOYPYb�u�OYpk�HJF[oeOYu�? Á jY\NXYl*OdU�aqF�WTo�aJWv�ÂSJKdHTKd\dK`I]F�KNXÀÃ�õ¨P�XYO��JI]Fk�_��õNZ��·¶ õ Z F�Ã � � PmX�OY�JI]Fk�Â� � Z��·¶ � ?ê aqFkM+O�rdWJ�JaTO5P�X�OYHqF[w�OYITHTjLf�aJO�\`XYl¨SJK`HJKd\`KdI]F�KNX��NXYW�STHLwTu(b�KtPhX�OY�JI]Fk�G��õVZ+�t¶õ Zq� � Z+��¶� ? ¯ O[�rÊU�F¨SJO M+K`u(u(KtSTOgMJjv�JF�Kdu�Z+�TX�OJZqaqF�SJHTWJu(KdH�Z+��õö� � ¡���õö� � W�ZJodaqFg�JWTX�Z+XYOY�TIJWG��õNZJ� � Z+� ¶õ Z+� ¶�MqK`fAF[X;aqF	OdU�aJO�^hOYIJHTjLf5aJOY\`X�W�? ê aJFkM+OYr`WJ�JaJO·U�O�I]F[oeb�PYF�K`X�\�w�Z]�TX�O�O�\`XgF�M+lYaJb�K��JKNXYb�HJK�X�OY�JIJW
MqK`fAF[X�aqF;OdU�aJOY^¨OYIJHTjLf5aJOY\NXYW�?vB�U�KVM�F�P�XYKdSTKdHJltOYpYHqF[X�aTjsµ°WTaJPYKdHT\dWJµtZsSTOgMJjv�TWJumjLXYP�KdH]f7U+KN�
aTWJK;ogF�U=Fg�JW4?
è�¬�yLÓJé+y�¬�yLz{yL|�}�y+~ � jkU�K`u�WJ\dSTOgMql�oeOYPYF[XYl�U�P]FÆPY\dSJO�u(OYr�F[X�KNM+l�aJb2�>ptF[ITXgFT? Á KdHTPYb�^A\`OY\`X�OYWTX
P�X�OYu�Z��TXYOGrdKdO�u(K`XYHTWJ�JKd\`ILOYK�u(Kd\NXYO�XYOY�JK`I�Z�O�XYaJO[© KdaTWJK�\NXYKdSTKdaJK`^*IsO[XYOYHJb2�mO�X�aJOY\`WTXYKVM+lYaJO
U+P�j]��U=F�aJaJb2��O�IJHTjLf�aTOY\`X�Kd^�HqF[PYaJO7ogF�U=F[aJaJOYu0j��JWT\�MqjYZqwJPkMqwJKNXY\�w�O�IJHTjLf�aTOY\`X�lYµ�WsM+W�SJH]ws�
u(O�^�? ù XYOGu(Ogf�aJO5U+OYI]F[oeF[XYlJZ�aJF�SJHJWJu(K`H�Z�u(K`X�OdU�OYu£ILOYOYH�U�WTaqF[X�?�ò�F�SJOYu(aJWTu�Z��TXYO�\`X�KdSJK`aJlYµ
X�OY�JIJWF� O�X�aJOY\dWvXYKNMqlYaJOhOYIJHvjsf5aJOY\NXYW�aJF[oeb�P]F[K`XY\�w��JWJ\�M+Om¹ � ª;^ � � rÊU�K�^�î7HqF�U+WTjY\·OYIJHTjLf7�
aTOY\`X�WiW©¹HînHJF�\d\NXYOgwJaJWTK�O�X�K`K�ÅJK`aTXYHJF{U�OmX�OY�JIJWí��? � X�OYHJOY^iP�\dSJOYu(O�r�F[X�KNM+lYaTb�^©ptF[ITX
\�p�OYHJu0j[MqWJHTjYK`uÔP7PYWsU�K	M+K`u(u(b;?ìGy Û;Û;Ú�ï ~ �APYK�OYIJHTjLf5aJOY\`X�W_\�ÅJK`aTXYHJF�u(WÂîtõ§Z(î � WÀHJF�U�WTj�\eF�u(W�^[õVZ�^ � SJK`HJKd\`KdI]F[µ·XY\�wÂPX�OY�JI]F����3W���? Á j�\`X�lF9:�×�JK`X�PYKdHvXgF[wGPYKdHv© WJaqF¨SqF�HqF�MJM+KNMqOYrdHqF[u(u�F5î � ��îtõ³97? ¯ OYrÊU�FAUJMqwMqµ�pYOY^�OYIJHTjLf5aJOY\`X�W�\;ÅJKdaTX�HJOYu�9¨ZsSJK`HJKd\`KdI]F�µ�± K`^GOYp�K	OYIJHTjLf5aJOY\NXYWm@�SJK`HJP�jsµ¥�ÖP X�OY�JI]Fk��*õVZ4ð7õNZLP�XYO�HTjsµÇ�ªPtXYO��JI]Fk�x� � Z4ð � ZsHTWJ\�?¿>�¬T?<0T?)�YQ�STHLwTu(b�K��nõ|� � Wxðhõ¶ð � SJHJOe�]OdU+wvXh�JKdHTK`oX�OY�JITj��6W%�añG��aò�ó ¢ô�aòC��añ]ó ¢ Õ �Õ ó ?ê{®]ë Ú å Ú ÓJy�á é�èYÓJ­+®�~+¯ HJK`jsrdOeM+l�aJWJIJWK9tîtõi�nõ W;� � î � 9:HqF�PYaJb»SJOhX�HJKduÀ\`X�OYHJOYaqF[u�ZJO�XYIvjkU=F
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aTOYpYKVU+HJKdaJaJF[wnXYHqF�STKdÅJWTw4? B2IvM�F�U�b�PYF[wÀ�`XYW_HqF�PYK`aJ\`X�P]FTZ�SJOeMqjs�qF�K`u�¡?�nõÊîtõö� ¢ ¡?� � î � �5ZSTOY�`X�OYu0jA¸ �#�nõ(¢E¸ �B� � ?vB�M+KVU�O�P]F[XYKVM+lYaJOTZJ¡?�nõö�	��¢£¡?� � ����Z]W�SJH]wJu�FkwF�nõ³� � SJHJOk��YOdU�WTXt�JKdHJKNoÆXYOY�JIvj7�A?LB*SJH]wJu(OY^Æð7õ¶ð � ��F[aqFkM+OYr`WJ�JaJOT?k� FkM+KdK[Z��]OYH�U�b©�nõ³ð7õ WÆ� � ð � \`Xgws�r`WJP]F�µ�XAaJF	U�P[jL�5OYITHTjLf�aJO�\`Xgwv�5OdU�WJaJF�ILOYPYb�KÆjvr�Mqb;Zv\�M+K§U�OYP]FkXYKNMqlYaJODòC�	ñ��ò ó ñ ó ¢ Õ �Õ ó ? Á OY\dILOeM+lYIvj�TK`XYb�HTKN�sjsrdOeM+lYaJWTIH�nõ|� � ð7õið � PYSJWJ\dF�aJaJb�^�ZJX�HJK`jsr`OgMqlYaJWJIJWH�*õÿ�cðhõðWKð � �c� � SJOdU�OYpYaJb°\ILOY��p_p�WTÅJWJKdavXYOYu òC�lñG�ò ó ñ ó ZqSJOY�NXYOYu0j �:ñ���:ò ó ¢ �aòC��añ ó ¢ Õ �Õ ó ?
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IYF�\eF�µ�XY\�w U=F�aTaJb2�¨PYaTjLXYHTKdaJaJWTu*OYpYHqF[odOYu�Z]F;OYIJHvjsf5aJOY\NXYW¤÷vô � ÷qõ HJF�U�WTj�\eF>^�I]F�\eF[µ·XY\�w¨pYOeM+lk�
©AKd^_OYIJHTjLf5aJOY\`X�WÂPYavjsX�HJKdaTaJWJuÖOYpYHqFkoeOYu�Z�F�u(KdaJl[© Kd^À� P�aJK`©AaJWJu�? ¯ OY�JITW_SJK`HJKd\`Kd�JK`aJWTw
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öaÃ�W7÷4Å¨O�pYO�oeaJF��TWJu¥� ôÃÇÅ Wm� õÃÇÅ @�SJK`HJP]F[w�XYO��JI]F�aqFk�]OdU�WvXY\�wmU=F�M+l�© K¨P�X�OYHJOY^{O�XGÅJKdaTX�HqFJ9tQN?
Á HJO�PYKVU�K`u�SJHJOYWTodPYOeM+lYaTjsµÔOYITHTjLf�aJO�\`XYl;\2ÅJKdaTX�HJOYud9¨ZkOYaqF�STKdHJK`\dKdIYF�K`X�I]F[fhU+jsµiWToðOYIJHTjLf7�
aTOY\`X�Kd^;öaÃ�WV÷4Å	PtU+P�j]��XYOY�TI]Fk�V½�øÃ ��ù ¢Ç¦ � �¨@�\`OYO�X�PYK`X�\`XYP�KdaJaJOx¾�øÅ QN? Á HJW�OYpk�]OdU�K;OYIJHvjsf5aJOY\NXYWöaÃ0P�SJOeM+Ogf�WTX�KNM+l�aJOYuÇaqF�SJHqF[P[M+KdaTWJW�Z�aqFg�JWTaqF[w�\ X�OY�JIJW�KdKhIYF�\eF�aTWTw�\ pYOeM+l[© Kd^�OYITHTjLf�aJOk�
\NXYlYµtZ�\daJF��JFkM�F�WsU�KNXK½ ôÃ Z=SJO�X�OYu,½ õÃ ?�B£X�OY�JI]F[u(W�¾ øÅ F[aqFkM+OYr`WJ�JaJOm@'HJWJ\�?¿>�¬T?<0T?<0]QN? � \dKhP�KdHY�vaJWJK
WTasU�KdIL\`b£pYKdHvjsX�\�w�SJO7u(OdU+jkM+µ��sZJaqF�SJHTWJu(KdHG� � õ�ô ¢»� ô õ�ô � ¾ � õ ¢%¾ õõ ?
Á OYIYF[fhKdu�Zq�vXYO ó XYOY�TIJW�� Ã Ö ÅÃ�Å @Úú ��û;ümý ¦ � �"þ[Q M+K`fAF[X5aqF7OeU+aJOY^�OYITHTjLf�aJO�\`XYW4? Á jY\NXYl�îtõ � î ���ÅJKdavXYHJbÇOYIJHTjLf5aJOY\NXYKd^Föqô�WÆ÷vô2\dOYO�X�PYK`X�\`X�PYKdaJaTOJ? ¯ OYrÊU�FAî � � ôôÄô îtõ³9¥�ÖSqF�HqF�MJM+KNMqOYrdHqF[u(u�ZUJM+WJaJb°KdrdO7\NXYOYHJO�a��ÿ^ W;Ï ? Á O M+Kdu(u(K7>;SJH]wTu(b�K6½ ôô ¾ ôô W;½ õô ¾ õô SJK`HJKd\`KdI]F[µ·XY\�wGPhXYOY�TIsK�� ôôÄô ?
R	pYO[oeaqFg�JWJuÔ�TKdHJKNo��_O�IJHTjLf�aTOY\`X�lJZ=IYF�\eF�µ�±Ajsµ�\�w¨öqô	W¨ö4õÆP�X�OY�JI]F��¨½ ôô WD½ õõ \`OYO�X�PYK`X�\`XYP�Kdav�
aTOJZ FG�JKdHJKNo��G� OYIJHvjsf5aJOY\NXYlJZ I]F�\eF[µ·±Ajsµ·\�wR÷sôhWR÷+õ;P�XYOY�TI]Fk�R¾ õô Wm¾ ô õ \dOYO[XYPYKNXY\`X�PYKdaTaJOJ?
Á HJK§U�SJOeM�F�r�F�Kdu�Z+�TX�O��nW��5aJK�PYb�HTO�fhU=F�µ�XY\�wGP5STHLwTu(b�K�? Á jY\NXYl����cHqFgU�WTjY\�OYIJHvjsf5aJOY\NXYW��Z+P�odwvXYb�^�\`O�oeaqF[IsO�uÔSvM+µ�\[Z=K`\�M+W��`XeF�OYIJHvjsf5aJOY\NXYl�IYF�\eF�KNXY\�wDöqô�PYaJK`©AaJWJu»OYpYHJF[oeOYu�Z+WG\dO
odaqF�ILOYuÇu(WJaTj�\�Z�K`\�M+WmP�aTjLXYHJK`aJaJWJu�? ê aJFkM+OYr`WJ�JaJOJZ	���ÈHqFgU�WTjY\7OYITHTjLf�aJO�\`XYW
�JZ4P[odwTX�b�^�\dO
odaqF�ILOYu�? Á jY\`X�l XgF�IvfhK	�:��P�XYO�HqF[w¨XYOY�JIYFASJKdHTKd\dK`�JKdaTWTw�SJH]wJu(OY^x½ ôô � ôôÄô \�OYITHTjLf�aJO�\`XYl�µ���Z
F�� î_P�X�OYHqF[w_XYOY�TI]F�SJKdHTKd\dK`�JKdaTWTwÇSJH]wJu(OY^*¾ õô � ôôÄô \GOYIJHTjLf5aJOY\`X�lYµ��J? � \dWvMqjÂSJOdU�OYpYWvw
O�IJHTjLf�aTOY\`X�Kd^�WJu(K`Kdum½ ôô ��¢�
Ò ½ ôô � ôôÄô ZL\�M+K§U�OYP]FkXYKNMqlYaJOJZs\`X�KdSJK`aJl XYOY�TIJW�� ôôÄô O�XYaJO�\dWTX�KNM+lYaTO��
HJF�PYaqF�� ôôÄô ½ ôô y[� ôôÄô ��¢��Ä����
Ò n � � ôôÄô ½ ôô n � o ê aJFkM+OYr`WJ�JaJOJZ�\NXYK`SJKdaJl�XYOY�TIJWm� ôôÄô O�X�aJOY\`WTXYKVM+lYaJO�GHqF�PYaqF � ����� Õ n � � ôôÄô ¾ õô n � ? B2O�r�M�F�\daTO�M+Kdu(u(KG>�WJu(K`Kdu6� ôôÄô ½ ôô � � ôôÄô ¾ õô ¢�Ï � ^v?�B�M+K§U�OYP]FkXYKNMql[�
aTOJZ(O�XYaTO�© K`aJWJK�\NXYK`SJKdaJK`^ÂXYO��JIJWÂ� ôôÄô O�X�aJOY\`WTXYKVM+lYaJO�O�IJHTjLf�aTOY\`X�Kd^��6W��{HJF�PYaJO�� Ò Ö�
��~Ò� ÕiÖ � �ÇÕ ?Á HJO�PYKVU+w�X�O¨f K�HJF�\d\NjsfhU�K`aJWJK�\�X�OY�JI]F[u(W�� ô õÄõ � � õõ�ô � � õô�õ ZqSJOeMqjs�qF�K`u�Z+�TXYO¨j�I]F[fhU�OY^�WTotaJWv�O[XYaJO�©AKdaJWTK�\`XYK`SJKdaTKd^ÀO�XYaJO�\dWTX�KNM+lYaTO��°W���HqF�PYaTO � Ò Ö�
��~Ò� ÕiÖ � �ÇÕ ?(B�M+K§U�OYP]F[X�KNM+l�aJOJZ0�NXYW*��X�OY�JIJWMqK`fAF[X7aqF7OeU+aJOY^�OYIJHTjLf5aJOY\NXYW�?
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IV îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. Ðåøåíèÿ. 8 êëàññ. Ïåðâûé äåíü

1. (Á.Ôðåíêèí) Ñóùåñòâóåò ëè âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê áåç ïàðàëëåëüíûõ ñòî-
ðîí, êîòîðûé ìîæíî ðàçðåçàòü íà ÷åòûðå ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà?
Îòâåò. Äà. Ñì., íàïðèìåð, ðèñ.8.1.

Ðèñ.8.1.

2. (Ô.Íèëîâ) Äàí ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC ñ ãèïîòåíóçîé AC è óãëîì
A = 50◦. Òî÷êè K è L íà êàòåòå BC òàêîâû, ÷òî ∠KAC = ∠LAB = 10◦.
Íàéäèòå CK/LB.
Îòâåò. 2.
Ðåøåíèå. Ïóñòü L′ � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ L îòíîñèòåëüíî AB (ðèñ.8.2). Òàê
êàê ∠L′KA = 50◦ = ∠KAL′, L′K = L′A = LA. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∠CAL =
40◦ = ∠ACL, ò.å AL = CL. Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî CK = LL′ = 2LB.
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Ðèñ.8.2.

3. (Ä.Øíîëü) Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äèàãîíàëÿìè
ðàâíû äâà ïðîòèâîëåæàùèõ óãëà. Äîêàæèòå, ÷òî â íåãî ìîæíî âïèñàòü îêðóæ-
íîñòü.
Ðåøåíèå. Ïóñòü â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ∠B = ∠D, O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
äèàãîíàëåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî OB > OD. Òîãäà òî÷êà D′, ñèììåòðè÷íàÿ D
îòíîñèòåëüíî AC, ëåæèò íà îòðåçêå OB (ðèñ.8.3). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñâîéñòâó
âíåøíåãî óãëà òðåóãîëüíèêà ∠AD′O > ∠ABO, ∠CD′O > ∠CBO. Íî òîãäà
∠D = ∠AD′C > ∠B � ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, OB = OD, ò.å äèàãîíàëü
AC ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Çíà÷èò, áèññåêòðèñû óãëîâ
B è D ïåðåñåêàþò AC â îäíîé è òîé æå òî÷êå, êîòîðàÿ ðàâíîóäàëåíà îò âñåõ
ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà.
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Ðèñ.8.3.



4. (Ô.Íèëîâ, À.Çàñëàâñêèé) Ïóñòü CC0 � ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ABC, ñåðåäèí-
íûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê AC è BC ïåðåñåêàþò CC0 â òî÷êàõ A′, B′, ïðÿìûå AA′

è BB′ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå C1. Äîêàæèòå, ÷òî ∠C1CA = ∠C0CB.
Ðåøåíèå. Òàê êàê òðåóãîëüíèêè CAA′, CBB′ � ðàâíîáåäðåííûå, ∠CAA′ =
∠C0CA, ∠CBB′ = ∠C0CB. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè C äî ïðÿìûõ
AC1 è BC1 ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî ðàññòîÿíèÿì îò A è B äî ïðÿìîé CC0. Íî
CC0 � ìåäèàíà, òàê ÷òî ýòè ðàññòîÿíèÿ ðàâíû. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà C ðàâ-
íîóäàëåíà îò ïðÿìûõ C1A è C1B, ò.å. ∠CC1A = ∠CC1B. Îòñþäà ïîëó÷àåì,
÷òî ∠C1CA − ∠C1CB = ∠C1BC − ∠C1AC = ∠C0CB − ∠C0CA (ðèñ.8.4). Ýòî,
î÷åâèäíî, ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è.
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Ðèñ.8.4.

5. (À.Çàñëàâñêèé) Äàíû äâà òðåóãîëüíèêà ABC, A′B′C ′. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α óãîë
ìåæäó âûñîòîé è ìåäèàíîé òðåóãîëüíèêà ABC, ïðîâåäåííûìè èç âåðøèíû A.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì óãëû β, γ, α′, β′, γ′. Èçâåñòíî, ÷òî α = α′, β = β′, γ = γ′.
Îáÿçàòåëüíî ëè òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû?
Îòâåò. Íåò.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà A′B′C ′ ïàðàëëåëüíû ìåäèàíàì òðå-
óãîëüíèêà ABC. Òîãäà ñòîðîíû ABC ïàðàëëåëüíû ìåäèàíàì A′B′C ′ è, çíà÷èò,
óãëû ìåæäó ìåäèàíàìè è âûñîòàìè â îáîèõ òðåóãîëüíèêàõ îäíè è òå æå. Ïðè
ýòîì â îáùåì ñëó÷àå òðåóãîëüíèêè íå ïîäîáíû.



IV îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. Ðåøåíèÿ. 8 êëàññ. Âòîðîé äåíü

6. (Á.Ôðåíêèí) Ðàññìàòðèâàþòñÿ òðåóãîëüíèêè, âñå âåðøèíû êîòîðûõ ÿâëÿþò-
ñÿ âåðøèíàìè äàííîãî ïðàâèëüíîãî 2008-óãîëüíèêà. Êàêèõ ñðåäè íèõ áîëüøå:
îñòðîóãîëüíûõ èëè òóïîóãîëüíûõ?
Îòâåò. Òóïîóãîëüíûõ.
Ðåøåíèå. Çàôèêñèðóåì äâå âåðøèíû A è B òðåóãîëüíèêà. Åñëè îíè ÿâëÿþò-
ñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè âåðøèíàìè 2008-óãîëüíèêà, òî ïðè ëþáîé òðåòüåé âåð-
øèíå C òðåóãîëüíèê ABC � ïðÿìîóãîëüíûé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïóñòü A′,
B′ � âåðøèíû 2008-óãîëüíèêà, ïðîòèâîïîëîæíûå A, B. Òðåóãîëüíèê ABC áó-
äåò îñòðîóãîëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà C íàõîäèòñÿ íà ìåíüøåé èç
äâóõ îãðàíè÷åííûõ òî÷êàìè A′, B′ äóã îïèñàííîé îêîëî 2008-óãîëüíèêà îêðóæ-
íîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ A, B ñðåäè òðåóãîëüíèêîâ,
èìåþùèõ ýòè äâå âåðøèíû, îñòðîóãîëüíûõ íå áîëüøå, ÷åì òóïîóãîëüíûõ, à äëÿ
íåêîòîðûõ ïàð âåðøèí ñòðîãî ìåíüøå. Çíà÷èò, è âñåãî òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëü-
íèêîâ áîëüøå.

7. (Ô.Íèëîâ) Äàí ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC ñ îñíîâàíèåì AC è óãëîì α
ïðè âåðøèíå. Íà îòðåçêå AC âî âíåøíþþ ñòîðîíó ïîñòðîåíà äóãà ñ ãðàäóñíîé
ìåðîé β. Äâå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âåðøèíó B, äåëÿò êàê îòðåçîê, òàê è
äóãó AC íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Íàéäèòå α/β.
Îòâåò. 1/3.
Ðåøåíèå. Ïóñòü X, Y � òî÷êè, äåëÿùèå îòðåçîê AC íà òðè ðàâíûå ÷àñòè
(AX = XY = Y C); U , V � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BX, BY ñ äóãîé AC;
Z � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BC è UV (ðèñ.8.7). Òîãäà, òàê êàê UV ‖ AC, òî
V Z = UV = V C. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠UCZ = 90◦. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå î
âïèñàííîì óãëå ∠ACU = ∠UCV = β/6, à ∠BCA = 90◦−α/2. Èç ýòèõ ðàâåíñòâ
âûòåêàåò, ÷òî β = 3α.
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Ðèñ.8.7.



8. (Á.Ôðåíêèí, À.Çàñëàâñêèé) Íà äîñêå áûë íàðèñîâàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëü-
íèê. Áîðÿ îòìåòèë öåíòðû ÷åòûðåõ îêðóæíîñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ êàñàåòñÿ
îäíîé ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà è ïðîäîëæåíèé äâóõ ñîñåäíèõ ñ íåé. Ïîñëå
÷åãî Àë¼øà ñò¼ð ÷åòûðåõóãîëüíèê. Ñìîæåò ëè Áîðÿ îïðåäåëèòü, ÷åìó ðàâíÿëñÿ
ïåðèìåòð ÷åòûðåõóãîëüíèêà?
Îòâåò. Äà.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ABCD � ÷åòûðåõóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé öåíòðàìè îêðóæ-
íîñòåé, X � âåðøèíà èñõîäíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ëåæàùàÿ íà ñòîðîíå AB.
Òàê êàê åãî ñòîðîíû ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè âíåøíèõ óãëîâ èñõîäíîãî ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà, áèëëèàðäíûé øàð, âûïóùåííûé èç X âäîëü ñòîðîíû èñõîäíî-
ãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, îòðàæàÿñü îò ñòîðîí ABCD, áóäåò âñå âðåìÿ äâèãàòü-
ñÿ ïî ñòîðîíàì. "Âûïðÿìèì"òðàåêòîðèþ øàðà, ïîñòðîèâ ÷åòûðåõóãîëüíèêè:
A1BCD1, ñèììåòðè÷íûé ABCD îòíîñèòåëüíî BC, A2B1CD1, ñèììåòðè÷íûé
A1BCD1 îòíîñèòåëüíî CD1, è A2B2C1D1, ñèììåòðè÷íûé A2B1CD1 îòíîñèòåëü-
íî D1A2. Òîãäà òðàåêòîðèÿ ïåðåéäåò â îòðåçîê XX ′, ãäå X ′ � òî÷êà íà A2B2,
òàêàÿ ÷òî A2X

′ = AX (ðèñ.8.8). Ïðè ýòîì ∠X ′XB = ∠XX ′A2, ò.å. A2B2 ‖ AB.
Ñëåäîâàòåëüíî, âçÿâ âìåñòî X äðóãóþ òî÷êó îòðåçêà AB, ñîåäèíèâ åå ñ ñî-
îòâåòñòâóþùåé òî÷êîé îòðåçêà A2B2 è ïðîèçâåäÿ îáðàòíûå îòðàæåíèÿ ÷àñòåé
ïîëó÷åííîãî îòðåçêà, ìû ïîëó÷èì íîâûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèÿì çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêîâ, äëÿ êîòîðûõ A, B, C, D � öåíòðû âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé. Îä-
íàêî ïåðèìåòðû âñåõ ýòèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ðàâíû äëèíå îòðåçêà XX ′ = AA2,
íå çàâèñÿùåé îò âûáîðà òî÷êè X.
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Ðèñ.8.8.



IV îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. 9 êëàññ. Ïåðâûé äåíü

1. (À.Çàñëàâñêèé) Âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà 2008 ðàâíûõ ÷å-
òûðåõóãîëüíèêîâ. Îáÿçàòåëüíî ëè ó íåãî åñòü öåíòð èëè îñü ñèììåòðèè?
Îòâåò. Íåò. Íàïðèìåð, èç òðàïåöèé, îñíîâàíèÿ êîòîðûõ ðàâíû 1 è 2, à áîêîâûå
ñòîðîíû � 1 è

√
2, ìîæíî, ïðîäîëæàÿ êîíñòðóêöèþ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ.9.1,

ñîñòàâèòü íåñèììåòðè÷íûé øåñòèóãîëüíèê.

Ðèñ.9.1.

2. (Ô.Íèëîâ) Äàí ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD. Íàéäèòå ÃÌÒ, òàêèõ, ÷òî îòðåçêè,
ñîåäèíÿþùèå èõ ïðîåêöèè íà ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû
÷åòûð¼õóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíû.
Ðåøåíèå. Åñëè ÷åòûðåõóãîëüíèê � òðàïåöèÿ, òî ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ïðîåê-
öèè òî÷êè íà áîêîâûå ñòîðîíû, äîëæíà áûòü ïàðàëëåëüíà îñíîâàíèÿì. Î÷åâèä-
íî, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òàêèõ òî÷åê � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ áîêîâûõ ñòîðîí áåç ñàìîé ýòîé òî÷êè. Òàêæå ÿñíî, ÷òî äëÿ ïðÿìî-
óãîëüíèêà èñêîìîå ÃÌÒ � âñÿ ïëîñêîñòü, à äëÿ ïàðàëëåëîãðàììà, îòëè÷íîãî
îò ïðÿìîóãîëüíèêà, òàêèõ òî÷åê íå ñóùåñòâóåò.
Ïóñòü ïðÿìûå AB è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X, BC è DA � â òî÷êå Y . Îáî-
çíà÷èì ïðîåêöèè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè P íà ïðÿìûå AB, BC, CD, DA ÷åðåç
K, L, M , N , à òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ KM è LN ÷åðåç O (ðèñ.9.2). Òàê êàê ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêè Y LPN è XKPM � âïèñàííûå, ïîëó÷àåì, ÷òî ∠PLN = ∠PY A
è ∠PMK = ∠PXA. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠MOL = π − ∠C − ∠PLN − ∠PMK =
π −∠C − (∠A−∠XPY ). Ïîýòîìó óñëîâèå ∠MOL = π/2 ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ
∠XPY = ∠A + ∠C − π/2. Çíà÷èò, èñêîìîå ÃÌÒ � îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êè X è Y áåç ñàìèõ ýòèõ òî÷åê.
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Ðèñ.9.2.

3. (Ð.Ïèðêóëèåâ) Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

1√
2 sin A

+
1√

2 sin B
+

1√
2 sin C

≤
√

p

r
,

ãäå p � ïîëóïåðèìåòð, à r � ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.
Ðåøåíèå.Ïóñòü R è S � ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè è ïëîùàäü òðåóãîëüíè-
êà ABC. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó ñèíóñîâ è ôîðìóëû S = pr = abc/4R, ïðåîáðàçóåì
ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà:

√
p
r

= p√
S

= R(sin A+sin B+sin C)√
2R2 sin A sin B sin C

=
√

sin A
2 sin B sin C

+
√

sin B
2 sin C sin A

+
√

sin C
2 sin A sin B

.

Èç íåðàâåíñòâà î ñðåäíèõ ñëåäóåò, ÷òî

2√
sin A

≤
√

sin B

sin C sin A
+

√
sin C

sin A sin B
.

Ñëîæèâ ýòî íåðàâåíñòâî ñ äâóìÿ àíàëîãè÷íûìè, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå çàäà÷è.

4. (Ô.Íèëîâ, À.Çàñëàâñêèé) Ïóñòü CC0 � ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ABC, ñåðåäèí-
íûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê AC è BC ïåðåñåêàþò CC0 â òî÷êàõ Ac, Bc, ïðÿìûå AAc

è BBc ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå C1. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì òî÷êè A1, B1. Äîêà-
æèòå, ÷òî îêðóæíîñòü A1B1C1 ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ABC.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Èç ðåøåíèÿ çàäà÷è 8.4 ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìûå AA1, BB1, CC1

ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå L, à òî÷êà C1 ëåæèò íà îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç A, B è öåíòð O îïèñàííîé îêîëî ABC îêðóæíîñòè. Ïîýòîìó ∠OC1L =
∠AC1C − ∠AC1O = ∠AC1C − ∠ABO = (π − ∠C) − (π/2 − ∠C) = π/2, ò.å.



C1 ëåæèò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì OL. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî A1 è B1

òîæå ëåæàò íà ýòîé îêðóæíîñòè.
Âòîðîå ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì òî÷êó C2, èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííóþ C1. Èç
óñëîâèÿ ñëåóåò, ÷òî ∠C2AB = ∠C2CA è ∠C2CB = ∠C2BA. Çíà÷èò, îêðóæíîñòè
C2AC è C2BC êàñàþòñÿ ïðÿìîé AB â òî÷êàõ A è B. Ïîæòîìó ðàäèêàëüíàÿ îñü
ýòèõ îêðóæíîñòåé � ïðÿìàÿ CC2 ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó AB, ò.å. C2 ëåæèò íà
ìåäèàíå òðåóãîëüíèêà ABC. Ñîîòâåòñòâåííî C1 ëåæèò íà ñèìåäèàíå, à ïðÿìûå
AA1, BB1, CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Ëåìóàíà L.
Êàê èçâåñòíî, ñèìåäèàíà CL ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó C ′ ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ
ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, ïðîâåäåííûõ â òî÷êàõ A è B.
Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êè A, B ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì OC ′. Êàê ïîêàçàíî
â ïåðâîì ðåøåíèè, C1 ëåæèò íà ýòîé æå îêðóæíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠OC1L =
π/2 è C1 ëåæèò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì OL.

5. (Í.Àâèëîâ) Ìîæíî ëè îêëåèòü ïîâåðõíîñòü ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà îäèíàêîâû-
ìè ïðàâèëüíûìè øåñòèóãîëüíèêàìè?
Ðåøåíèå.Äà, íàïðèìåð, ñêëåèâ òåòðàýäð èç ðàçâåðòêè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ.9.5,
è ðàçðåçàâ åãî ïîâåðõíîñòü ïî æèðíûì ëèíèÿì, ïîëó÷èì äâà ðàâíûõ ïðàâèëü-
íûõ øåñòèóãîëüíèêà (òåìíûé è ñâåòëûé).

Ðèñ.9.5.



IV îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. 9 êëàññ. Âòîðîé äåíü

6. (Á.Ôðåíêèí) Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê, åñëè äàíû åãî öåíòð òÿæåñòè è îñíîâàíèÿ
âûñîòû è áèññåêòðèñû, ïðîâåäåííûõ ê îäíîé ñòîðîíå.
Ðåøåíèå. Ïóñòü C1, C2 � îñíîâàíèÿ áèññåêòðèñû è âûñîòû, ïðîâåäåííûõ èç
âåðøèíû C òðåóãîëüíèêà ABC, à M � åãî öåíòð òÿæåñòè. Î÷åâèäíî, âåðøèíà
C ëåæèò íà ïåðïåíäèêóëÿðå, âîññòàâëåííîì èç C2 ê ïðÿìîé C1C2. Êðîìå òîãî,
ïðîåêöèÿ M íà ýòîò ïåðïåíäèêóëÿð äåëèò âûñîòó òðåóãîëüíèêà â îòíîøåíèè
2 : 1, ÷òî ïîçâîëÿåò ñðàçó ïîñòðîèòü òî÷êó C è ñåðåäèíó C0 ñòîðîíû AB.
Ïóñòü C ′ � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé CC1 è ïåðïåíäèêóëÿðà l ê ïðÿìîé C1C2,
ïðîâåäåííîãî èç C0. Òî÷êà C ′ ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà
ABC (ðèñ.9.6), ñëåäîâàòåëüíî, ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê CC ′ ïåðåñåêàåò l
â öåíòðå O ýòîé îêðóæíîñòè. Ïîñòðîèâ îêðóæíîñòü, ìû íàéäåì âåðøèíû A, B
êàê òî÷êè åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé C1C2.
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Ðèñ.9.6.

7. (À.Çàñëàâñêèé) Ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, ðà-
âåí R. ×åðåç îðòîöåíòð H ýòîãî òðåóãîëüíèêà ïðîâåëè äðóãóþ îêðóæíîñòü
òîãî æå ðàäèóñà, ïåðåñåêàþùóþ îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ X, Y . Òî÷êà
Z � ÷åòâåðòàÿ âåðøèíà ïàðàëëåëîãðàììà CXZY . Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A, B, Z.
Îòâåò. R.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî òî÷êà Z ëåæèò íà îêðóæíîñòè ABH, ðàäèóñ
êîòîðîé ðàâåí R. Ïóñòü H ′ � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé XY H è



ABH, C ′ � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ABH ′ (ðèñ.9.7). Òîãäà C ′ ëåæèò íà îêðóæ-
íîñòè, ñèììåòðè÷íîé ABH îòíîñèòåëüíî AB, ò.å. íà îêðóæíîñòè ABC. Ïî-
ýòîìó CH = C ′H ′ = 2R| cos C| è CHH ′C ′ � ïàðàëëåëîãðàìì. Òàê êàê CC ′ è
HH ′ � õîðäû ðàâíûõ îêðóæíîñòåé ABC è XHY , îíè ñèììåòðè÷íû îòíîñè-
òåëüíî öåíòðà ñèììåòðèè ýòèõ îêðóæíîñòåé � ñåðåäèíû XY . Ñëåäîâàòåëüíî,
XCY H ′ � ïàðàëëåëîãðàìì, è H ′ ñîâïàäàåò ñ Z.
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Ðèñ.9.7.

Âòîðîå ðåøåíèå. Òî÷êà Z ïîëó÷àåòñÿ èç C îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî ñåðåäè-
íû T îòðåçêà XY . Ïóñòü H ′ � îòðàæåíèå H îòíîñèòåëüíî T . Òîãäà −−→CH =

−−→
H ′Z.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñäâèãå íà −−→CH îêðóæíîñòü ABC ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü
ABH (äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü ýòîò ñäâèã êàê êîìïîçèöèþ ñèììåòðèé îòíîñè-
òåëüíî äèàìåòðà, ïàðàëëåëüíîãî AB, è îòíîñèòåëüíî AB). Çíà÷èò, òî÷êà H ′

ïðè ýòîì ñäâèãå ïåðåõîäèò â òî÷êó Z, ëåæàùóþ íà îêðóæíîñòè ABH, ðàäèóñ
êîòîðîé ðàâåí R.
Òðåòüå ðåøåíèå. (À.Åôèìîâ) Ïóñòü O, O1 � öåíòðû îïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ABC è îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç H. Òîãäà O1 ëåæèò íà
îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì H è ðàäèóñîì R. Çíà÷èò ñåðåäèíà îòðåçêà OO1 ëåæèò íà
îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â ñåðåäèíå îòðåçêà OH è ðàäèóñîì R/2, ò.å. îêðóæíîñòè
äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêà ABC. Ïîñêîëüêó ñåðåäèíû îòðåçêîâ OO1, XY è CZ
ñîâïàäàþò, òî÷êà Z ëåæèò íà îêðóæíîñòè � îáðàçå îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê



ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì C è êîýôôèöèåíòîì 2, ò.å. îêðóæíîñòè ðàäèóñà R,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç A è B.

8. (J.-L.Aime, France) Íà îêðóæíîñòè ω, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, âçÿ-
òû äâå òî÷êè P è Q. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð l ê îòðåçêó PQ ïåðåñåêàåò
ïðÿìûå BC, CA, AB â òî÷êàõ A′, B′, C ′. Ïóñòü A”, B”, C” � âòîðûå òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ l ñ îêðóæíîñòÿìè, îïèñàííûìè îêîëî òðåóãîëüíèêîâ A′PQ, B′PQ,
C ′PQ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AA”, BB”, CC” ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Ðåøåíèå. Ïóñòü X, Y � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ω è l. Ðàññìîòðåâ öåíòðàëüíóþ
ïðîåêöèþ èç ω íà l ñ öåíòðîì C, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî äâîéíûõ îòíîøåíèé:
(AB; XY ) = (B′A′; XY ). Äàëåå, òàê êàê ∠A′PA−∠B′PB−∠XPY = π/2, ïîëó-
÷àåì, ÷òî (A′B′; XY ) = (A”B”; Y X). Ñëåäîâàòåëüíî (AB; XY ) = (A”B”; Y X),
ò.å. òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AA” è BB” ëåæèò íà ω. ×åðåç ýòó æå òî÷êó
ïðîõîäèò è ïðÿìàÿ CC”.



IV îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. Ðåøåíèÿ. 10 êëàññ. Ïåðâûé äåíü

1. (Á.Ôðåíêèí) Âïèñàííî-îïèñàííûé n-óãîëüíèê ðàçðåçàí ïðÿìîé ëèíèåé íà äâà
âïèñàííî-îïèñàííûõ ìíîãîóãîëüíèêà ñ ðàçíûì êîëè÷åñòâîì ñòîðîí. Ïðè êàêèõ
n ýòî âîçìîæíî?
Îòâåò. Ïðè n = 3.
Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n 6= 3. Åñëè n > 4, òî ãðàíèöà õîòÿ áû îäíîãî
èç ïîëó÷åííûõ ïðè ðàçðåçàíèè ìíîãîóãîëüíèêîâ ñîäåðæèò îòðåçêè, ïî êðàéíåé
ìåðå, òðåõ ñòîðîí èñõîäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, è çíà÷èò, âïèñàííûå â ýòè ìíî-
ãîóãîëüíèêè îêðóæíîñòè ñîâïàäàþò. Ýòî óòâåðæäåíèå îñòàåòñÿ âåðíûì è ïðè
n = 4, òàê êàê ìíîãîóãîëüíèêè, íà êîòîðûå ðàçðåçàí èñõîäíûé, èìåþò ðàçíîå
÷èñëî ñòîðîí è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðåçàþùàÿ ïðÿìàÿ íå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüþ
÷åòûðåõóãîëüíèêà.
Òàêèì îáðàçîì, ðàçðåçàþùàÿ ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â èñõîä-
íûé n-óãîëüíèê, è îòðåçàåò îò íåãî òðåóãîëüíèê. Âåðøèíàìè îñòàâøåéñÿ ÷àñòè
ÿâëÿþòñÿ n−1 âåðøèíà èñõîäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà è äâå òî÷êè, ëåæàùèå íà åãî
ñòîðîíàõ. Ïîñêîëüêó n−1 ≥ 3, ýòè âåðøèíû îïðåäåëÿþò åäèíñòâåííóþ îêðóæ-
íîñòü, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç îñòàâøóþñÿ âåðøèíó ìíîãîóãîëüíèêà è, çíà÷èò,
íå ïðîõîäèò ÷åðåç âíóòðåííèå òî÷êè åãî ñòîðîí. Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàâøàÿñÿ
÷àñòü íå âïèñàíà â îêðóæíîñòü � ïðîòèâîðå÷èå.
Ïðèìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ìîæíî ïðîâåñòè êàñà-
òåëüíóþ ê âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòè, ðàçðåçàþùóþ åãî íà òðåóãîëüíèê è
âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê.

2. (À.Ìÿêèøåâ) Ïóñòü A1B1C1 � òðåóãîëüíèê, ñèììåòðè÷íûé òðåóãîëüíèêó ABC
îòíîñèòåëüíî öåíòðà îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â åãî ñåðåäèííûé òðåóãîëüíèê.
Äîêàæèòå, ÷òî îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà A1B1C1 ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì îêðóæ-
íîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî öåíòðàìè âíåâïèñàííûõ
îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà ABC.
Ðåøåíèå. Ïóñòü H � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ABC, I � öåíòð âïèñàííîé
â íåãî îêðóæíîñòè, O � öåíòð îïèñàííîé, M � öåíòð òÿæåñòè, I0 � öåíòð
îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ñåðåäèííûé òðåóãîëüíèê. Î÷åâèäíî, ÷òî îðòîöåíòð
H1 òðåóãîëüíèêà A1B1C1 ñèììåòðè÷åí H îòíîñèòåëüíî I0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
äëÿ òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî öåíòðàìè âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé, I ÿâ-
ëÿåòñÿ îðòîöåíòðîì, ABC � îðòîòðåóãîëüíèêîì, à çíà÷èò, îïèñàííàÿ îêîëî
ABC îêðóæíîñòü � îêðóæíîñòüþ äåâÿòè òî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî, öåíòð îïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî öåíòðàìè âíåâïèñàííûõ îêðóæ-
íîñòåé, ñèììåòðè÷åí I îòíîñèòåëüíî O. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê IHH1. Åãî
ìåäèàíà II0 ïðîõîäèò ÷åðåç M è äåëèòñÿ ýòîé òî÷êîé â îòíîøåíèè 2 : 1. Çíà-
÷èò, M � öåíòð òÿæåñòè ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Íî M òàêæå äåëèò â îòíîøåíèè
2 : 1 îòðåçîê HO. Ñëåäîâàòåëüíî, O � ñåðåäèíà îòðåçêà IH1 (ðèñ.10.2)
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Ðèñ.10.2.

3. (Â.ßñèíñêèé, Óêðàèíà) Äâå îêðóæíîñòè ω1 è ω2 ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ X
è Y , à òðåòüÿ îêðóæíîñòü ω êàñàåòñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì îêðóæíîñòåé ω1 è ω2

â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Îòðåçîê XY ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü ω â äâóõ
òî÷êàõ M è N . Ëó÷è PM è PN ïåðåñåêàþò ω1 â òî÷êàõ A è D, à ëó÷è QM è
QN ïåðåñåêàþò ω2 â òî÷êàõ B è C ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî AB = CD.
Ðåøåíèå. Òî÷êà P ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ãîìîòåòèè îêðóæíîñòåé ω è ω1. Ñëåäîâà-
òåëüíî, AD ‖ MN , ò.å. îòðåçîê AD ïåðïåíäèêóëÿðåí ëèíèè öåíòðîâ îêðóæíî-
ñòåé ω1 è ω2, à òî÷êè A è D ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ýòîé ëèíèè. Àíàëîãè÷íî
B è C ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ýòîé ëèíèè, è çíà÷èò, AB = CD (ðèñ.10.3).
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Ðèñ.10.3.

4. (À.Çàñëàâñêèé) Íà ïðÿìîé l äàíû òðè òî÷êè C0, C1, C2. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷å-
ñêîå ìåñòî öåíòðîâ îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ABC, ó êîòîðûõ



ñòîðîíà AB ëåæèò íà ïðÿìîé l, à îñíîâàíèÿ ìåäèàíû, áèññåêòðèñû è âûñîòû,
ïðîâåäåííûõ èç âåðøèíû C, ñîâïàäàþò ñ C0, C1, C2.
Îòâåò. Ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ l è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó C ′ íà îòðåçêå
C0C2, òàêóþ ÷òî C0C

′2 = C0C1 · C0C2.
Ðåøåíèå. Ïóñòü C3, C4 � òî÷êè êàñàíèÿ ñòîðîíû AB ñ âïèñàííîé è âíåâïèñàí-
íîé îêðóæíîñòÿìè òðåóãîëüíèêà. Òîãäà C0 � ñåðåäèíà îòðåçêà C3C4. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, òî÷êè C3, C4 ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè íà ïðÿìóþ AB öåíòðîâ I, Ic âïè-
ñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè (ðèñ.10.4). Òàê êàê ýòè öåíòðû ëåæàò íà
ïðÿìîé CC1, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

C2C3

C2C4

=
CI

CIc

=
r

rc

=
C1I

C1Ic

=
C1C3

C1C4

.

� �

� �

� � � � � � � �

�

�

�	

Ðèñ.10.4.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà C3 ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåííîé âûøå òî÷êîé
C ′. Âîçüìåì òåïåðü ëþáóþ òî÷êó I, ïðîåêöèÿ êîòîðîé íà l ñîâïàäàåò ñ C3.
Ïðÿìàÿ C1I ïåðåñåêàåò ïåðïåíäèêóëÿðû ê l, âîññòàâëåííûå èç C2 è C0, â òî÷êå
C è öåíòðå îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà IAB. Ïðîâåäÿ ýòó îêðóæíîñòü
è íàéäÿ òî÷êè åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ l, ìû ïîëó÷èì èñêîìûé òðåóãîëüíèê.

5. (È.Áîãäàíîâ) Ñå÷åíèå ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû ÿâëÿåòñÿ ïðà-
âèëüíûì ïÿòèóãîëüíèêîì. Íàéäèòå îòíîøåíèå åãî ñòîðîíû ê ñòîðîíå îñíîâà-
íèÿ ïèðàìèäû.



Îòâåò. 3−√5√
2
.

Ðåøåíèå. Ïóñòü X, Y � òî÷êè, â êîòîðûõ ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ ïåðåñåêàåò ñòî-
ðîíû CD è DA îñíîâàíèÿ ABCD ïèðàìèäû. Òîãäà ïÿòèóãîëüíèê ABCXY
ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé ïðîåêöèåé ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà. Ñëåäîâàòåëüíî,
äâîéíîå îòíîøåíèå A, Y , D è áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè ïðÿìîé AD ðàâíî
äâîéíîìó îòíîøåíèþ ÷åòûðåõ òî÷åê, â êîòîðûõ ÷åòûðå ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå
ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà, ïåðåñåêàþò ïÿòóþ (ðèñ.10.5), ò.å.:

DY

AD
=

3−√5
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Ðèñ.10.5.

Òî÷êà X äåëèò îòðåçîê CD â òàêîì æå îòíîøåíèè, ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå
îòíîøåíèå ðàâíî

XY

AB
=

3−√5√
2

.

Ïðèìå÷àíèå. Òàê êàê îòíîøåíèå ñòîðîíû ïÿòèóãîëüíèêà ê ñòîðîíå îñíîâà-
íèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, îòíîøåíèå ñòîðîíû îñíîâàíèÿ ê áîêîâîé ñòîðîíå
ïèðàìèäû òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî, ÷òî
ïëîñêîñòè 8 ãðàíåé ïðàâèëüíîãî èêîñàýäðà îãðàíè÷èâàþò ïðàâèëüíûé îêòàýäð.
Ïîýòîìó ïèðàìèäà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì çàäà÷è, ÿâëÿåòñÿ ïîëîâèíîé îê-
òàýäðà, ò.å. åå áîêîâîå ðåáðî ðàâíî ñòîðîíå îñíîâàíèÿ.



IV îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. 10 êëàññ. Âòîðîé äåíü

6. (Á.Ôðåíêèí) Â òðåóãîëüíèêå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñòîðîí ðàâíî 8Rr, ãäå R è r �
ðàäèóñû îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë ìåæäó íèìè
ìåíüøå 60◦.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðîèçâåäåíèå ñòîðîí AC = b è BC = a òðåóãîëüíèêà ABC
ðàâíî 8Rr. Òàê êàê ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà S = pr = abc/4R, ãäå p � ïîëóïåðè-
ìåòð, ïîëó÷àåì, ÷òî 4prR = abc = 8Rrc, ò.å p = 2c èëè a + b = 3c. Ïîñêîëüêó
b < a+c, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 2a > 2c è c < a. Àíàëîãè÷íî c < b. Òàêèì îáðàçîì,
C êàê ñòðîãî íàèìåíüøèé óãîë òðåóãîëüíèêà ìåíüøå 60◦.

7. (Ô.Íèëîâ) Íà ìåäèàíàõ AA′ è BB′ òðåóãîëüíèêà ABC ïîñòðîåíû â ñòîðîíó
âåðøèíû C äóãè ñ îäèíàêîâîé ãðàäóñíîé ìåðîé. Äîêàæèòå, ÷òî îáùàÿ õîðäà
îêðóæíîñòåé, ñîäåðæàùèõ ýòè äóãè, ïðîõîäèò ÷åðåç C.
Ðåøåíèå. Ïóñòü îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà AA′, ïåðåñåêàåò AC â òî÷êå X,
à îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà BB′ ïåðåñåêàåò BC â òî÷êå Y (ðèñ.10.7). Òàê
êàê ∠AXA′ = ∠BY B′, òðåóãîëüíèêè CXA′ è CY B′ ïîäîáíû, ò.å. CX/CA′ =
CY/CB′. Òîãäà

CX · CA = 2CX · CB′ = 2CY · CA′ = CY · CB.
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Ðèñ.10.7.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåíè òî÷êè C îòíîñèòåëüíî îáåèõ îêðóæíîñòåé ðàâíû, ò.å.
C ëåæèò íà èõ ðàäèêàëüíîé îñè.

8. (À.Àêîïÿí, Â.Äîëüíèêîâ) Ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè òàêîâî, ÷òî èç ëþáûõ
òðåõ åãî òî÷åê íàéäóòñÿ äâå, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè íå ïðåâîñõîäèò 1.
Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ÷àñòè, äèàìåòð êàæäîé èç
êîòîðûõ íå ïðåâîõîäèò 1.



Ðåøåíèå. Íàçîâåì 1-áëèçêèìè òî÷êè, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè íå ïðåâîñ-
õîäèò 1.
Åñëè äèàìåòð äàííîãî ìíîæåñòâà V íå ïðåâîñõîäèò

√
3, òî V ìîæíî ïîêðûòü

êðóãîì ðàäèóñà 1. Ýòîò êðóã ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî íà åãî ãðàíèöå áóäóò
ëåæàò òî÷êè èç V . Îáîçíà÷èì öåíòð ýòîãî êðóãà ÷åðåç X, à òî÷êó íà ãðàíèöå
÷åðåç Y .
Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè ìíîæåñòâà V \B(Y, 1) ïîïàðíî 1-áëèçêè, à çíà÷èò, äèàìåòð
ýòîãî ìíîæåñòâà íå ïðåâîñõîäèò 1. Êðîìå òîãî, îòðåçîê [X,Y ] ðàçáèâàåò ìíî-
æåñòâî V

⋂
B(Y, 1) íà äâå ÷àñòè, äèàìåòð êàæäîé èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò

1. Òàê ìû ïîëó÷àåì íóæíîå íàì ðàçáèåíèå.
Åñëè æå íàéäóòñÿ òàêèå äâå òî÷êè X, Y ∈ V , ÷òî d(X,Y ) >

√
3d, òîãäà ëåãêî

ïîíÿòü, ÷òî ìíîæåñòâà V \B(X, 1), V \B(Y, 1) è V
⋂

B(X, 1)
⋂

B(Y, 1) â îáúåäè-
íåíèè äàþò âñ¼ V , è äèàìåòð êàæäîé èç ýòèõ ÷àñòåé íå ïðåâîñõîäèò 1. Äåéñòâè-
òåëüíî, òî÷êè êàæäîãî èç ìíîæåñòâ V \B(X, 1) è V \B(Y, 1) ïîïàðíî 1-áëèçêè.
À ìíîæåñòâî V

⋂
B(X, 1)

⋂
B(Y, 1) öåëèêîì ëåæèò âíóòðè B(X, 1)

⋂
B(Y, 1),

äèàìåòð êîòîðîãî íå áîëüøå 1 (è äîñòèãàåòñÿ íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé S(X, 1) è S(Y, 1)).



V Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. Ïåðâûé äåíü. 8 êëàññ. Ðåøåíèÿ.

1. (À.Áëèíêîâ, Þ.Áëèíêîâ) Â òðàïåöèè ABCD áîêîâàÿ ñòîðîíà AB ðàâíà ìåíüøåìó
îñíîâàíèþ BC, à äèàãîíàëü AC ðàâíà îñíîâàíèþ AD. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
âåðøèíó B ïàðàëëåëüíî AC, ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ DC â òî÷êå M . Äîêàæèòå, ÷òî
AM � áèññåêòðèñà óãëà BAC.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ∠BMC = ∠ACD = ∠CDA = ∠BCM
(ïåðâîå è òðåòüå ðàâåíñòâî ñëåäóþò èç ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ BM è AC, BC è AD;
âòîðîå èç ðàâåíñòâà AC = AD). Çíà÷èò, BM = BC = AB, è ∠BAM = ∠BMA =
∠MAC (ðèñ.8.1).

A

B C

D

M

Ðèñ.8.1
Âòîðîå ðåøåíèå. Íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû AB (çà òî÷êó B) îòìåòèì òî÷êó P , à
íà ïðîäîëæåíèè äèàãîíàëè AC (çà òî÷êó C) � òî÷êó K. Òîãäà ∠MCK = ∠ACD =
∠ADC = ∠BCM , òî åñòü CM � áèññåêòðèñà óãëà BCK. Òàê êàê AC � áèññåêòðèñà
óãëà BAD è BM ‖ AC, òî BM � áèññåêòðèñà óãëà PBC. Òàêèì îáðàçîì, M � òî÷-
êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ äâóõ âíåøíèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC, ñëåäîâàòåëüíî,
AM � áèññåêòðèñà óãëà BAC.

2. (À.Áëèíêîâ) ×åðåç òî÷êó âíóòðè âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïðîâåëè äâå ïðÿìûå,
äåëÿùèå åãî íà ÷åòûðå ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Òðè èç ýòèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ � âïè-
ñàííûå, ïðè÷åì ðàäèóñû îïèñàííûõ âîêðóã íèõ îêðóæíîñòåé ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî
÷åòâåðòàÿ ÷àñòü � ÷åòûðåõóãîëüíèê, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü òîãî æå ðàäèóñà.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ÷àñòè, ïðèëåãàþùèå ê âåðøèíàì A, B, C âïèñàííîãî ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ABCD, � âïèñàííûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè. Òàê êàê óãëû A è C ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ïðîòèâîëåæàò ðàâíûì óãëàì â òî÷êå ðàçðåçà L, òî îíè ðàâíû, à çíà÷èò
∠A = ∠C = 90◦. Ïîýòîìó ïðÿìûå, ðàçðåçàþùèå ÷åòûðåõóãîëüíèê, ïåðïåíäèêóëÿð-
íû. Íî òîãäà óãîë B òîæå ïðÿìîé, ò.å. ABCD � ïðÿìîóãîëüíèê, à ÷åòâåðòàÿ ÷àñòü
òîæå ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì ÷åòûðåõóãîëüíèêîì. Êðîìå òîãî, óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà
õîðäû AL, BL, CL, ðàâíû, à òàê êàê ðàäèóñû ýòèõ îêðóæíîñòåé òîæå ðàâíû, òî ðàâ-
íû è ñàìè õîðäû. Ñëåäîâàòåëüíî, L � öåíòð ïðÿìîóãîëüíèêà, è ÷åòâåðòàÿ îêðóæ-
íîñòü èìååò òîò æå ðàäèóñ.
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3. (À.Àêîïÿí, Ê.Ñàâåíêîâ) Ïóñòü AHa è BHb � âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC, P è Q �
ïðîåêöèè òî÷êè Ha íà ñòîðîíû AB è AC. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ PQ äåëèò îòðåçîê
HaHb ïîïîëàì.
Ðåøåíèå. Ïóñòü CHc � òðåòüÿ âûñîòà òðåóãîëüíèêà. Òîãäà ∠HaHcB = ∠HbHcA =
∠C, òàê êàê ÷åòûðåõóãîëüíèêè CBHcHb è CAHcHa âïèñàíû â îêðóæíîñòè ñ äèàìåò-
ðàìè BC è AC. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ Ha îòíîñèòåëüíî AB, ëåæèò
íà ïðÿìîé HbHc. Àíàëîãè÷íî, íà ýòîé æå ïðÿìîé ëåæèò òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ Ha îò-
íîñèòåëüíî AC. Ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êè P , Q ëåæàò íà ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà
HaHbHc (ðèñ.8.3).

A B

C

Ha

Hb

Hc P

Q

Ðèñ.8.3

4. (Í.Áåëóõîâ, Áîëãàðèÿ) Â òðåóãîëüíèêå ABC ∠A = 57◦, ∠B = 61◦, ∠C = 62◦. Êàêîé
èç äâóõ îòðåçêîâ äëèííåå: áèññåêòðèñà óãëà A èëè ìåäèàíà, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû
B?
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü K � ñåðåäèíà äóãè ABC îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðå-
óãîëüíèêà ABC, O � öåíòð ýòîé îêðóæíîñòè; AL è BM � áèññåêòðèñà è ìåäèàíà.
Ïóñòü òàêæå N � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AL è CK, à AH � âûñîòà òðåóãîëüíèêà AKC
(ðèñ.8.4.). Òàê êàê ∠A < ∠C, òî B ëåæèò âíóòðè äóãè KC, çíà÷èò, N ëåæèò íà îòðåç-
êå AL, è AL > AN > AH. Íî AH > KM , òàê êàê ýòî âûñîòû ìåíüøåãî è áîëüøåãî
óãëîâ òðåóãîëüíèêà AKC. Ñëåäîâàòåëüíî, KM = MO+OK = MO+OB > MB, ò.å.
áèññåêòðèñà óãëà A äëèííåå ìåäèàíû èç B.
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A B

C

H

K

LM N

O

Ðèñ.8.4
Âòîðîå ðåøåíèå. Òàê êàê AB > BC, òî ∠MBC > 30◦. Ïðîâåäåì èç âåðøèíû A
âûñîòó AH, à èç òî÷êè M ïåðïåíäèêóëÿð MK ê ñòîðîíå BC. Òîãäà AL > AH =
2MK > BM , òàê êàê sin ∠BMK = MK

BM
> 1

2
.

Òðåòüå ðåøåíèå. (Ê.Èâàíîâ, Ìîñêâà). Ïîñòðîèì ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ABC ′.
Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ëó÷ BC ′ ëåæèò âíóòðè óãëà ABC, ñëåäîâàòåëüíî,
áèññåêòðèñà óãëà A äëèííåå âûñîòû ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Ñäðóãîé ñòîðîíû,
ïóñòü M , N � ñåðåäèíû AC è AC ′ ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ëó÷ AC ëåæèò âíóòðè
óãëà C ′AB, òî ∠BMN > ∠BMA. Íî ∠BMA > 90◦, ïîñêîëüêó AB > BC. Çíà÷èò,
BN > BM , ò.å. áèññåêòðèñà óãëà A äëèííåå ìåäèàíû èç B.
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V Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. Âòîðîé äåíü. 8 êëàññ. Ðåøåíèÿ.

5. (Â.Ïðîòàñîâ) Èç âåðøèíû B òðåóãîëüíèêà ABC îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð BM íà áèñ-
ñåêòðèñó óãëà C. Ïóñòü K � òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíîé BC.
Íàéäèòå óãîë MKB, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ∠BAC = α

Ðåøåíèå. Ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Òîãäà ÷åòû-
ðåõóãîëüíèê BMIK � âïèñàííûé, òàê êàê ∠BMI = ∠BKI = 90◦ (ðèñ.8.5). Çíà÷èò,
∠MKB = ∠MIB = ∠IBC + ∠ICB = \B+\C

2
= 90◦ − α

2
.

A

BC
K

I

M

Ðèñ.8.5

6. (Ñ.Ìàðêåëîâ) Ìîæíî ëè ðàñïîëîæèòü íà ïëîñêîñòè ÷åòûðå ðàâíûõ ìíîãîóãîëüíèêà
òàê, ÷òîáû ëþáûå äâà èç íèõ íå èìåëè îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, íî èìåëè îáùèé
îòðåçîê ãðàíèöû?
Ðåøåíèå. Äà, ñì. ðèñ.8.6.

Ðèñ.8.6

7. (Ä.Ïðîêîïåíêî) Âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC îïèñàëè îêðóæíîñòü s. Ïóñòü L è W ��
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû óãëà A ñî ñòîðîíîé BC è îêðóæíîñòüþ s ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òî÷êà O �� öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ACL. Âîññòàíîâèòå
òðåóãîëüíèê ABC, åñëè äàíû îêðóæíîñòü s è òî÷êè W è O.

4



Ðåøåíèå. Ïóñòü O′ � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Òîãäà ïðÿ-
ìûå O′O è O′W ïåðïåíäèêóëÿðíû ñòîðîíàì AC è BC, ò.å. íàïðàâëåíèÿ ýòèõ ñòîðîí
èçâåñòíû. Êðîìå òîãî, ∠COL = 2∠CAL = 2∠LCW è, çíà÷èò, ∠OCW = 90◦ (ðèñ.8.7).
Ñëåäîâàòåëüíî, C � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè s è îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì
OW .

A

BC
L

O′

O

W

Ðèñ.8.7

8. (Í.Áåëóõîâ, Áîëãàðèÿ) Âïèñàííàÿ è âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC
êàñàþòñÿ ñòîðîíû BC â òî÷êàõ M è N . Èçâåñòíî, ÷òî ∠BAC = 2∠MAN . Äîêàæèòå,
÷òî BC = 2MN .
Ðåøåíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî AB > AC è, çíà÷èò, òî÷êè B, N , M , C ðàñïîëàãàþòñÿ
íà ïðÿìîé èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå. Çàìåòèì, ÷òî âåðíà
Ëåììà. Ïóñòü K � ñåðåäèíà BC, à I è J � öåíòðû âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé
îêðóæíîñòåé. Òîãäà AN ‖ IK è AM ‖ JK.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, íàïðèìåð, ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû äîñòàòî÷íî çàìåòèòü,
÷òî òî÷êà âïèñàííîé îêðóæíîñòè, äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíàÿ M , ëåæèò íà ïðÿ-
ìîé AN , à K ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñåðåäèíîé MN .
Ïîëüçóÿñü ëåììîé, ïîëó÷àåì, ÷òî óñëîâèå çàäà÷è ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó ∠IKJ =
180◦ − \A

2
. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè BC = 2MN ýòî âûïîëíåíî. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì

ñëó÷àå M è N áóäóò ñåðåäèíàìè îòðåçêîâ KC è KB, ñîîòâåòñòâåííî, IM è NJ
ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèííûìè ïåðïåíäèêóëÿðàìè ê ýòèì îòðåçêàì. Çíà÷èò òðåóãîëüíèêè
IKC è JKB ðàâíîáåäðåííûå (ðèñ.8.8), è ∠JKB = 90◦ − \B

2
, ∠IKC = \C

2
, ÷.ò.ä.
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Ðèñ.8.8
Ðàññìîòðèì òåïåðü îêðóæíîñòü BICJ . Ïðè ôèêñèðîâàííîì óãëå A îòðåçîê IJ ÿâ-
ëÿåòñÿ åå äèàìåòðîì, à äóãà BC ñîîòâåòñòâóåò óãëó 90◦ + A/2. Êîãäà õîðäà BC âðà-
ùàåòñÿ âíóòðè îêðóæíîñòè, åå ñåðåäèíà K îïèñûâàåò êîíöåíòðè÷åñêóþ îêðóæíîñòü
ìåíüøåãî ðàäèóñà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê K ′, òàêèõ, ÷òî
∠IKJ = 180◦−A/2, ñîñòîèò èç äâóõ äóã ñ êîíöàìè I è J . Ýòè äâà ÃÌÒ ïåðåñåêàþò-
ñÿ â ÷åòûðåõ òî÷êàõ, ðàñïîëîæåííûõ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îòðåçêà IJ è ñåðå-
äèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê íåìó. ×åòûðå ÷åòûðåõóãîëüíèêà BICJ , ñîîòâåòñòâóþùèå
ýòèì òî÷êàì, ðàâíû, ò.å. óñëîâèå ∠IKJ = 180◦ − A/2 îïðåäåëÿåò ÷åòûðåõóãîëüíèê
îäíîçíà÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó BC = 2MN .
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V Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. Ïåðâûé äåíü. 9 êëàññ. Ðåøåíèÿ.

1. (À.Áëèíêîâ, Þ.Áëèíêîâ) Ñåðåäèíà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà è îñíîâàíèå âûñîòû, ïðî-
âåäåííîé ê ýòîé ñòîðîíå, ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷êè êàñàíèÿ ýòîé ñòîðîíû
ñ âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ñòîðîíà ñîñòàâëÿåò òðåòü ïåðèìåòðà
òðåóãîëüíèêà.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü a, b � äëèíû äâóõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, x, y � äëèíû
îòðåçêîâ, íà êîòîðûå âûñîòà äåëèò òðåòüþ ñòîðîíó (åñëè îñíîâàíèå âûñîòû ëåæèò
âíå ñòîðîíû, äëèíó îäíîãî èç îòðåçêîâ ñ÷èòàåì îòðèöàòåëüíîé). Òîãäà ïî òåîðåìå
Ïèôàãîðà x2−y2 = a2− b2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè
äåëèò ñòîðîíó íà îòðåçêè p−a è p−b. Ïîýòîìó óñëîâèå çàäà÷è ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó
x− y = 2(a− b). Ðàçäåëèâ ïåðâîå ðàâåíñòâî íà âòîðîå, ïîëó÷èì, ÷òî äëèíà òðåòüåé
ñòîðîíû x + y = (a + b)/2 = 2p/3.
Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü c � èñêîìàÿ ñòîðîíà, òîãäà r/rc = (p−c)/p. Ïóñòü K è P �
òî÷êè êàñàíèÿ ñî ñòîðîíîé âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòåé ñîîòâåòñòâåííî, I
è Q � öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ñåðåäèíà âûñîòû CH ëåæèò
íà ïðÿìîé IP . Òîãäà èç ïîäîáèÿ äâóõ ïàð òðåóãîëüíèêîâ ïîëó÷èì, ÷òî r = h/3, rc = h
(ðèñ.9.1). Ïîäñòàâèì â ïåðâîå ðàâåíñòâî è ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

A B

C

P

Q

K

I

Ðèñ.9.1

2. (Î.Ð.Ìóñèí) Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ra, Rb, Rc

è Rd ðàäèóñû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ DAB, ABC, BCD, CDA. Äî-
êàæèòå, ÷òî íåðàâåíñòâî Ra < Rb < Rc < Rd âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

180◦ − ∠CDB < ∠CAB < ∠CDB.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü óãëû ÷åòûðåõóãîëüíèêà óäîâëåòâîðÿþò óêàçàííîìó íåðàâåíñòâó.
Òîãäà sin ∠CAB > sin ∠CDB è, çíà÷èò, Rb < Rc. Ïîñêîëüêó óãîë CDB òóïîé, îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà A ëåæèò âíå îêðóæíîñòè CDB, ò.å. ∠CAD < ∠CBD. Òàê êàê îáà
ýòè óãëà îñòðûå, òî sin ∠CAD < sin ∠CBD è, çíà÷èò, Rc < Rd. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó
∠ACB + ∠CBD = ∠CAD + ∠ADB < 90◦, òî ∠ACB < ∠ADB < 90◦, ò.å. Ra < Rb.
Îáðàòíî, èç íåðàâåíñòâà Rb < Rc ñëåäóåò, ÷òî óãîë CAB ëåæèò ìåæäó óãëàìè CDB è
180◦−∠CDB. Òîãäà, åñëè óãîë CDB îñòðûé, òî ∠ABD < ∠ACD, à òàê êàê Ra < Rd,
òî ∠ABD > 180◦ − ∠ACD. Íî òîãäà, ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííîå âûøå ðàññóæäåíèå,
ïîëó÷àåì, ÷òî Rb < Ra < Rd < Rc.

3. (È.Áîãäàíîâ) ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè, ëó÷è BA è CD
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E, ëó÷è BC è AD � â òî÷êå F . Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðå-
óãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ïðÿìûìè AB, CD è áèññåêòðèñîé óãëà B, êàñàåòñÿ ïðÿìîé
AB â òî÷êå K, à âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ïðÿìûìè AD,
BC è áèññåêòðèñîé óãëà B, êàñàåòñÿ ïðÿìîé BC â òî÷êå L. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå
KL, AC è EF ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé â ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD îêðóæ-
íîñòè ñî ñòîðîíàìè AB è BC ÷åðåç U è V . Èìååì ðàâåíñòâî äâîéíûõ îòíîøåíèé:

(EB; KU) =
EK

BK
:
EU

BU
=

ctg \BEC
2

ctg \B
4

:
ctg \BEC

2

ctg \B
2

= (FB; LV ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìûå KL, EF , UV ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Àíàëîãè÷íî
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî AC, EF , UV ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå (ðèñ.9.3).

B

U V

E

F

D

A

C

K

L

Ðèñ.9.3
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4. (Í.Áåëóõîâ, Áîëãàðèÿ) Äàí ïðàâèëüíûé 17-óãîëüíèê A1 . . . A17. Äîêàæèòå, ÷òî òðå-
óãîëüíèêè, îáðàçîâàííûå ïðÿìûìè A1A4, A2A10, A13A14 è A2A3, A4A6 A14A15, ðàâíû.
Ðåøåíèå. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî A1A4 ‖ A2A3, A2A10 ‖ A14A15, A13A14 ‖ A4A6.
Ïîýòîìó íàäî äîêàçàòü, ÷òî äàííûå òðåóãîëüíèêè öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íû.
Ïóñòü A, B, C, D, E, F � ñåðåäèíû õîðä A1A2, A3A4, A4A13, A6A14, A10A14, A15A2

ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå BC, DE, FA êàê ñðåäíèå ëèíèè òðåõ òðåóãîëüíèêîâ ïà-
ðàëëåëüíû ïðÿìûì A3A13 ‖ A6A10 ‖ A1A15. Ïðÿìûå AD, BE, CF êàê îñè ñèììåò-
ðèè òðåõ ðàâíîáåäðåííûõ òðàïåöèé ïåðåñåêàþòñÿ â öåíòðå ñåìíàäöàòèóãîëüíèêà. Ïî
äâîéñòâåííîé òåîðåìå Ïàïïà ïðÿìûå AB, CD, EF ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå
P (ðèñ.9.4). Íî ýòè ïðÿìûå ÿâëÿþòñÿ ñðåäíèìè ëèíèÿìè òðåõ ïîëîñ, îáðàçîâàííûõ
ïàðàìè ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí äàííûõ òðåóãîëüíèêîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè òðåóãîëü-
íèêè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî P .

A1
A2

A3

A4

A6

A10

A13

A14

A15

A

B

C

D

E

F

P

Ðèñ.9.4

9



V Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. Âòîðîé äåíü. 9 êëàññ. Ðåøåíèÿ.

5. (Á.Ôðåíêèí) Íà îêðóæíîñòè îòìåòèëè n òî÷åê. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè òðåóãîëüíèêîâ
ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ ðîâíî ïîëîâèíà îñòðîóãîëüíûõ. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ n,
ïðè êîòîðûõ ýòî âîçìîæíî.
Îòâåò. n = 4 èëè n = 5.
Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî n > 3. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ñ âåð-
øèíàìè â äàííûõ òî÷êàõ. Åñëè öåíòð îêðóæíîñòè ëåæèò âíóòðè ÷åòûðåõóãîëüíèêà
è íå íà åãî äèàãîíàëè (íàçîâåì òàêîé ÷åòûðåõóãîëüíèê õîðîøèì), òî èç ÷åòûðåõ
òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ âåðøèíàìè ÷åòûðåõóãîëüíèêà, îñòðîóãîëüíûõ ðîâíî
äâà. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ îñòðîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ìåíüøå äâóõ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ÷åòûðåõóãîëüíèêè,
îáðàçîâàííûå äàííûìè òî÷êàìè, õîðîøèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè n = 4 è n = 5 ýòî
âîçìîæíî (íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü âåðøèíû ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà).
Ïóñòü n > 5. Ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü èç äàííûõ òî÷åê A è ïðîâåäåì ÷åðåç íåå
äèàìåòð AA′. Åñëè òî÷êà A′ îòìå÷åíà, òî ÷åòûðåõóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé A, A′ è
ëþáûìè äâóìÿ èç îñòàëüíûõ òî÷åê, íå áóäåò õîðîøèì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàé-
äóòñÿ òðè îòìå÷åííûå òî÷êè, ëåæàùèå ïî îäíó ñòîðîíó îò AA′. ×åòûðåõóãîëüíèê,
îáðàçîâàííûé ýòèìè òî÷êàìè è òî÷êîé A, íå ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì.

6. (À.Àêîïÿí) Äàí òðåóãîëüíèê ABC òàêîé, ÷òî AB −BC = AC√
2
. Ïóñòü M � ñåðåäèíà

ñòîðîíû AC, à N � îñíîâàíèå áèññåêòðèñû óãëà B. Äîêàæèòå, ÷òî

∠BMC + ∠BNC = 90◦.

Ðåøåíèå. Ïóñòü C ′ � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ C îòíîñèòåëüíî BN . Òîãäà AC ′ = AB−
BC, è ïî óñëîâèþ AM/AC ′ = AC ′/AC. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè AC ′M è ACC ′ ïîäîáíû,
è ∠AC ′M = ∠C ′CA = 90◦ − ∠BNC. Êðîìå òîãî, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó äëÿ ìåäèàíû,
ïîëó÷àåì, ÷òî BM2 = AB · BC, ò.å. BC ′/BM = BM/BA. Ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè
BC ′M è BMA òàêæå ïîäîáíû, è ∠BMC ′ = ∠BAM . Ñëåäîâàòåëüíî, ∠BMC = 180◦−
∠BMC − ∠C ′MA = ∠MC ′A, îòêóäà è ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (ðèñ.9.6).

A

B

C
M N

C ′

Ðèñ.9.6
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7. (Ì.Âîë÷êåâè÷) Äàíû äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè O1, O2. Ïîñòðîé-
òå îêðóæíîñòü, êàñàþùóþñÿ îäíîé èç íèõ âíåøíèì, à äðóãîé âíóòðåííèì îáðàçîì,
öåíòð êîòîðîé óäàëåí îò ïðÿìîé O1O2 íà íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå.
Ðåøåíèå. Ïóñòü O, r � öåíòð è ðàäèóñ íåêîòîðîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ äàííûõ;
r1, r2 � ðàäèóñû äàííûõ îêðóæíîñòåé. Òîãäà ëèáî OO1 = r1 − r, OO2 = r2 + r, ëèáî
OO1 = r1+r, OO2 = r2−r, è â îáîèõ ñëó÷àÿõ OO1+OO2 = r1+r2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðå-
äè âñåõ òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óñëîâèþ, íàäî íàéòè íàèáîëåå óäàëåííóþ îò
ïðÿìîé O1O2. Èçâåñòíî, ÷òî èç âñåõ òðåóãîëüíèêîâ ñ äàííûìè îñíîâàíèåì è âûñîòîé
íàèìåíüøèé ïåðèìåòð èìååò ðàâíîáåäðåííûé. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëüøóþ âûñîòó
ñðåäè âñåõ òðåóãîëüíèêîâ ñ äàííûìè îäíîé ñòîðîíîé è ñóììîé äâóõ äðóãèõ òàêæå
èìååò ðàâíîáåäðåííûé. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî öåíòð èñêîìîé îêðóæíîñòè ëåæèò íà
ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ (r1 + r2)/2 îò òî÷åê O1 è O2, à åå ðàäèóñ ðàâåí |r1 − r2|/2.

8. (C.Pohoata, Ðóìûíèÿ; À.Çàñëàâñêèé) Äàí âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Èç-
âåñòíî, ÷òî ÷åòûðå îêðóæíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ êàñàåòñÿ åãî äèàãîíàëåé è îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè èçíóòðè, ðàâíû. Âåðíî ëè, ÷òî ABCD êâàäðàò?
Îòâåò. Äà.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü AC ∩ BD = P , à îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â êðèâîëèíåé-
íûå òðåóãîëüíèêè ABP, BCP, CDP, DAP , êàñàþòñÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ABCD
â òî÷êàõ K, L, M , N .
Ðàññìîòðèì ñåãìåíò ABC. Êîãäà òî÷êà X äâèæåòñÿ ïî äóãå ABC îò A ê C, ðàäèóñ
îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ñåãìåíò è êàñàþùåéñÿ äóãè â òî÷êå X, âîçðàñòàåò, ïîêà X
íå äîñòèãíåò ñåðåäèíû äóãè, è óáûâàåò ïîñëå ýòîãî. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíûì ðàäèóñàì
ñîîòâåòñòâóþò ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû äóãè ïîëîæåíèÿ X.
Òàêèì îáðàçîì, ^ AK =^ LC. Àíàëîãè÷íî, ^ AN =^ MC. Çíà÷èò, ^ NK =^
LM , è ^ KL =^ MN . Òîãäà ^ NL =^ NK+ ^ KL = 180◦ ò.å. NL � äèàìåòð
îêðóæíîñòè. Àíàëîãè÷íî, KM òîæå ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì.
Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè O ïåðåâîäèò ïàðó îêðóæíî-
ñòåé, êàñàþùèõñÿ åå â òî÷êàõ M è N , â ïàðó îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ â òî÷êàõ K è
L. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùàÿ âíåøíÿÿ êàñàòåëüíàÿ ïåðâîé ïàðû AC ïåðåéäåò â CA. Ïî-
ýòîìó AC è, àíàëîãè÷íî, BD � äèàìåòðû îêðóæíîñòè, ò.å. ABCD � ïðÿìîóãîëüíèê.
Åãî äèàãîíàëè äåëÿò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü íà ÷åòûðå ñåêòîðà, è ðàäèóñû îêðóæíî-
ñòåé, âïèñàííûõ â ýòè ñåêòîðû, ðàâíû. Çíà÷èò ðàâíû è ñàìè ñåêòîðû, ò.å. ABCD �
êâàäðàò.
Âòîðîå ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Òåáî: ïóñòü íà ñòîðîíå AC òðåóãîëü-
íèêà ABC âçÿòà òî÷êà M . Äâå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ ëó÷à MB, ïðÿìîé AC è (èçíó-
òðè) îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Òîãäà ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ öåíòðû
ýòèõ îêðóæíîñòåé, ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Òåáî ìîæíî ïðî÷èòàòü â ñòàòüå Â.Þ.Ïðîòàñîâà â "Êâàíòå"
�4, 2008.
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Òåáî ê òðåóãîëüíèêàì ABC, BCD, CDA, DAB è òî÷êå ïåðå-
ñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé, ïîëó÷àåì, ÷òî ðàäèóñû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé âñåõ ÷åòûðåõ
òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû. Âû÷èñëèâ ïëîùàäü êàæäîãî èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ êàê ïðîèç-
âåäåíèå ïîëóïåðèìåòðà íà ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè, è ïðèðàâíÿâ ñóììû ïëî-
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ùàäåé äâóõ ïàð òðåóãîëüíèêîâ, ïîëó÷èì, ÷òî AC = BD, ò.å ABCD � ðàâíîáåä-
ðåííàÿ òðàïåöèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî AD, BC � åå îñíîâàíèÿ è AD > BC. Òîãäà
SABD/SABC = AD/BC > (AD + BD + AB)/(BC + AB + AC), è ðàäèóñû âïèñàííûõ
îêðóæíîñòåé ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ íå ìîãóò áûòü ðàâíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ABCD �
ïðÿìîóãîëüíèê. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ðåøåíèþ ïîëó÷àåì, ÷òî ABCD � êâàä-
ðàò.
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V Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. Ïåðâûé äåíü. 10 êëàññ. Ðåøåíèÿ.

1. (Ä.Øâåöîâ) Ïóñòü a, b, c � äëèíû ñòîðîí ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà; p � ïîëóïå-
ðèìåòð; r � ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

√
ab(p− c)

p
+

√
ca(p− b)

p
+

√
bc(p− a)

p
≥ 6r.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ, ïîëó÷àåì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü íå ìåíüøå,
÷åì

3
3

√√√√abc

p

√
(p− a)(p− b)(p− c)

p
= 3

3
√

4r2R.

Ïîñêîëüêó R ≥ 2r, îòñþäà ñëåäóåò èñêîìîå íåðàâåíñòâî.

2. (Ô.Íèëîâ) Äàí ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD. Åãî ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû AB è CD
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Åãî äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå L. Èçâåñòíî, ÷òî ïðÿ-
ìàÿ KL ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð òÿæåñòè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD. Äîêàæèòå, ÷òî
ABCD - òðàïåöèÿ.
Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìûå AD è BC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M . Ïóñòü
X, Y � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ ñ ïðÿìîé KL. Òîãäà äâîéíûå îòíîøåíèÿ
(AD; MX) è (BC; MY ) ðàâíû åäèíèöå. Ñëåäîâàòåëüíî, îáà îòíîøåíèÿ AX/XD è
BY/Y C ëèáî áîëüøå, ëèáî ìåíüøå 1, è îòðåçîê XY íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ îòðåçêîì,
ñîåäèíÿþùèì ñåðåäèíû ñòîðîí AD è BC, íà êîòîðîì ëåæèò öåíòð òÿæåñòè ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà. Ïîýòîìó óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè AD ‖ BC.

3. (À.Çàñëàâñêèé, À.Àêîïÿí) Ðàäèóñû îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé òðåóãîëü-
íèêà ABC ðàâíû R è r; O, I � öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé. Âíåøíÿÿ áèññåêòðèñà óãëà
C ïåðåñåêàåò AB â òî÷êå P . Òî÷êà Q � ïðîåêöèÿ òî÷êè P íà ïðÿìóþ OI. Íàéäèòå
ðàññòîÿíèå OQ.
Ðåøåíèå. Ïóñòü A′, B′, C ′ � öåíòðû âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà
ABC. Òîãäà I � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà A′B′C ′, A, B, C � îñíîâàíèÿ åãî âûñîò
è, çíà÷èò, îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ABC ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Ýéëåðà òðåóãîëüíèêà
A′B′C ′. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè A′B′C ′ ðàâåí 2R, à åå öåíòðîì
ÿâëÿåòñÿ òî÷êà O′, ñèììåòðè÷íàÿ I îòíîñèòåëüíî O. Êðîìå òîãî, òî÷êè A, B, A′, B′

ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Ïðÿìàÿ AB ÿâëÿåòñÿ îáùåé õîðäîé ýòîé îêðóæíîñòè è
îêðóæíîñòè ABC, à âíåøíÿÿ áèññåêòðèñà óãëà C � îáùåé õîðäîé ýòîé îêðóæíîñòè
è îêðóæíîñòè A′B′C ′. Ïîýòîìó òî÷êà P ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíûì öåíòðîì òðåõ îêðóæ-
íîñòåé, à ïðÿìàÿ PQ � ðàäèêàëüíîé îñüþ îêðóæíîñòåé ABC è A′B′C ′ (ðèñ.10.3).
Ñëåäîâàòåëüíî, OQ2 − R2 = (OQ + OO′)2 − 4R2. Ïîñêîëüêó OO′ = OI =

√
R2 − 2Rr

êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé, ïîëó÷àåì, ÷òî
OQ = R(R + r)/

√
R2 − 2Rr.
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A
B

C

P

Q

A′

B′

C ′

I

O

O′

Ðèñ.10.3

4. (C.Pohoata, Ðóìûíèÿ) ×åðåç âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ABC ïðîâîäÿòñÿ òðè ïðîèç-
âîëüíûå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå da, db, dc. Ïðÿìûå, ñèììåòðè÷íûå da, db, dc îòíîñè-
òåëüíî BC, CA, AB ñîîòâåòñòâåííî, îáðàçóþò òðåóãîëüíèê XY Z. Íàéäèòå ãåîìåò-
ðè÷åñêîå ìåñòî öåíòðîâ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Êîãäà ïðÿìûå da, db, dc âðàùàþòñÿ âîêðóã âåðøèí òðåóãîëüíèêà,
ñèììåòðè÷íûå ïðÿìûå âðàùàþòñÿ ñ òîé æå ñêîðîñòüþ âîêðóã òî÷åê, ñèììåòðè÷íûõ
âåðøèíàì îòíîñèòåëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí. Ïîýòîìó, âî-ïåðâûõ, óãëû òðå-
óãîëüíèêà XY Z íå çàâèñÿò îò âûáîðà ïðÿìûõ da, db, dc, òàê ÷òî âñå ýòè òðåóãîëüíèêè
ïîäîáíû, âî-âòîðûõ, òî÷êè X, Y , Z äâèæóòñÿ ñ îäèíàêîâûìè óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè
ïî òðåì îêðóæíîñòÿì. Çíà÷èò, öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òîæå äâèæåòñÿ ïî íåêî-
òîðîé îêðóæíîñòè, è äîñòàòî÷íî íàéòè òðè åå òî÷êè.
Âîçüìåì ïðÿìûå da, db ñîâïàäàþùèìè ñ ïðÿìîé AB. Ïóñòü A′, B′ � òî÷êè, ñèììåò-
ðè÷íûå A, B îòíîñèòåëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Òîãäà Z � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB′ è BA′, à Y è X � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ ñ ïðÿìîé,
ïàðàëëåëüíîé AB è ëåæàùåé âäâîå äàëüøå îò òî÷êè C. Çàìåòèì, ÷òî C è öåíòð O
îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíîóäàëåíû îò ïðÿìûõ AB′ è BA′, ò.å.
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áèññåêòðèñà óãëà XZY ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé CO. Êðîìå òîãî, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
áèññåêòðèñû óãëîâ ZXY è ZY X ïåðïåíäèêóëÿðíû AC è BC ñîîòâåòñòâåííî.
Ðàññìîòðèì ïðîåêöèè òî÷êè O è öåíòðà âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê XY Z îêðóæíî-
ñòè íà ïðÿìóþ AC. Òî÷êà O ïðîåöèðóåòñÿ â ñåðåäèíó AC. Òóäà æå ïðîåöèðóåòñÿ
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB′ è dc, ïîñêîëüêó óãëû, îáðàçîâàííûå ýòèìè ïðÿìû-
ìè ñ AC, ðàâíû. Çíà÷èò, X è öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè ïðîåöèðóþòñÿ â òî÷êó,
ñèììåòðè÷íóþ ñåðåäèíå AC îòíîñèòåëüíî A (ðèñ.10.4). Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèå
îò O äî öåíòðà âïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâíî óäâîåííîìó ðàäèóñó îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Âçÿâ ïðÿìûå da, db, dc ïàðàëëåëüíûìè äðóãèì ñòîðîíàì
ABC, ïîëó÷èì òîò æå ðåçóëüòàò. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå ÃÌÒ � îêðóæíîñòü, êîí-
öåíòðè÷íàÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ABC, íî âäâîå áîëüøåãî ðàäèóñà.

A
B

C

A′

B′

XY

Z

O

Ðèñ.10.4
Âòîðîå ðåøåíèå. Ðàññóæäàÿ êàê â ïðåäûäóùåì ðåøåíèè, ïîëó÷àåì, ÷òî êîãäà ïðÿ-
ìûå d âðàùàþòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, ïðÿìûå XY , Y Z, ZX òàêæå âðàùàþòñÿ
ñïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíà X òðåóãîëüíèêà XY Z îïèñûâàåò
îêðóæíîñòü ñ õîðäîé B′C ′, à áèññåêòðèñà ∠Y XZ âðàùàåòñÿ âîêðóã ñåðåäèíû Wa

äóãè ^ B′C ′ òàêæå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Àíàëîãè÷íî áèññåêòðèñû óãëîâ ∠Y è
∠Z âðàùàþòñÿ âîêðóã ñåðåäèí Wb, Wc ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã ^ A′C ′ è ^ A′B′.
Òàêèì îáðàçîì, öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè I îäíîâðåìåííî äâèæåòñÿ ïî îïèñàí-
íûì îêðóæíîñòÿì òðåóãîëüíèêîâ IWaWb, IWbWc è IWcWa. Çíà÷èò, ýòè îêðóæíîñòè
ñîâïàäàþò, è èñêîìûì ÃÌÒ áóäåò îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà WaWbWc.
Ïîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ èç òî÷åê Wa, Wb, Wc ëåæèò íà ðàññòîÿíèè 2R îò O. Ðàññìîò-
ðèì, íàïðèìåð, òî÷êó Wa. Ïóñòü BHb, CHc � âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC, Oa � öåíòð
îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà AHbHc, O′ � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ O îòíîñè-
òåëüíî BC, Ma � ñåðåäèíà BC. Òðåóãîëüíèêè BCO′, HbHcOa è B′C ′Wa ïîäîáíû (îíè
âñå ðàâíîáåäðåííûå ñ óãëîì ïðè âåðøèíå 2C), âûðîæäåííûå òðåóãîëüíèêè BHbB1
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è CHcC1 òàêæå ïîäîáíû, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ïîäîáíû è "òðåóãîëüíèêó"O′OaWa, ò.å
MaOa � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà O′OWa. Òàê êàê îòðåçîê MaOa � äèàìåòð
îêðóæíîñòè Ýéëåðà, òî åãî äëèíà ðàâíà R.
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V Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. Âòîðîé äåíü. 10 êëàññ. Ðåøåíèÿ.

5. (Ä.Ïðîêîïåíêî) Â òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí ðîìá CKLN òàê, ÷òî òî÷êà L ëåæèò íà
ñòîðîíå AB, òî÷êà N � íà ñòîðîíå AC, òî÷êà K � íà ñòîðîíå BC. Ïóñòü O1, O2 è O �
öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ACL, BCL è ABC ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü P �� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ANL è BKL,
îòëè÷íàÿ îò L. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè O1, O2, O è P ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî L � îñíîâàíèå áèññåêòðèñû óãëà C, à ïðÿìûå LN , LK
ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì BC, AC. Ïîýòîìó ∠AO1L = 2∠ACL = ∠C = ∠ANL, ò.å.
òî÷êà O1 ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ANL è ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé
äóãè ANL ýòîé îêðóæíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠O1PL = ∠APL + ∠O1PA = ∠C +
\A+\B

2
= π+\C

2
. Àíàëîãè÷íî ∠O2Pl = π+\C

2
. Çíà÷èò, ∠O1PO2 = π − ∠C. Íî óãîë

O1OO2 òàêæå ðàâåí π − ∠C, ïîòîìó ÷òî ïðÿìûå OO1, OO2 ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèííûìè
ïåðïåíäèêóëÿðàìè ê AC è BC (ðèñ.10.5).

A

B

C

L

N KO1 O2

O
P

Ðèñ.10.5

6. (À.Çàñëàâñêèé) Â òðåóãîëüíèêå ABC M � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí, I � öåíòð
âïèñàííîé îêðóæíîñòè, A1 è B1 � òî÷êè êàñàíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè BC
è AC, G � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AA1 è BB1. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë CGI ïðÿìîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà GM ‖ AB.
Ðåøåíèå. Ïóñòü C1 � òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíîé AB, C2 �
âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè ñ ïðÿìîé CC1. Òîãäà G ëåæèò íà îò-
ðåçêå CC1. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ âïèñàííóþ
îêðóæíîñòü â îêðóæíîñòü, à G � â åå öåíòð. Òðåóãîëüíèê ABC ïðè ýòîé ïðîåêöèè
ïåðåéäåò â ïðàâèëüíûé, òàê ÷òî äâîéíîå îòíîøåíèå (CG; C1C2) äëÿ ëþáîãî òðåóãîëü-
íèêà òàêîå æå, êàê äëÿ ïðàâèëüíîãî, ò.å. ðàâíî 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì öåïî÷êó
ðàâíîñèëüíûõ óòâåðæäåíèé:

17



∠CGI = 90◦;
G � ñåðåäèíà C1C2;
CC1 = 3CC2;
CC1 = 3GC1;
GM ‖ AB.
Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü AC1 = x,BA1 = y, CB1 = z. Ïî òåîðåìå Ìåíåëàÿ

y + x

x
.
GC1

GC
.
z

y
= 1 ⇒ GC1

GC
= k =

xy

z(x + y)
=

m

z
,

ãäå m = xy
x+y

.
Òåïåðü,

∠IGC = 90◦ ⇔ CI2 − r2 = GC2 −GC2
1 ⇔ z2 =

= CC2
1(

1

(1 + k)2
− k2

(1 + k)2
) = CC2

1(
1− k

1 + k
) = CC2

1(
z −m

z + m
).

Íî ïî òåîðåìå Ñòþàðòà

CC2
1 =

x

x + y
(z + y)2 +

y

x + y
(z + x)2 − xy = z(z + 4m).

Èç ýòèõ äâóõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì, ÷òî

z2 = z(z + 4m)(
z −m

z + m
) ⇔ z(z + m) = (z + 4m)(z −m) ⇔

⇔ 2zm = 4m2 ⇔ z = 2m ⇔ k =
1

2
,

÷.ò.ä.

7. (À.Ãëàçûðèí) Äàíî ìíîæåñòâî òî÷åê O, A1, A2 ... An íà ïëîñêîñòè. Ðàññòîÿíèå ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ èç ýòèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì êîðíåì èç íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå âåêòîðû ~x è ~y, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè Ai âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî ~OAi = k~x + l~y, ãäå k è l � íåêîòîðûå öåëûå ÷èñëà.
Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ i, j ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå ( ~OAi, ~OAj) ÿâëÿåòñÿ ïîëîâèíîé öåëîãî ÷èñëà. Çíà÷èò, äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë
m1, . . . ,mn äëèíà âåêòîðà m1

~OA1 + · · · + mn
~OAn � êîðåíü èç íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

Îòìåòèì íà ïëîñêîñòè òî÷êè, ÿâëÿþùèåñÿ êîíöàìè âñåõ òàêèõ âåêòîðîâ. Ïóñòü X �
áëèæàéøàÿ ê O èç îòìå÷åííûõ òî÷åê, Y � áëèæàéøàÿ ê O èç îòìå÷åííûõ òî÷åê,
íå ëåæàùèõ íà ïðÿìîé OX. Ðàçîáüåì ïëîñêîñòü íà ïàðàëëåëîãðàììû, îáðàçîâàííûå
âåêòîðàìè ~x = ~OX è ~y = ~OY . Â ñèëó âûáîðà òî÷åê X, Y âñå îòìå÷åííûå òî÷êè áóäóò
âåðøèíàìè ïàðàëëåëîãðàììîâ ðàçáèåíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû ~x, ~y � èñêîìûå.

8. (Á.Ôðåíêèí) Ìîæíî ëè âïèñàòü ïðàâèëüíûé îêòàýäð â ïðàâèëüíûé äîäåêàýäð òàê,
÷òîáû êàæäàÿ âåðøèíà îêòàýäðà áûëà âåðøèíîé äîäåêàýäðà?
Îòâåò. Íåò.
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Ðåøåíèå. Åñëè ïðàâèëüíûé îêòàýäð âïèñàí â ïðàâèëüíûé äîäåêàýäð, òî îïèñàííàÿ
ñôåðà ó íèõ îäíà è òà æå. Äâå ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû îêòàýäðà ÿâëÿþòñÿ êîí-
öàìè äèàìåòðà ýòîé ñôåðû è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîòèâîïîëîæíûìè âåðøèíàìè äîäå-
êàýäðà, à îñòàëüíûå âåðøèíû îêòàýäðà ðàâíîóäàëåíû îò ýòèõ äâóõ. Íî ó äîäåêàýäðà
íåò âåðøèí, ðàâíîóäàëåííûõ îò äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ.
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VI Олимпиада по геометрии им. И.Ф.Шарыгина
Финал. Первый день. 8 класс. Решения.

1. (М. Рожкова, Украина) В неравнобедренном треугольнике ABC проведены высо-
та из вершины A и биссектрисы из двух других вершин. Докажите, что описанная
окружность треугольника, образованного этими тремя прямыми, касается биссек-
трисы, проведенной из вершины A.

Решение. Обозначим через I точку пересечения биссектрис, а через X и Y — точки
пересечения высоты с биссектрисами углов B и C соответственно. Пусть для опреде-
лённости AB > AC; тогда точки I и Y лежат на отрезках BY и AX, соответственно.
Значит, ∠AIY = ∠A/2 + ∠B/2 = 90◦ − ∠C/2 = ∠IXY , откуда (по теореме об угле
между касательной и хордой) сразу следует утверждение задачи.

A

B C

I

B′

X

Y

Рис. 8.1

2. (А. Акопян) Даны две точки A и B. Найдите геометрическое место точек C таких,
что точки A, B и C можно накрыть кругом единичного радиуса.

Решение. Обозначим искомое ГМТ через Φ. Очевидно, что Φ пусто при AB > 2, а
при AB = 2 является кругом с диаметром AB. Пусть AB < 2, а окружности ωA, ωB

с центрами A, B и радиусами, равными 1, пересекаются в точках P и Q. Рассмотрим
круги единичного радиуса, покрывающие точки A и B; ГМТ их центров есть «лин-
за», образованная дугами PQ окружностей ωA и ωB. Значит, Φ есть объединение
кругов единичного радиуса с центрами в этой линзе.

A

B

PQ

P1Q1

P2Q2
A

B

PPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPQ

P1

P2

X

Y

Рис. 8.2.1 Рис 8.2.2
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Построим точки P1, P2, Q1, Q2 такие, что P — середина отрезков AP1, BP2, а Q —
середина отрезков AQ1, BQ2, и проведем четыре дуги окружностей: P1Q1 с центром
A и радиусом 2, P2Q2 с центром B и радиусом 2, P1P2 с центром P и радиусом 1, Q1Q2

с центром Q и радиусом 1 (рис. 8.2.1). Докажем, что Φ есть фигура, ограниченная
этими дугами. Ясно, что любая точка X этой фигуры принадлежат Φ. В самом деле,
если X лежит в секторе P1PP2, то она лежит в круге с центром P ; если же она лежит
в секторе P1AQ1, то она лежит в круге с центром Y , где Y — точка пересечения луча
AX и дуги PQ окружности ω1. Остальные случаи аналогичны.

Осталось показать, что любая точка X вне нашей фигуры не принадлежат Φ. Если X
лежит в угле P1AQ1, то AX > 2, и точки A и X не накрываются единичным кругом.
Пусть теперь X лежит в угле P1PP2; нам надо доказать, что расстояние от X до
любой точки Y , лежащей в линзе, больше 1. Для этого покажем, что ∠XPY > 90◦

(и, следовательно, XY > XP > 1). Пусть для определённости в угле XPY лежит
точка P1 (рис. 8.2.2); тогда ∠XPY > ∠P1PY . С другой стороны, AY 6 1, а AP1 = 2,
откуда P1Y > 1 > AY . Это и означает, что точки A и Y лежат по одну сторону от
серединного перпендикуляра к AP1, т.е. 90◦ 6 ∠P1PY 6 ∠XPY .

3. (С. Берлов, Д. Прокопенко) В выпуклом четырехугольнике ABCD лучи AB и DC
пересекаются в точке K. На биссектрисе угла AKD нашлась точка P такая, что
прямые BP и CP делят пополам отрезки AC и BD соответственно. Докажите, что
AB = CD.

A

B

C

D

PPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPP

K

Рис. 8.3

Решение. Поскольку прямые BP и CP являются медианами треугольников ABC
и BCD, то точки A и C равноудалены от BP , а B и D — от CP . Это значит, что
SPAB = SPBC = SPCD. С другой стороны, высоты треугольников PAB и PCD из
точки P равны, так как P лежит на биссектрисе; значит, равны и их основания, что
и требовалось доказать.

4. (И. Богданов) В равные углы X1OY и Y OX2 вписаны окружности ω1 и ω2, касающи-
еся сторон OX1 и OX2 в точках A1 и A2 соответственно, а стороны OY — в точках
B1 и B2. Точка C1 — вторая точка пересечения A1B2 и ω1, а точка C2 — вторая точка
пересечения A2B1 и ω2. Докажите, что C1C2 — общая касательная к окружностям.

Решение. Можно считать, что OA2 > OA1. Треугольники OA1B2 и OB1A2 равны
по двум сторонам и углу между ними, значит, ∠OB2A1 = ∠OA2B1 и ∠OA1B2 =
∠OB1A2. Далее, из равенства ∠A1OB1 = ∠B2OA2 = ϕ следует, что ∠A1C1B1 =
90◦ − ϕ/2 = 180◦ − (90◦ + ϕ/2) = 180◦ − ∠A2C2B2. Следовательно, четырехугольник
B2C2B1C1 вписан, поэтому ∠B1C2C1 = ∠B1B2C1 = ∠OA2B1. Наконец, поскольку
прямые C1C2 и OA2 образуют равные углы с хордой A2C2 окружности ω2, а OA2 —
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X2

ω2

ω1

Рис. 8.4

касательная, то и C1C2 — также касательная. Касание C1C2 и ω1 доказывается ана-
логично.

Замечание. Другое решение можно получить, заметив, что из равенства треуголь-
ников OA1B2 и OA2B1 следует A1B2 = A2B1, а затем применив теорему о секущей
и касательной: B1C2 · B1A2 = B1B

2
2 = B2C1 · B2A1, откуда B2C1 = B1C2. Теперь,

поскольку четырёхугольник B1C2B2C1 вписан, он является равнобокой трапецией и,
следовательно, симметричен относительно линии центров наших окружностей.
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VI Олимпиада по геометрии им. И.Ф.Шарыгина
Финал. Второй день. 8 класс. Решения.

5. (Б. Френкин) В треугольнике ABC проведены высота AH, биссектриса BL и медиана
CM . Известно, что в треугольнике HLM прямая AH является высотой, а BL —
биссектрисой. Докажите, что CM является в этом треугольнике медианой.

Решение. Так как AH ⊥ LM , то LM ‖ BC, т.е. LM — средняя линия треугольника.
Значит, BL — биссектриса и медиана треугольника ABC, т.е AB = BC. Поскольку
BL является биссектрисой углов ABC и HLM , точки H и M симметричны отно-
сительно нее; значит, 1

2
AB = BM = BH = 1

2
BC, и высота AH является медианой

треугольника ABC. Таким образом, AC = AB = BC, треугольник ABC — равно-
сторонний, и из симметрии CM делит HL пополам, что и требовалось доказать.

6. (Д. Прокопенко) Точки E, F — середины сторон BC, CD квадрата ABCD. Прямые
AE и BF пересекаются в точке P . Докажите, что ∠PDA = ∠AED.

Первое решение. Заметим, что прямые AE и BF перпендикулярны, поскольку
получаются друг из друга поворотом на 90◦ вокруг центра квадрата. Пусть прямая,
проходящая через A и параллельная BF , пересекает прямую CD в точке G. Так
как ABFG — параллелограмм, то FG=AB и, значит, FD = DG. По теореме Фалеса
прямая, проходящая через D и параллельная BF , является медианой треугольника
ADP . Поскольку AE ⊥ BF , эта прямая является и высотой (рис. 8.6). Следова-
тельно, треугольник ADP — равнобедренный, как и треугольник AED. Угол EAD
в обоих треугольниках является углом при основании, поэтому углы при вершинах
также равны.

A

B C

D

E

F

G

P

Рис. 8.6

Второе решение. Опять же заметим, что ∠APF = 90◦ = ∠ADF . Значит, четы-
рехугольник APFD вписан, откуда ∠ADP = ∠AFP = ∠AFB. С другой стороны,
∠AFB = ∠AED, поскольку треугольники ABF и ADE равны.

Третье решение. Пусть AB = 1. Поскольку BP — высота прямоугольного тре-
угольника с катетами 1 и 1

2
, получаем AP : PE = 4 : 1. Тогда по теореме Фалеса

проекция отрезка DP на CD равна 4
5
. Аналогично получаем, что его проекция на AD

равна 3
5
. Значит, по теореме Пифагора DP = 1 = AD. Дальнейшие рассуждения та-

кие же, как в первом решении.
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7. (Б. Френкин) Каждый из двух правильных многоугольников P и Q разрезали пря-
мой на две части. Одну из частей P и одну из частей Q сложили друг с другом
по линии разреза. Может ли получиться правильный многоугольник, не равный ни
одному из исходных, и если да, то сколько у него может быть сторон?
Ответ. Да, может; 3 или 4 стороны.

−→ −→

Рис. 8.7

Решение. Примеры, как может получиться правильный треугольник или квадрат,
приведены на рисунке 8.7. Предположим, что у полученного многоугольника M хотя
бы 5 сторон. Разрез пересекает его по двум точкам, каждая из которых принадлежит
максимум двум сторонам. Значит, у M есть сторона AB, не имеющая общих точек
(даже вершин) с разрезом. Пусть она лежит в куске, полученном из P ; тогда сторона
P равна AB, и углы при ней равны углам многоугольника M . Поскольку правиль-
ный многоугольник однозначно задается стороной и углом при ней, то P = M , что
невозможно.

8. (А. Заславский) Биссектрисы AA1 и BB1 треугольника ABC пересекаются в точке I.
На отрезках A1I и B1I построены как на основаниях равнобедренные треугольники
с вершинами A2 и B2, лежащими на прямой AB. Известно, что прямая CI делит
отрезок A2B2 пополам. Верно ли, что треугольник ABC — равнобедренный?
Ответ. Нет, не обязательно.
Решение. Покажем, что условию задачи удовлетворяет любой треугольник с ∠C =
120◦. Пусть CC1 — биссектриса угла C. Тогда CA1 — внешняя биссектриса угла
ACC1, т.е. точка A1 равноудалена от прямых AC и CC1. Но она также равноудалена
от прямых AC и AB, поэтому C1A1 — биссектриса угла CC1B.
Значит, точка J , симметричная I относительно C1A1, лежит на прямой AB (рис. 8.8).
Заметим, что ∠AA1C1 = ∠A1C1B − ∠A1AB = 1

2
(∠CC1B − ∠CAB) = 1

2
∠ACC1 =

30◦, откуда ∠IA1J = 2∠AA1C1 = 60◦. Итого, в равнобедренном треугольнике IA1J
(IA1 = A1J) угол равен 60◦; значит, он равносторонний, IJ = JA1, и потому A2 = J .
Таким образом, мы получили, что A2C1 = JC1 = IC1. Аналогично получаем B2C1 =
IC1 = A2C1, что и требовалось доказать.

60◦ 60◦
60◦

A
B

C

A1

C1

I

J(= A2)

Рис. 8.8
Замечание. Можно показать, что в треугольнике, удовлетворяющем условию зада-
чи, обязательно либо AC = BC, либо ∠C = 120◦.
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VI Олимпиада по геометрии им. И.Ф.Шарыгина
Финал. Первый день. 9 класс. Решения.

1. (Б. Френкин) Для каждой вершины треугольника ABC нашли угол между высотой и
биссектрисой, проведёнными из этой вершины. Оказалось, что эти углы в вершинах
A и B равны друг другу и меньше, чем угол в вершине C. Чему равен угол C
треугольника?

Ответ. 60◦.

Решение. Нетрудно посчитать, что угол между биссектрисой и высотой в вершине
X треугольника XY Z равен 1

2
|∠Y −∠Z|. Следовательно, если эти углы в вершинах

A и B треугольника ABC равны, то ∠A−∠C = ∠B−∠C или ∠A−∠C = ∠C−∠B. В
первом случае треугольник равнобедренный, т.е. высота и биссектриса из вершины
C совпадают, что противоречит условию. Во втором случае ∠C = 1

2
(∠A + ∠B) =

1
2
(180◦ − ∠C) = 60◦.

Замечание. Условие задачи выполняется в любом неравностороннем треугольнике
с ∠C = 60◦.

2. (А. Акопян) Два треугольника пересекаются. Докажите, что внутри описанной ок-
ружности одного из них лежит хотя бы одна вершина другого. (Здесь треугольником
считается часть плоскости, ограниченная замкнутой трёхзвенной ломаной; точка,
лежащая на окружности, считается лежащей внутри нее.)

Решение. Очевидно, что, если одна из описанных окружностей лежит внутри дру-
гой, то утверждение задачи выполнено, а если каждая из окружностей лежит вне
другой, то треугольники не могут пересекаться. Поэтому будем считать, что опи-
санные окружности треугольников пересекаются в точках P и Q (возможно, совпа-
дающих), и предположим, что утверждение задачи не выполняется. Тогда вершины
каждого из треугольников лежат на дуге PQ соответствующей окружности, распо-
ложенной вне другой окружности. Но эти дуги лежат по разные стороны от прямой
PQ. Значит, сами треугольники тоже лежат по разные стороны от этой прямой и не
могут пересекаться. (В случае, если P = Q, в качестве прямой PQ рассматривается
общая касательная к окружностям.)

3. (В. Ясинский, Украина) На прямой лежат точки X, Y , Z (именно в таком порядке).
Треугольники XAB, Y BC, ZCD — правильные, причем вершины первого и третьего
ориентированы против часовой стрелки, а второго по часовой стрелке. Докажите,
что прямые AC, BD и XY пересекаются в одной точке.

Решение. Через ∠(k, `) будем обозначать направленный угол между прямыми k и `
(считающийся против часовой стрелки).

При повороте на 60◦ по часовой стрелке вокруг B точки A и C переходят соответ-
ственно в X и Y . Следовательно, ∠(XY, AC) = 60◦. Пусть P — точка пересечения
прямых XY и AC. Тогда ∠(XP, AP ) = 60◦ = ∠(XB,AB), т.е. точки A, X, P , B
лежат на одной окружности. Отсюда ∠(CP, PB) = ∠(AX,XB) = 60◦ = ∠(CY, Y B),
т.е. точки B, C, P , Y также лежат на одной окружности. Таким образом, точка P
является второй точкой пересечения прямой XZ и описанной окружности треуголь-
ника BCY . Аналогично показывается, что прямая BD также проходит через эту

6



A

B

C

D

X Y ZP

Рис. 9.3

точку. (В случае, если эти окружность и прямая касаются, получаем P = Y , и все
три прямые проходят через Y .)

4. (А. Заславский) В треугольнике ABC отметили точки A′, B′ касания сторон BC,
AC c вписанной окружностью и точку G пересечения отрезков AA′ и BB′. После
этого сам треугольник стерли. Восстановите его с помощью циркуля и линейки.

Первое решение. Обозначим через C ′ точку касания вписанной окружности со
стороной AB. Сделаем инверсию с центром в точке B′. Будем обозначать образы
точек индексами «1», т.е. образом точки A′ будет A′

1 и т.п. Тогда образами прямых
AB и BC будут окружности A1B1B

′ и C1B1B
′, а образом вписанной окружности —

прямая A′
1C

′
1, касающаяся обеих окружностей (рис. 9.4.1). Далее, радикальная ось

B′B1 этих окружностей, содержащая точку G1, делит отрезок A′
1C

′
1 пополам.

A′1

B′

C ′1

A1

B1

C1

G1

Рис. 9.4.1

Отсюда вытекает построение. Построим `1 — образ прямой B′G (на которой ле-
жит B1) при гомотетии с центром A′

1 и коэффициентом 2; эта прямая содержит C ′
1.

Значит, её инверсный образ содержит точку C ′. Проведя аналогичное построение,
начиная с инверсии в точке A′, получим вторую окружность, содержащую C ′ и, зна-
чит, сможем восстановить точку C ′ (вообще говоря, двумя способами). После этого
восстанавливается описанная окружность треугольника A′B′C ′ и стороны исходного
треугольника, являющиеся касательными к ней.

Второе решение. Пусть C ′ — точка касания вписанной окружности со сторо-
ной AB, A1, B1, C1 — проекции G на стороны треугольника A′B′C ′ (рис. 9.4.2).
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Заметим, что

GB1

GA1

=
ρ(C, A′C ′)
ρ(C, B′C ′)

=
CA′ sin ∠CA′C ′

CB′ sin ∠CB′C ′ =
sin ∠A′B′C ′

sin ∠B′A′C ′ ,

то есть GB1 sin ∠B′A′C ′ = GA1 sin ∠A′B′C ′. Это означает, что проекции отрезков GA1

и GB1 на прямую A′B′ равны, и C1G является медианой в треугольнике A1B1C1.
Аналогично, A1G также является медианой в этом треугольнике, т.е. G — его центр
тяжести.

A′ B′

C ′

A1

B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1

C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1

G

C

C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2C2ωA

Рис. 9.4.2

Отсюда получаем искомое построение. Построим точку C1 и ее образ C2 при гомоте-
тии с центром G и коэффициентом −1

2
(таким образом, C2 — середина A1B1). Далее

построим окружности ωA, ωB с диаметрами GA′, GB′, и найдем точку пересечения
окружности ωA с окружностью, симметричной ωB относительно C2; мы получили
точку B1 (опять же, вообще говоря, двумя способами). Точка A1 симметрична ей от-
носительно C2. Теперь можно восстановить прямые A′C ′ и B′C ′ как перпендикуляры
к GA1 и GB1 в точках A1 и B1; дальнейшее ясно.

Замечание. В первом абзаце по сути доказывается, что точка Лемуана G (треуголь-
ника A′B′C ′) является центром тяжести своего педального треугольника A1B1C1.
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VI Олимпиада по геометрии им. И.Ф.Шарыгина
Финал. Второй день. 9 класс. Решения.

5. (Д. Швецов) Окружность, вписанная в прямоугольный треугольник ABC (∠ABC =
90◦), касается сторон AB, BC, AC в точках C1, A1, B1 соответственно. Вневписан-
ная окружность касается стороны BC в точке A2. A0 — центр окружности, описан-
ной около треугольника A1A2B1; аналогично определяется точка C0. Найдите угол
A0BC0.

Решение. Поскольку точки A1 и A2 симметричны относительно середины отрезка
BC, то A0B = A0C. С другой стороны, A0 лежит на серединном перпендикуляре к
отрезку A1B1, который совпадает с биссектрисой угла C. Следовательно, ∠CBA0 =
∠A0CB = 1

2
∠C. Аналогично ABC0 = 1

2
∠A, и, значит, ∠A0BC0 = ∠C− 1

2
(∠A+∠B) =

45◦.

A

B
C

A1 A2

B1

C1

C2

A0

C0

Рис. 9.5.

6. (Ю. Блинков) Произвольная прямая, проходящая через вершину B треугольника
ABC, пересекает сторону AC в точке K, а описанную окружность в точке M . Най-
дите геометрическое место центров описанных окружностей треугольников AMK.

A

B

C
K

M
O

Рис. 9.6

Решение. Пусть угол C — острый. Пусть O — центр описанной окружности тре-
угольника AMK. Так как ∠AMK = ∠AMB = ∠C, то ∠AOK = 2∠C и ∠OKA =
∠OAC = 90◦ − ∠C, т.е. этот угол не зависит от положения точек K, M (рис. 9.6).
Следовательно, все центры лежат на одной прямой. Более того, поскольку все пря-
мые KO при различных положениях точки K параллельны друг другу, то, когда
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точка K пробегает отрезок AC, точка O пробегает боковую сторону равнобедренно-
го треугольника с основанием AC и углом при основании 90◦−∠C (этот треугольник
и точка B лежат в разных полуплоскостях относительно AC).

Если угол C тупой, то рассуждения аналогичны; получается боковая сторона рав-
нобедренного треугольника с углом при основании ∠C − 90◦, лежащего по ту же
сторону от AC, что и B.

7. (Н. Белухов, Болгария) В треугольнике ABC ALa и AMa — внутренняя и внешняя
биссектрисы угла A. Пусть ωa — окружность, симметричная описанной окружности
треугольника ALaMa относительно середины BC. Окружность ωb определена анало-
гично. Докажите, что ωa и ωb касаются тогда и только тогда, когда треугольник ABC
прямоугольный.

Первое решение. Известно, что описанная окружность треугольника ALaMa пер-
пендикулярна описанной окружности Ω треугольника ABC и является геометри-
ческим местом точек X, для которых BX : CX = BA : CA. Окружность ωa

симметрична её относительно серединного перпендикуляра к BC; поэтому ωa так-
же перпендикулярна Ω и является геометрическим местом точек X, для которых
BX : CX = CA : BA. Аналогичный факт верен и для ωb. Значит, множество общих
точек ωa и ωb переходит в себя при инверсии относительно Ω; поэтому они касают-
ся тогда и только тогда, когда некоторая их общая точка X лежит на Ω; при этом
AX : BX : CX = BC : CA : AB.

Итак, если окружности касаются, то по теореме Птолемея одно из произведений
AX · BC, BX · CA, CX · AB равно сумме двух других. Так как эти произведения
пропорциональны квадратам сторон треугольника ABC, он должен быть прямо-
угольным.

Наоборот, пусть треугольник ABC прямоугольный, и точки A, B, C, X (в некотором
порядке) образуют прямоугольник. Тогда эти точки лежат на одной окружности, и
нетрудно убедиться, что AX : BX : CX = BC : CA : AB; это значит, что X — общая
точка ωa и ωb, а это равносильно тому, что они касаются.

Второе решение. Опять же напомним, что описанная окружность треугольни-
ка ALaMa является геометрическим местом точек X, для которых BX : CX =
BA : CA, а её центр Oa лежит на касательной к Ω в точке A. Кроме того, известно,
что точки Oa, Ob, Oc лежат на одной прямой. Получаем, что центр O′

a окружности
ωa симметричен Oa относительно середины BC, а её радиус равен длине касательной
O′

aA
′, проведённой из O′

a к Ω (точка A′ симметрична к A относительно серединного
перпендикуляра к BC).

Далее, точка X пересечения двух из окружностей ωa, ωb, ωc удовлетворяет соотно-
шениям AX : BX : CX = BC : CA : AB, то есть лежит и на третьей окружности.
Значит, если две из окружностей ωa, ωb, ωc касаются в точке X, то третья также
проходит через эту точку и касается их обеих (ибо больше не имеет с ними общих
точек).

Это замечание позволяет ограничиться случаем, когда C — наибольший угол тре-
угольника ABC. Если ∠C = 90◦, то касательные из точек O′

a и O′
b к Ω касаются

её в одной и той же точке A′ = B′, диаметрально противоположной C (рис. 9.7.1).
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Значит, точки O′
a, O′

b, A′ лежат на одной прямой и, следовательно, окружности с
центрами O′

a, O′
b, проходящие через A′, касаются в ней.

A

B

C

Oa

Ob

O′a

O′b

A′ = B′

Рис. 9.7.1

Пусть угол C острый; проведём вторые касательные из точек O′
a и O′

b к Ω; тогда
точки касания будут расположены так, как на рис. 9.7.2, и, следовательно, дуги B′B′′

и C ′C ′′ окружностей ωa и ωb пересекутся. Наконец, если угол C тупой (рис. 9.7.3), то
отрезок O′

aO
′
b пересекает Ω в двух точках K и L; тогда OaA

′+ObB
′ =

√
OaK ·OaL+√

ObK ·ObL <
OaK + OaL

2
+

ObK + ObL

2
= OaOb; значит, сумма радиусов меньше

расстояния между центрами, и окружности не имеют общих точек.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

C Ob

O′a

O′b

A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′

B′

B′′

A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′A′′

A

B

C

Oa

Ob

O′a

O′b

A′

B′
K

L

Рис. 9.7.2 Рис. 9.7.3

8. (В. Гуровиц) На доске нарисован правильный многоугольник. Володя хочет отме-
тить k точек на его периметре так, чтобы не существовало другого правильного
многоугольника (не обязательно с тем же числом сторон), также содержащего отме-
ченные точки на своем периметре. Найдите наименьшее k, достаточное для любого
исходного многоугольника.

Ответ. k = 5.

Решение. 1. Докажем сначала, что пяти точек достаточно. Пусть A, B, C, D —
четыре последовательные вершины многоугольника (возможно, A = D). Отметим
точки A, B, произвольную точку X на стороне AB, точку Y на стороне BC, доста-
точно близкую к B, и точку Z на стороне CD, достаточно близкую к C.
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Пусть P — исходный многоугольник, Q — некоторый правильный многоугольник,
содержащий на периметре наши пять точек, α и β — углы этих многоугольников.
Прямая AB должна содержать сторону многоугольника Q, так как на ней лежат три
отмеченных точки. Пусть эта сторона — A′B′ (рис. 9.8.1). Далее, пусть сторона Q,
содержащая Y , лежит на прямой `; тогда точки B и Z должны лежать по одну
сторону от неё. Поскольку Z близка к C, это означает, что угол между прямыми `
и BC мал. С другой стороны, α = ∠ABY > ∠A′B′Y > β, т.е. количество сторон у Q
не больше, чем у P . Значит, угол между ` и BC может быть достаточно мал лишь
тогда, когда эти прямые совпадают. Итак, прямая BC также содержит сторону Q,
а точка B тогда является его вершиной. Отсюда следует, что P и Q гомотетичны
с центром в точке B, и контур Q может содержать Z только тогда, когда P = Q.
Итак, многоугольник восстановился однозначно.

A B

C

D

X

Y

Z

A′ B′

`

PQ

A

B

C

D

K

L
M

N

X

Y

Рис. 9.8.1 Рис. 9.8.2

2. Докажем теперь, что при достаточно большом числе сторон n правильного мно-
гоугольника P четырех точек не хватит для его задания. Предположим, что три из
этих точек лежат на одной стороне AB многоугольника P . Правильный треуголь-
ник, построенный на AB, лежит целиком внутри P , т.е. четвертая из отмеченных
точек лежит вне его. Поэтому, применив к нашему треугольнику гомотетию с цен-
тром в середине AB и подходящим коэффициентом, большим 1, можно добиться
того, что и четвёртая отмеченная точка окажется на его контуре. Значит, в этом
случае многоугольник однозначно не восстанавливается.

Если же наше предположение неверно, то отмеченные точки образуют выпуклый
четырехугольник ABCD, «достаточно близкий» ко вписанному. Именно, покажем,
что ∠A + ∠C > 180◦ − 360◦/n. Пусть точки B и C лежат на сторонах KL и MN
многоугольника P , причём точки A, K и N лежат по одну сторону от BD (рис. 9.8.2).
Опишем вокруг P окружность ω с центром O. Тогда ∠A+∠C > ∠LAM +∠KCN =
1
2
(
︸ ︸
LY M +

︸ ︸
KXN) = 180◦ − 360◦/n. Аналогично, ∠B + ∠D > 180◦ − 360◦/n, то есть

∠A + ∠C 6 180◦ + 360◦/n.

Мы покажем, что ABCD можно вписать либо в квадрат, либо в правильный тре-
угольник. Пусть ∠A — наибольший угол 4-угольника ABCD, а ∠B > ∠D. Возможны
несколько случаев.

Случай 1. Пусть ∠B > 90◦. Тогда ясно, что ABCD можно вписать в квадрат так,
чтобы точки A, B попали на одну из сторон (одним из способов на рис. 9.8.3, в
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A B

C
D

A B

C

D

A B

C
D

A B

C

D

XY

Рис. 9.8.3 Рис. 9.8.4 Рис. 9.8.5

зависимости от того, что больше: проекция CD на AB или проекция ABCD на
прямую, перпендикулярную AB).

Случай 2. Пусть теперь ∠D 6 ∠B < 90◦, но при этом обе суммы ∠A+∠D и ∠B+∠C
не превосходят 240◦. Проведём через C и D прямые, составляющие с AB углы 60◦

(рис. 9.8.4). Тогда из наших неравенств следует, что все точки A, B, C, D лежат на
сторонах этого треугольника.

Случай 3. Нам остался случай, когда ∠D 6 ∠B < 90◦ (а значит, оба этих угла
близки к 90◦), но одна из сумм ∠A + ∠D и ∠B + ∠C больше 240◦ (поскольку ∠A —
наибольший, это может быть лишь сумма ∠A + ∠D). Покажем, что в этом случае
можно вписать ABCD в квадрат так, как показано на рис. 9.8.5. Пусть X и Y —
проекции точек C и D на AB; тогда нам достаточно проверить, что Y B 6 CX. Но
∠DCX = 270◦ − (∠A + ∠D) 6 30◦, поэтому XY 6 CX tg 30◦ 6 CX/

√
3; с другой

стороны, ∠B > 1
2
(∠B + ∠D) > 90◦ − 180◦/n, т.е. при большом n имеем tg ∠B >

10; значит, XB = CX ctg ∠B 6 CX/10, и Y B 6 CX/
√

3 + CX/10 < CX, что и
требовалось.

Замечание. Пять точек требуются не для любого правильного многоугольника.
Так, например, правильный треугольник можно восстановить и по четырём точкам:
трём вершинам и внутренней точке одной из сторон.
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VI Олимпиада по геометрии им. И.Ф.Шарыгина
Финал. Первый день. 10 класс. Решения.

1. (А. Заславский) Пусть O, I — центры описанной и вписанной окружностей прямо-
угольного треугольника; R, r — радиусы этих окружностей; J — точка, симметрич-
ная вершине прямого угла относительно I. Найдите OJ .

Ответ. R− 2r.

Решение. Пусть ABC — данный прямоугольный треугольник, ∠C = 90◦. Очевидно,
что окружность с центром J и радиусом 2r касается AC и BC. Докажем, что она
касается также описанной около треугольника ABC окружности Ω; отсюда как раз
будет следовать, что OJ = R− 2r.

Рассмотрим окружность ω, касающуюся AC, BC в точках P , Q соответственно, и
касающуюся Ω изнутри в точке T ; нам надо доказать, что J — центр ω. Так как T —
центр гомотетии ω и Ω, прямые TP , TQ вторично пересекают описанную окружность
в точках, касательные в которых параллельны AC и BC, т.е. в серединах B′, A′ дуг
AC, BC. Поэтому прямые AA′ и BB′ пересекаются в точке I. Применяя теорему
Паскаля к ломаной CAA′TB′B, получаем, что точки P , I, Q лежат на одной прямой.
Наконец, поскольку прямая PQ перпендикулярна биссектрисе угла C, получаем, что
P , Q — проекции J на AC и BC (рис. 10.1), что и означает, что J — центр ω.

A B

CB′

A′

I

O

PPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPP

QQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQ

J

T

ω

Ω

Рис. 10.1

Второе решение.По формуле Эйлера, OI =
√

R(R− 2r). Поскольку OI — медиана
в треугольнике OCJ , получаем 4OI2 = 2(OC2 + OJ2) − CJ2, или 4R(R − 2r) =
2R2 + 2OJ2 − 8r2, откуда и следует OJ2 = (R− 2r)2.

2. (П. Кожевников) Каждая из двух равных окружностей ω1 и ω2 проходит через центр
другой. Треугольник ABC вписан в ω1, а прямые AC, BC касаются ω2. Докажите,
что cos ∠A + cos ∠B = 1.

Решение. Пусть R — радиус окружностей, O — центр ω2, P — точка на ω1, диа-
метрально противоположная к O, а A′ — точка касания AC и ω2. Так как CO —
биссектриса угла ACB, точки A и B симметричны относительно прямой OP .
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Заменим сумму косинусов произведением: cos ∠A + cos ∠B = 2 sin ∠C
2

cos ∠A−∠B
2

. Из
отмеченной выше симметрии следует, что |∠A−∠B|

2
= ∠COP , т.е. OP cos ∠A−∠B

2
=

CO. Наконец, поскольку ∠C
2

= ∠OCA = ∠OCA′, то CO sin ∠C
2

= OA′ = R = OP
2

(рис. 10.2). Итого, cos ∠A + cos ∠B = 2 · CO

OP
· OP

2CO
= 1, что и требовалось.

A

B

C

P O

A′ω1 ω2

Рис. 10.2

3. (А. Акопян) Два выпуклых многоугольника A1A2 . . . An и B1B2 . . . Bn (n > 4) тако-
вы, что любая сторона первого больше соответствующей стороны второго. Может ли
оказаться, что любая диагональ второго больше соответствующей диагонали перво-
го?

Ответ. Нет.

Решение. Докажем сначала следующую лемму.

Лемма. Пусть ABC, ABC ′ — два таких треугольника, что AC > AC ′, BC > BC ′.
Тогда для любой точки K отрезка AB имеем CK > C ′K.

Доказательство. Из условия следует, что точки A, B, C ′ лежат по одну сторону
от серединного перпендикуляра к отрезку CC ′. Значит, и точка K лежит по ту же
сторону, что равносильно искомому неравенству. ¤

Докажем сначала утверждение задачи при n = 4. Предположим противное. Можно
считать, что A1A3

B1B3
> A2A4

B2B4
. Применив гомотетию (с коэффициентом A1A3

B1B3
) ко второму

четырёхугольнику, можно считать, что B1B3 = A1A3, B2B4 > A2A4. Теперь, пере-
двинув второй четырёхугольник, можно также считать, что B1 = A1, B3 = A3; при
этом A1A2 > A1B2, A2A3 > B2A3, A3A4 > A3B4, A4A1 > B4A1. Пусть E — точка пе-
ресечения диагоналей A1A3 и A2A4; тогда по Лемме имеем A2E > B2E, A4E > B4E
и, следовательно, A2A4 = A2E + A4E > B2E + B4E > B2B4. Противоречие.

A1

A2

A3

A4

B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2B2

B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4B4

E

Рис. 10.3
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Теперь докажем утверждение задачи индукцией по n. База при n = 4 уже доказана.
Пусть n > 5. Немного подвигав вершины второго многоугольника, можно добиться
того, что все неравенства из задачи сохранятся, но при этом все отношения длин
соответствующих диагоналей станут различными. Пусть A1Ai

B1Bi
— максимальное такое

отношение. Тогда, применив соответствующую гомотетию (с коэффициентом, мень-
шим 1) ко второму многоугольнику, мы получим, что A1Ai > B1Bi, но любая другая
диагональ первого многоугольника меньше соответствующей диагонали второго. Те-
перь осталось применить предположение индукции к многоугольникам A1A2 . . . Ai и
B1B2 . . . Bi (если i > 3) или AiAi+1 . . . An и BiBi+1 . . . Bn (если i < n− 1).

4. (Ф. Нилов) Проекции двух точек на стороны четырёхугольника лежат на двух раз-
личных концентрических окружностях (проекции каждой точки образуют вписан-
ный четырехугольник, а радиусы соответствующих окружностей различны). Дока-
жите, что четырёхугольник — параллелограмм.

Решение. Пусть проекции точки P на стороны лежат на окружности с центром O,
а P ′ — точка, симметричная P относительно O. Тогда проекции P ′ на стороны лежат
на той же окружности. При этом P и P ′ являются фокусами некоторой коники, каса-
ющейся прямых, содержащих стороны четырехугольника. Поэтому, если выполнены
условия задачи, то стороны четырехугольника являются общими касательными к
двум коникам с общим центром. Таких касательных может быть не больше четырёх,
и они разбиваются на две пары симметричных (а, значит, параллельных). Значит,
стороны четырёхугольника и являются этими четырьмя касательными, а следова-
тельно, образуют параллелограмм.
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VI Олимпиада по геометрии им. И.Ф.Шарыгина
Финал. Второй день. 10 класс. Решения.

5. (Д. Швецов) В прямоугольном треугольнике ABC (∠B = 90◦) проведена высо-
та BH. Окружность, вписанная в треугольник ABH, касается сторон AB,AH в
точках H1, B1 соответственно; окружность, вписанная в треугольник CBH, касается
сторон CB,CH в точках H2, B2 соответственно. Пусть O — центр описанной окруж-
ности треугольника H1BH2. Докажите, что OB1 = OB2.

Решение. Обозначим α = ∠ACB. Пусть I1, I2 — центры вписанных окружностей
треугольников ABH, CBH. Из подобия этих треугольников следует, что I1H1 :
I2H2 = AB : BC = tg α. Так как отрезки I1H1, I2H2 перпендикулярны соответ-
ственно AB и BC, то проекции этих отрезков на AC равны I1H1 cos α и I2H2 sin α,
то есть равны друг другу. Тогда, поскольку O — середина H1H2, то проекция O на
AC совпадает с серединой B1B2, что равносильно утверждению задачи (рис. 10.5).

α
A C

B

H

H1
I1

B1

H2

I2

B2

O

Рис. 10.5

6. (Ф. Нилов) Вписанная окружность треугольника ABC касается его сторон в точках
A′, B′ и C ′. Известно, что ортоцентры треугольников ABC и A′B′C ′ совпадают. Верно
ли, что ABC — правильный?

Ответ. Да.

Первое решение. Предположим противное. Пусть O, I — центры описанной и
вписанной окружностей треугольника ABC, H — совпадающий ортоцентр треуголь-
ников ABC и A′B′C ′, A′′, B′′, C ′′ — вторые точки пересечения прямых A′H ′, B′H ′,
C ′H ′ со вписанной окружностью ω. Тогда ∠A′′C ′′C ′ = ∠A′′A′C ′ = 90◦ − ∠A′C ′B′ =
∠B′′B′C ′ = ∠B′′C ′′C ′; это значит, что A′′B′′ параллельна касательной к ω в точке C ′,
то есть A′′B′′ ‖ AB. Значит, стороны треугольников ABC и A′′B′′C ′′ параллельны
друг другу, а H — центр вписанной окружности треугольника A′′B′′C ′′. Следова-
тельно, существует гомотетия, переводящая треугольник ABC в A′′B′′C ′′. При этой
гомотетии центр описанной окружности O переходит в I, а точка пересечения биссек-
трис I — в H. Таким образом, точка H лежит на прямой OI, причем OI : IH = R : r
(рис. 10.6).

Какие-то две вершины треугольника ABC (например, A и B) не лежат на прямой
OI. Так как AI, BI — биссектрисы углов OAH, OBH соответственно, то OI : IH =
AO : AH = BO : BH. Следовательно, AH = BH = r, что невозможно, ибо AH +
BH > AB > 2r. Полученное противоречие показывает, что треугольник ABC —
правильный.
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Рис. 10.6

Второе решение. Опять же предположим противное и обозначим через H совпа-
дающий ортоцентр. Имеем IC ′ ‖ HC ⊥ AB и CI ‖ C ′H ⊥ A′B′. Значит, либо точки
C, I, C ′, H лежат на одной прямой (и тогда AC = BC), либо четырёхугольник
CIC ′H — параллелограмм; аналогичное утверждение верно про остальные верши-
ны. У треугольника ABC найдётся сторона (скажем, AB), не равная ни одной дру-
гой его стороне. Тогда четырёхугольники AIA′H и BIB′H — параллелограммы, и
AH = A′I = r = B′I = BH = r, что опять же невозможно, ибо AH +BH > AB > 2r.

7. (Б. Френкин) Каждый из двух правильных многогранников P и Q разрезали плос-
костью на две части. Одну из частей P и одну из частей Q приложили друг к другу
по плоскости разреза. Может ли получиться правильный многогранник, не равный
ни одному из исходных, и если да, то сколько у него может быть граней?
Ответ. Да, может; 4 или 8 граней.

−→
−→

Рис. 10.7

Решение. Пусть R — полученный многогранник. Ясно, что часть многогранника P
содержит хотя бы одну его вершину A, не лежащую в плоскости разреза. Многогран-
ный угол многогранника P при ней будет также многогранным углом при вершине
многогранника R; это означает, что все многогранники P и Q подобны. Аналогично,
Q также подобен им. Более того, если хотя бы одно ребро многогранника P , выхо-
дящее из A, не имеет общих точек (даже другой вершины!) с плоскостью разреза,
то оно также будет являться ребром в R. Тогда в подобных многогранниках P и R
рёбра равны, а следовательно, равны и многогранники, что невозможно.
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Итак, часть P , вошедшая в R — это пирамида с вершиной A. Аналогично, часть Q,
вошедшая в R — это пирамида с вершиной B. Следовательно, не менее половины гра-
ней в R примыкает к одной и той же вершине. Это исключает додекаэдр и икосаэдр.
Если наши многогранники — кубы, то от P и Q отрезаются треугольные пирамиды,
и в итоговом многограннике не больше 5 вершин, что неверно.

Оставшиеся случаи октаэдра и тетраэдра возможны, как показано на рис. 10.7.

8. (Н. Белухов, Болгария) Вокруг треугольника ABC описали окружность k. На сто-
ронах треугольника отметили три точки A1, B1 и C1, после чего сам треугольник
стерли. Докажите, что его можно однозначно восстановить тогда и только тогда,
когда прямые AA1, BB1 и CC1 пересекаются в одной точке.

Решение. Докажем сначала следующую лемму.

Лемма. Рассмотрим треугольники ABC и A′B′C ′, вписанные в окружность k; пусть
их соответствующие стороны пересекаются в точках A1, B1, C1 (рис. 10.8.1). Тогда

(
AC1

C1B
· BA1

A1C
· CB1

B1A

)
·
(

A′C1

C1B′ ·
B′A1

A1C ′ ·
C ′B1

B1A′

)
= 1.

Доказательство. Из подобных треугольников AC1A
′ и B′C1B имеем

AC1

B′C1

=
AA′

BB′

и
A′C1

BC1

=
AA′

BB′ . Перемножая эти равенства с четырьмя аналогичными, получаем

требуемое. ¤

A B

C

A′

B′

C ′

A1

B1

C1

A2

B2

A B

C

A′

B′

C ′

A1
B1

C1

T

Рис. 10.8.1 Рис. 10.8.2

Перейдём к решению задачи. Докажем сначала, что для любых точек A1, B1 на
сторонах BC и AC найдётся не более одной точки C1 на стороне AB такой, что
треугольник ABC восстанавливается однозначно. Зафиксируем треугольник ABC и
точки A1, B1. Пусть A2, B2 — вторые точки пересечения прямых AA1, BB1 с окруж-
ностью k; C ′ — произвольная точка дуги A2CB2; A′, B′ — вторые точки пересечения
прямых C ′A1, C ′B1 с k; C1 — точка пересечения AB и A′B′. Когда точка C ′ близка
к A2 или к B2, точка C1 близка к A или B, соответственно. Далее, при движении
точки C ′ от A2 до B2 точка C1 непрерывно движется от A до B (в случае, когда
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C = C ′, рассматривается предельное положение точки C2; то, что оно существует,
гарантируется Леммой). Значит, для любой точки C1, кроме, возможно, вышеупомя-
нутого предельного положения, треугольник ABC однозначно не восстанавливается,
ибо существует второй треугольник A′B′C ′.

Осталось доказать, что, если AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной точке T , то тре-
угольник восстанавливается однозначно (тогда из вышедоказанного следует, что дру-
гих случаев нет). Пусть это не так; тогда из Леммы мы получаем

AC1

C1B
· BA1

A1C
· CB1

B1A
=

A′C1

C1B′ ·
B′A1

A1C ′ ·
C ′B1

B1A′ = 1,

то есть отрезки A′A1, B′B1, C ′C1 также пересекаются в одной точке T ′. Но это невоз-
можно. Действительно, пусть, например, точка A′ лежит на дуге AC (рис. 10.8.2);
тогда T ′ не может лежать в угле ATB, так как его не пересекает отрезок A′A1.
Остальные случаи разбираются аналогично.
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VII Олимпиада по геометрии им. И.Ф.Шарыгина
Решения. Финал. Первый день. 8 класс

1. (А.Блинков) В трапеции с перпендикулярными диагоналями высота равна средней
линии. Докажите, что трапеция равнобокая.
Первое решение. Проведем через вершину C прямую, параллельную диагонали
BD. Пусть E — точка пересечения этой прямой с продолжением основания AD. То-
гда треугольник ACE — прямоугольный и, значит, его медиана из вершины C равна
половине гипотенузы, т.е. средней линии трапеции. Из условия задачи, что высота
этого треугольника совпадает с медианой, поэтому диагонали трапеции равны.
Второе решение. Пусть AD, BC — основания трапеции, O — точка пересечения ее
диагоналей. Тогда медианы прямоугольных треугольников OAD, OBC равны поло-
винам их гипотенуз, т.е. сумма этих медиан равна средней линии трапеции. С другой
стороны, высота трапеции равна сумме высот этих же треугольников. Поэтому из
условия задачи следует, что медианы совпадают с высотами, т.е треугольники OAD,
OBC — равнобедренные, откуда, очевидно, вытекает, что AB = CD.

2. (Т.Голенищева-Кутузова) Петя вырезал из бумаги прямоугольник, положил на него
такой же прямоугольник и склеил их по периметру. В верхнем прямоугольнике он
провёл диагональ, опустил на неё перпендикуляры из двух оставшихся вершин, раз-
резал верхний прямоугольник по этим линиям и отогнул полученные треугольники
во внешнюю сторону, так что вместе с нижним прямоугольником они образовали
прямоугольник.
Как по полученному прямоугольнику восстановить исходный с помощью циркуля и
линейки?
Решение. Пусть ABCD — полученный прямоугольник; O — его центр; K, M — се-
редины его коротких сторон AB, CD; L, N — точки пересечения окружности с диа-
метром KM соответственно с BC и AD (рис.8.2). Тогда прямоугольник KLMN —
искомый. Действительно, пусть P — проекция M на LN . Так как ∠CLM = ∠OML =
∠MLO, то треугольники MCL и MPL равны и при перегибании по ML они сов-
местятся. Аналогично при перегибании по MN совместятся треугольники MDN и
MPN . Наконец, поскольку конструкция симметрична относительно точки O, то при
перегибании по KL и KN треугольники BKL и AKN наложатся на треугольник
NKL.

A

K

B
L

C

M

D
N

O

P
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Рис.8.2

3. (А.Мякишев, Д.Мавло) Около треугольника ABC описали окружность. A1 — точка
пересечения с нею прямой, параллельной BC и проходящей через A. Точки B1 и C1

определяются аналогично. Из точек A1, B1, C1 опустили перпендикуляры на BC, CA,
AB соответственно. Докажите, что эти три перпендикуляра пересекаются в одной
точке.

Первое решение. Так как точка A1 симметрична A относительно серединного пер-
пендикуляра к BC, то перпендикуляр из A1 симметричен высоте из A. По теореме
Фалеса, он пересекает прямую OH, где O и H — центр описанной окружности и
точка пересечения высот треугольника, в точке, симметричной H относительно O.
Через эту же точку проходят два других перпендикуляра.

Второе решение. Пусть K, L и M — точки попарного пересечения прямых AA1,
BB1 и CC1 (рис.8.3). Докажем, что KC1 — высота треугольника KLM . Поскольку
KBCA — параллелограмм, а AC1CB — равнобокая трапеция, то KA = BC = AC1,
∠KAB = ∠ABC = ∠BAC1. Таким образом, в равнобедренном треугольнике KAC1

AB является биссектрисой, а, следовательно, и высотой. То есть, AB ⊥ KC1, откуда
CC1 ⊥ KC1. Аналогично доказывается, что LA1 и MB1 — также являются высотами
треугольника KLM . Поскольку высоты пересекаются в одной точке, то утверждение
задачи доказано.
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Рис.8.3.

4. (А.Шаповалов) В окружности радиуса 1 проведено несколько хорд, суммарная длина
которых тоже равна 1. Докажите, что в окружность можно вписать правильный
шестиугольник, стороны которого не пересекают этих хорд.

Решение. Закрасим меньшие из дуг, стягиваемых проведенными хордами. Если
сдвинуть закрашенные дуги так, чтобы соответствующие хорды образовали лома-
ную, то расстояние между концами этой ломаной будет меньше 1, а, поскольку хорда
длины 1 стягивает дугу, равную 1/6 круга, то сумма закрашенных дуг будет меньше,
чем 1/6 круга.

Теперь впишем в окружность правильный шестиугольник и отметим одну из его вер-
шин. Будем вращать этот шестиугольник и каждый раз, когда отмеченная вершина

2



попадает в закрашенную точку, закрашивать точки, в которые попадут остальные
вершины. Тогда общая длина закрашенных дуг увеличится не более, чем в 6 раз,
следовательно, найдется положение шестиугольника, при котором все его вершины
попадут в незакрашенные точки. Очевидно, что в этом положении стороны шести-
угольника не будут пересекать проведенных хорд.
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VII Олимпиада по геометрии им. И.Ф.Шарыгина
Решения. Финал. Второй день. 8 класс

5. (С.Маркелов) Через вершину A равностороннего треугольника ABC проведена пря-
мая, не пересекающая отрезок BC. По разные стороны от точки A на этой прямой
взяты точки M и N так, что AM = AN = AB (точка B внутри угла MAC). Дока-
жите, что прямые AB, AC, BN , CM образуют вписанный четырехугольник.

Решение. Так как треугольник BAN — равнобедренный, то ∠ANB = ∠MAB
2

(рис.8.5).
Аналогично ∠AMC = ∠NAC

2
. Значит, сумма этих углов равна 60◦, а угол между пря-

мыми BN и CM равен 120◦, что равносильно утверждению задачи.

A

M

B C

N

Рис.8.5

6. (Д.Прокопенко) В остроугольном треугольнике ABC проведены высоты BB1 и CC1.
A0 - середина стороны BC. Прямые A0B1 и A0C1 пересекают прямую, проходящую
через вершину A параллельно прямой BC, в точках P и Q. Докажите, что центр
вписанной окружности треугольника PA0Q лежит на высоте треугольника ABC.

Первое решение. Так как треугольники BCB1 и BCC1 — прямоугольные, то их
медианы B1A0, C1A0 равны половине гипотенузы, т.е. B1A0 = A0C = A0B = C1A0.
Далее, ∠PB1A = ∠CB1A0 = ∠B1CA0 = ∠PAC, и, значит, PA = PB1 (рис.8.6.1).
Аналогично, QA = QC1. Следовательно, вписанная окружность треугольника A0PQ
касается его сторон в точках A, B1, C1, откуда и следует утверждение задачи.

A

BC A0

B1

C1

P Q

Рис.8.6.1

Второе решение. Пусть H — точка пересечения высот треугольника ABC, O —
середина AH. Тогда точки A0, B1, C1, O лежат на окружности девяти точек тре-
угольника ABC, причем A0O — диаметр этой окружности. С другой стороны, точки
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B1, C1 лежат на окружности с диаметром AH, которая, следовательно, и является
вписанной окружностью треугольника APQ (рис.8.6.2).

A

BC A0

B1

C1

P Q

H

O

Рис.8.6.2

7. (А.Акопян) На плоскости отмечена точка M , не лежащая на осях координат. По оси
ординат движется точка Q, а по оси абсцисс точка P так, что угол PMQ всегда оста-
ется прямым. Найдите геометрическое место точек, симметричных M относительно
PQ.

Решение. Из условия задачи следует, что точки P , Q, M и начало координат O
лежат на окружности с диаметром PQ. Значит, точка N , симметричная M относи-
тельно PQ, тоже лежит на этой окружности и ∠PON = ∠PMN = ∠PNM = ∠POM
(рис.8.7). Таким образом, N лежит на прямой, симметричной OM относительно осей
координат. С другой стороны, если N — произвольная точка этой прямой, а P , Q —
точки пересечения осей координат с окружностью OMN , то ∠PMN = ∠PON =
∠POM = ∠PNM и ∠PMQ = ∠POQ = ∠PNQ = 90◦, поэтому точки M и N сим-
метричны относительно PQ.

O

N

P

M

Q

Рис.8.7

8. (А.Заславский) Пользуясь только линейкой, разделите сторону квадратного стола
на n равных частей. Линии можно проводить только на поверхности стола.

Решение. Сначала разделим сторону пополам. Проведя диагонали, найдем центр O
квадрата ABCD. Теперь пусть X — точка на стороне BC, Y — точка пересечения XO
и AD, U — точка пересечения AX и BY , V — точка пересечения прямых UC и XY
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(рис.8.8.1). Тогда прямая BV делит основания трапеции CY UX пополам. Соединив
O с серединой CY , разделим пополам стороны AB и CD.

A

B C

D

X

Y

U

V

O

Рис.8.8.1

Покажем теперь, что, если две противоположные стороны разделены на k равных
частей, то их можно разделить на k + 1 равных частей. Пусть AX1 = X1X2 = · · · =
Xk−1B, DY1 = Y1Y2 = · · ·Yk−1C. Тогда по теореме Фалеса прямые AY1, X1Y2, . . . , Xk−1C
делят диагональ BD на k + 1 равных частей (рис.8.8.2). Аналогично разделив вто-
рую диагональ и проведя через соответствующие точки прямые, параллельные BC,
разделим на k + 1 равных частей сторону AB.

A

X1

B

D

Y1

Y2

C

Xk−1

Рис.8.8.2
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VII Олимпиада по геометрии им. И.Ф.Шарыгина
Финал. Первый день. 9 класс

1. (М.Кунгожин, Казахстан) Высоты AA1 и BB1 треугольника ABC пересекаются в
точке H. Прямая CH пересекает полуокружность с диаметром AB, проходящую
через A1, B1 в точке D. Отрезки AD и BB1 пересекаются в точке M , BD и AA1 —
в точке N . Докажите, что описанные окружности треугольников B1DM и A1DN
касаются.
Решение. Угол между касательной к окружности B1DM в точке D и прямой AD
равен углу MB1D, который, в свою очередь, равен углу BAD (рис.9.1). Аналогично
угол между касательной к окружности A1DN и BD равен углу ABD. Поскольку
∠BAD + ∠ABD = 90◦ = ∠ADB, касательные к обеим окружностям совпадают.

A B

C

A1

B1

D

M

N
H

Рис.9.1

2. (Д.Кеян, Молдова) В треугольнике ABC ∠B = 2∠C. Точки P и Q на серединном
перпендикуляре к CB таковы, что ∠CAP = ∠PAQ = ∠QAB = ∠A

3
. Докажите, что

Q — центр описанной окружности треугольника CPB.
Решение. Пусть точка D симметрична A относительно серединного перпендикуляра
к BC. Тогда ABCD — равнобокая трапеция, а диагональ BD — биссектриса угла B.
Следовательно, CD = DA = AB. Далее ∠DAP = ∠C+∠A/3 = (∠A+∠B+∠C)/3 =
60◦. Поэтому треугольник ADP — равносторонний и AP = AB. Поскольку AQ —
биссектриса угла PAB, то QP = QB = QC (рис.9.2).

AD

C B

P

Q
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Рис.9.2

3. (А.Карлюченко, Украина) Восстановите равнобедренный треугольник ABC (AB =
AC) по точкам I, M , H пересечения биссектрис, медиан и высот соответственно.

Решение. Центр O описанной окружности треугольника лежит на продолжении
HM за точку M , и MO = HM/2. Кроме того, прямые BI, CI являются бис-
сектрисами углов OBH, OCH (∠CBH = ∠ABO = π/2 − ∠C). Следовательно,
BO/BH = CO/CH = IO/IH, т.е. точки B, C лежат на окружности Аполлония
точек O и H, проходящей через I. Но центр окружности BIC лежит на описанной
окружности треугольника ABC. Таким образом, получаем следующее построение.

Построим точку O и окружность Аполлония. Затем построим окружность с центром
O, проходящую через центр этой окружности. Две окружности пересекутся в точках
B, C, а прямая OH вторично пересечет описанную окружность в точке A.

4. (А.Заславский) Четырехугольник ABCD вписан в окружность с центром O. Биссек-
трисы его углов образуют четырехугольник, вписанный в окружность с центром I, а
биссектрисы внешних углов — четырехугольник, вписанный в окружность с центром
J . Докажите, что O — середина IJ .

Решение. Пусть биссектрисы углов A и B пересекаются в точке K, B и C — в точке
L, C и D — в точке M , D и A — в точке N (рис.9.4). Тогда прямая KM — биссектриса
угла между AD и BC. Обозначив этот угол через ϕ, по теореме о внешнем угле
получаем, что ∠LKM = ∠B/2− ϕ/2 = (π − ∠A)/2 = ∠C/2 и, значит, ∠LIM = ∠C.
С другой стороны, перпендикуляры из L на BC и из M на CD образуют с ML
углы, равные (π − ∠C)/2, т.е. треугольник, образованный этими перпендикулярами
и ML, — равнобедренный с углом при вершине, равным углу C. Поэтому вершина
этого треугольника совпадает с I. Таким образом, перпендикуляры, опущенные из
вершин четырехугольника KLMN на соответствующие стороны ABCD, проходят
через I. Аналогично получаем, что перпендикуляры из вершин четырехугольника,
образованного внешними биссектрисами, проходят через J .

A

BC

D

K

L

M

N

I

Рис.9.4
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Пусть теперь K ′ — точка пересечения биссектрис внешних углов A и B. Так как
четырехугольник AKBK ′ вписан в окружность с диаметром KK ′, то проекции K
и K ′ на AB симметричны относительно середины AB. Отсюда и из утверждения,
доказанного выше, следует, что проекции I и J на каждую из сторон ABCD симмет-
ричны относительно середины этой стороны, что равносильно утверждению задачи.

Примечание. Известно аналогичное утверждение для треугольника: центр описан-
ной окружности является серединой отрезка между центром вписанной окружности
и центром описанной окружности треугольника, образованного биссектрисами внеш-
них углов.
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VII Олимпиада по геометрии им. И.Ф.Шарыгина
Финал. Второй день. 9 класс

5. (Б.Френкин) Из высот треугольника можно составить треугольник. Верно ли, что
из его биссектрис также можно составить треугольник?

Решение. Нет. Возьмем треугольник, две стороны которого равны 2 и 3, и будем
увеличивать угол между этими сторонами. При стремлении угла к 180◦ отношение
высот треугольника будет стремиться к 1/2 : 1/3 : 1/5, так что из них при любом
значении угла можно будет составить треугольник. С другой стороны, наименьшая
из биссектрис стремится к нулю, а две другие — к неравным величинам. Значит, при
больших значениях угла треугольник из биссектрис составить нельзя.

Приведем точные оценки. Прежде всего отметим, что, если две стороны треуголь-
ника равны a и b, угол между ними — C, а биссектриса этого угла — lc, то площадь
треугольника равна S = ab sinC/2 = (a + b)lc sin

C
2
/2, откуда lc = 2ab cos C

2
/(a + b).

Аналогично находятся длины биссектрис la, lb.

Пусть теперь a = 2, b = 3. Тогда cos A
2
> cos B

2
. Поэтому

la − lb > 2c cos
A

2

(
b

b+ c
− a

a+ c

)
=

2c2 cos A
2

(c+ 2)(c+ 3)
.

Возьмем угол C достаточно большим, чтобы выполнялись неравенства c > 4, cos A
2
>

0, 9, cos C
2
< 0, 1. Тогда la − lb > lc и треугольник из биссектрис составить нельзя.

С другой стороны, для отношений высот имеем hb/ha = 2/3, 2/5 < hc/ha < 1/2.
Следовательно, hb + hc > ha > hb > hc и из высот можно составить треугольник.

6. (П.Долгирев) В треугольнике ABC AA0 и BB0 — медианы, AA1 и BB1 — высоты.
Описанные окружности треугольников CA0B0 и CA1B1 вторично пересекаются в
точке Mc. Аналогично определяются точки Ma, Mb. Докажите, что точки Ma, Mb,
Mc лежат на одной прямой, а прямые AMa, BMb, CMc параллельны.

Решение. Пусть O — центр описанной окружности треугольника ABC, а H — точка
пересечения его высот. Так как ∠CA0O = ∠CB0O = ∠CA1H = ∠CB1H = 90◦, то CO
и CH — диаметры окружностей CA0B0 и CA1B1 соответственно. Поэтому проекция
C на прямую OH лежит на обеих окружностях, т.е. совпадает с Mc (рис.9.6). Отсюда,
очевидно, следует утверждение задачи.

A B

C

A0

A1

B0

B1

O

H

Mc

Рис.9.6
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7. (И.Богданов) В угол вписаны две окружности ω и Ω. Прямая ℓ пересекает стороны
угла в точках A и F , окружность ω в точках B и C, окружность Ω в точках D и
E (порядок точек на прямой — A,B,C,D,E, F ). Пусть BC = DE. Докажите, что
AB = EF .

Первое решение. Пусть одна сторона угла касается ω и Ω в точках X1, Y1, а другая
— в точках X2, Y2; U , V — точки пересечения X1X2 и Y1Y2 с AF . Середина отрезка
CD лежит на радикальной оси окружностей, т.е. средней линии трапеции X1Y1Y2X2,
поэтому BU = EV и CU = DV (рис.9.7). Следовательно, X1U · X2U = Y1V · Y2V .
Отсюда получаем, что FY2/FX2 = Y2V/X2U = X1U/Y1V = AX1/AY1, т.е. AX1 =
FY2. Теперь утверждение задачи вытекает из равенств AB · AC = AX2

1 = FY 2
2 =

FE · FD.

A
X1

Y1

B U

C

D

V
E

FY2

X2

L

K

Рис.9.7

Второе решение. Зафиксируем точку A на стороне угла и покажем, что через нее
проходит ровно одна прямая, удовлетворяющая условиям задачи. Действительно,
середина K отрезка CD равноудалена от проекций центров окружностей на иско-
мую прямую и, значит, совпадает с проекцией середины L отрезка между центрами.
Следовательно, K — точка пересечения окружности с диаметром AL и радикальной
оси окружностей, отличная от середины отрезка X1Y1. С другой стороны, если взять
точку F так, что AX1 = Y2F , то AB · AC = FE · FD и AD · AE = FC · FB, откуда
следует, что прямая AF — искомая.

8. (Б.Френкин) Выпуклый n-угольник P , где n > 3, разрезан на равные треугольники
диагоналями, не пересекающимися внутри него. Каковы возможные значения n, если
n-угольник описанный?

Решение. Докажем, что n = 4.

Лемма. Пусть выпуклый n-угольник разрезан на равные треугольники диагоналя-
ми, не пересекающимися внутри него. Тогда у каждого из треугольников разбиения
хотя бы одна сторона является стороной (а не диагональю) n-угольника.

Доказательство леммы. Пусть треугольник разбиения имеет углы α ≤ β ≤ γ с
вершинами A,B,C соответственно, причём AC и BC — диагонали n-угольника. К
C примыкают ещё хотя бы два угла треугольников разбиения. Если хотя бы один из
них больше α, то сумма углов при C не меньше γ+β+α = π, но она не больше угла
выпуклого многоугольника — противоречие. Значит, все углы при C, кроме ∠ACB,
равны α, причём α строго меньше β.

Рассмотрим второй треугольник разбиения, примыкающий к BC. Так как он равен
△ABC, то против стороны BC в нём лежит угол, равный α. Но угол при C в этом
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треугольнике также равен α, тогда как он должен равняться β или γ — противоречие.
Лемма доказана.

Перейдем к решению задачи.

Так как сумма углов многоугольника P равна π(n− 2) и они складываются из всех
углов треугольников разбиения, то количество этих треугольников равно n − 2. По
лемме, в каждом из этих треугольников хотя бы одна сторона является стороной
P . Отсюда вытекает, что у двух треугольников разбиения по две стороны являются
сторонами P .

Пусть KLM — один из этих треугольников, причём KL и LM — стороны P . К
стороне KM примыкает другой треугольник разбиения KMN . Одна из его сторон
(для определённости KN) является стороной P . Так как треугольники разбиения
равны, то ∠NKM равен либо ∠LKM , либо ∠KML. В первом случае KM — бис-
сектриса угла описанного многоугольника P и потому содержит центр I вписанной
окружности. Во втором случае KN ∥ LM . Тогда I лежит на общем перпендикуляре
к этим отрезкам и потому содержится (по выпуклости) в параллелограмме KLMN ,
а значит — хотя бы в одном из треугольников KLM, KMN .

Пусть K ′L′M ′ — другой треугольник разбиения, две стороны которого являются сто-
ронами P . Аналогично предыдущему, I содержится либо в этом, либо в смежном с
ним треугольнике разбиения. Если I содержится хотя бы одном из треугольников
KLM, K ′L′M ′, то они имеют общую сторону, и тогда n = 4. В противном случае
треугольник KMN — смежный с обоими этими треугольниками и содержит I. При
этом сторона MN — общая с △K ′L′M ′; можно положить M = M ′, N = K ′. Рассуж-
дая как выше, получаем, что LM ∥ KN ∥ L′M . Но тогда LM и L′M лежат на одной
прямой, тогда как это две стороны выпуклого n-угольника — противоречие.

Из приведенного рассуждения видно, что выпуклый четырехугольник удовлетворяет
условию задачи тогда и только тогда, когда он симметричен относительно одной из
своих диагоналей.
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VII Олимпиада по геометрии им. И.Ф.Шарыгина
Финал. Первый день. 10 класс

1. (М.Рожкова, Украина) В треугольнике ABC середины сторон AC, BC, вершина C и
точка пересечения медиан лежат на одной окружности. Докажите, что она касается
окружности, проходящей через вершины A, B и ортоцентр треугольника ABC.

Решение. Пусть C ′ — точка, симметричная C относительно середины AB. Тогда
точки A, B, C ′ и ортоцентр треугольника ABC лежат на одной окружности. С дру-
гой стороны, если A0, B0 — середины сторон BC, AC, то треугольник A0B0C гомо-
тетичен треугольнику ABC ′ относительно центра тяжести M треугольника ABC с
коэффициентом −1/2. Следовательно, описанные окружности этих треугольников
касаются в точке M (рис.10.1).

A B

C

A0B0
M

H

C ′

Рис.10.1

2. (Л.Емельянов) Четырехугольник ABCD описан вокруг окружности, касающейся
сторон AB, BC, CD, DA в точках K, L, M , N соответственно. Точки A′, B′, C ′,
D′ — середины отрезков LM , MN , NK, KL. Докажите, что четырехугольник, об-
разованный прямыми AA′, BB′, CC ′, DD′, — вписанный.

Решение. Прежде всего сформулируем следующее утверждение, вытекающее из
непосредственного вычисления углов.

Лемма. Точки A, B, C, D лежат на одной окружности тогда и только тогда, когда
биссектрисы углов, образованных прямыми AB и CD, параллельны биссектрисам
углов, образованных прямыми AD и BC.

Действительно, рассмотрим для определенности случай, когда ABCD — выпуклый
четырехугольник, лучи BA и DC пересекаются в точке E, DA и BC — в точке F .
Тогда углы между биссектрисами углов BED и BFD равны полусуммам противо-
положных углов четырехугольника, откуда, очевидно, следует утверждение леммы.
Другие случаи рассматриваются аналогично.

Перейдем к решению задачи. Пусть I центр вписанной окружности, r — ее радиус.
Тогда IC ′ · IA = r2 = IA′ · IC, т.е. точки A, C, A′, C ′ лежат на одной окружности.
Применяя лемму, получаем, что биссектрисы углов между AA′ и CC ′ параллельны
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биссектрисам углов между IA и IC, а значит и углов между перпендикулярными
им прямыми KN и LM . Аналогично биссектрисы углов между BB′ и DD′ парал-
лельны биссектрисам углов между KL и MN . Еще раз применив лемму, получим
утверждение задачи.

3. (А.Акопян) Дано два тетраэдра A1A2A3A4 и B1B2B3B4. Рассмотрим шесть пар ребер
AiAj и BkBl, где (i, j, k, l) — перестановка чисел (1, 2, 3, 4) (например, A1A2 и B3B4).
Известно, что во всех парах, кроме одной, ребра перпендикулярны. Докажите, что
в оставшейся паре ребра тоже перпендикулярны.

Решение. Сначала докажем следующую лемму.

Лемма. Ребра A1A2 и B3B4 перпендикулярны тогда и только тогда, когда перпенди-
куляры из точек A1, A2 на плоскости B2B3B4 и B1B3B4 соответственно пересекаются.

Доказательство леммы. Пусть A1A2 ⊥ B3B4. Тогда существует плоскость, про-
ходящая через A1A2 и перпендикулярная B3B4. Перпендикуляры из условия леммы
лежат в этой плоскости и, значит, пересекаются. Обратно, если перпендикуляры пе-
ресекаются, то проходящая через них плоскость перпендикулярна B3B4 и содержит
A1A2.

Пусть теперь A1A2 ⊥ B3B4, A1A3 ⊥ B2B4, A2A3 ⊥ B1B4. Тогда любые два из трех
перпендикуляров, опущенных из A1, A2, A3 на соответствующие грани B1B2B3B4,
пересекаются. Так как эти перпендикуляры не лежат в одной плоскости, отсюда сле-
дует, что они проходят через одну точку. Следовательно, если выполнены условия
задачи, то все четыре перпендикуляра из вершин одного тетраэдра на соответству-
ющие грани другого проходят через одну точку, что влечет перпендикулярность
шестой пары ребер.

4. (В.Мокин) На стороне AB треугольника ABC взята точка D. В угол ADC вписана
окружность, касающаяся изнутри описанной окружности треугольника ACD, а в
угол BDC — окружность, касающаяся изнутри описанной окружности треугольника
BCD. Оказалось, что эти окружности касаются отрезка CD в одной и той же точке
X. Докажите, что перпендикуляр, опущенный из X на AB, проходит через центр
вписанной окружности треугольника ABC.

Решение. Сначала докажем следующую лемму.

Лемма. Пусть окружность касается сторон AC, BC треугольника ABC в точках
U , V , а описанной около него окружности изнутри в точке T . Тогда прямая UV
проходит через центр I окружности, вписанной в треугольник ABC.

Доказательство леммы. Пусть прямые TU , TV вторично пересекают описанную
окружность в точках X, Y . Так как окружности ABC и TUV гомотетичны с центром
T , то X, Y — середины дуг AC, BC, т.е. прямые AY и BX пересекаются в точке I
(рис.10.4.1). Поэтому утверждение леммы следует из теоремы Паскаля, примененной
к шестиугольнику AY TXBC.
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Рис.10.4.1

Из леммы следует, что в условиях задачи DI1XI2, где I1, I2 — центры вписанных
окружностей треугольников ACD, BCD, — прямоугольник (рис.10.4.2.). Пусть Y ,
C1, C2 — проекции точек X, I1, I2 на AB. Тогда BY −AY = BC2+C2Y −AC1−C1Y =
(BC2−DC2)− (AC1−DC1) = (BC−CD)− (AC−CD) = BC−AC. Следовательно,
Y — точка касания стороны AB с вписанной окружностью.

DC1 C2Y

I1 I2

X

Рис.10.4.2
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VII Олимпиада по геометрии им. И.Ф.Шарыгина
Финал. Второй день. 10 класс

5. (А.Блинков) Точка касания вневписанной окружности со стороной треугольника и
основание высоты, проведенной к этой стороне, симметричны относительно основа-
ния биссектрисы, проведенной к этой же стороне. Докажите, что эта сторона состав-
ляет треть периметра треугольника.

Решение. Из условия следует, что радиус rc вневписанной окружности, касающей-
ся стороны AB треугольника ABC, равен высоте hc, проведенной к этой стороне.
Поскольку площадь треугольника S = (p− c)rc = chc/2, то c = 2(p− c) = 2p/3.

6. (М.Рожкова, Украина) Докажите, что для любого неравнобедренного треугольника
l21 >

√
3S > l22, где l1, l2 — наибольшая и наименьшая биссектрисы треугольника, S —

его площадь.

Решение. Пусть a > b > c — стороны треугольника. Тогда l2 — биссектриса угла A
и S = bc sinA/2 = (b + c)l2 sin

A
2
/2. Поэтому правое неравенство можно переписать

в виде
√
3(b + c) sin A

2
/2 > 2bc cos A

2
/(b + c) или

√
3 tg A

2
> 4bc/(b + c)2. Но π/6 <

A/2 < π/2, следовательно, левая часть больше 1, а правая меньше 1 по неравенству
о средних.

Так как C < π/3, то
√
3S < 3ab/4. С другой стороны, l21 = 4a2b2 cos2 C

2
/(a + b)2 =

2a2b2(1 + cosC)/(a+ b)2. Поскольку b > c, cosC > a/2b, т.е. l21 > a2b(a+ 2b)/(a+ b)2.
Поэтому левое неравенство следует из того, что a(a+2b)/(a+b)2 = 1−b2/(a+b)2 > 3/4.

7. (Г.Фельдман) В остроугольном треугольнике ABC O — центр описанной окружно-
сти, A1, B1, C1 — основания высот. На прямых OA1, OB1, OC1 нашли такие точки A′,
B′, C ′ соответственно, что четырёхугольники AOBC ′, BOCA′, COAB′ вписанные.
Докажите, что окружности, описанные около треугольников AA1A

′, BB1B
′, CC1C

′,
имеют общую точку.

Решение. Пусть H — ортоцентр треугольника ABC. Тогда AH ·HA1 = BH ·HB1 =
CH · CH1, т.е степени H относительно окружностей AA1A

′, BB1B
′, CC1C

′ равны,
причем H лежит внутри этих окружностей. С другой стороны, ∠BC ′O = ∠BAO =
∠OBC1, т.е. треугольники OC ′B и OBC1 подобны и OC1 ·OC ′ = OB2

0 (рис.10.7). Сле-
довательно, степени O относительно всех трех окружностей также равны и, значит,
эти окружности пересекаются в двух точках, лежащих на прямой OH.

A
B

C

O

C1

C ′

Рис.10.7
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8. (С.Токарев) Есть лист жести размером 6 × 6. Разрешается надрезать его, но так,
чтобы он не распадался на части, и сгибать. Как сделать куб с ребром 2, разделенный
перегородками на единичные кубики?

Решение. Искомая развертка изображена на рис.10.8. Жирные линии обозначают
разрезы, тонкие и пунктирные — сгибы вверх и вниз. Центральный квадрат 2 × 2
соответствует горизонтальной перегородке куба.

 Рис.10.8.
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VIII Олимпиада по геометрии им. И.Ф.Шарыгина.
Решения.

Финал. Первый день. 8 класс
1. (А.Блинков) Точка M — середина основания AC остроугольного равнобедренного

треугольника ABC. Точка N симметрична M относительно BC. Прямая, параллель-
ная AC и проходящая через точку N , пересекает сторону AB в точке K. Найдите
угол AKC.
Ответ. 90◦.
Решение. Пусть L — точка пересечения NK и BC. Тогда ∠AKC = ∠ALC. Кроме
того, AM = MC = CN = NL. Значит, MCNL — ромб, ALNM — параллелограмм
и AL ∥ MN ⊥ LC (рис.8.1).

A

B

C

K L

M

N

Рис.8.1

2. (А.Карлюченко) Восстановите треугольник ABC по вершине A и основаниям B′ и
C ′ биссектрис углов ABC и ACB соответственно.
Первое решение. Пусть I — центр вписанной окружности треугольник. Тогда
∠B′IC ′ = 90◦ + 1

2
∠B′AC ′. Поэтому мы можем построить точку I как пересечение

соответствующей дуги с биссектрисой угла B′AC ′. Теперь точки B, C строятся как
пересечение B′I с AC ′ и C ′I с AB′ соответственно.
Второе решение. Так как BB′ — биссектриса угла B, точка B′ равноудалена от
прямых BC и AB. Поэтому окружность с центром B′, касающаяся AC ′, касает-
ся также BC. Аналогично BC касается окружности с центром C ′, касающейся AB′.
Следовательно, для восстановления треугольника достаточно провести общую внеш-
нюю касательную к этим двум окружностям и найти точки ее пересечения с AB′ и
AC ′.

3. (Л.Штейнгарц, Израиль) Бумажный квадратный лист согнули по прямой так, что
одна из вершин квадрата оказалась на несмежной стороне. При этом образовалось
три треугольника. В эти треугольники вписали окружности. Докажите, что радиус
одной из этих окружностей равен сумме радиусов двух других.
Решение. Пусть квадрат ABCD перегнули по прямой XY , X лежит на CD, Y —
на AB, U — точка на AD, в которую перешла C, V — точка, в которую пере-
шла B, P — точка пересечения UV и AB. Так как треугольники UDX, UAP и
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PV Y — прямоугольные, диаметры вписанных в них окружностей равны соответ-
ственно UD +DX −XU , UA+ AP − UP , PV + V Y − PY .

Опустим перпендикуляр Y K на CD. Так как XY ⊥ CU , ∠DCU = ∠KYX. Кроме
того, KY = BC = CD. Следовательно, треугольники CDU и Y KX равны, т.е.
DU = XK = XC −CK = XU − Y B = XU − Y V . Поэтому UD +DX −XU + PV +
V Y − PY + UP − UA − AP = DX + UV − UA − AP − PY = DX + DU − AY = 0
(рис.8.3).

A B

CD
X

Y

U

V
P

K

Рис.8.3

4. (А. Акопян, Д.Швецов) Дан равнобедренный треугольник ABC с углом при вершине
B, равным 120◦. На продолжениях сторон AB и CB за точку B взяли точки P и
Q соответственно так, что угол между AQ и CP прямой. Докажите, что ∠PQB =
2∠PCQ.

Решение. Пусть серединный перпендикуляр к AQ пересекает AB в точке K, L —
точка на BC такая, что KL ∥ AC, P ′ — точка на прямой AB такая, что LP ′ = LC, а
прямые QP ′ и AC не параллельны. Так как в треугольниках BKQ и BLP ′ BK = BL,
KQ = LP ′, ∠QBK = ∠P ′BL, но P ′B ̸= QB, ∠BQK+∠BP ′L = 180◦. Следовательно,
∠P ′LB + ∠QKB = 60◦ и ∠QAB + ∠P ′CB = 30◦, т.е. P ′ совпадает с P (рис.8.4).

C

B

A

P

Q

KL

Рис.8.4

Заметим теперь, что, если треугольники BKQ и BLP приложить друг к другу рав-
ными сторонами QK и LP , то они образуют равносторонний треугольник. Следова-
тельно, BP + BQ = BL. Поэтому, если T — точка на BL такая, что BT = BP , то
треугольник BPT — равносторонний, а треугольник PTL равен треугольнику PBQ.
Значит, PQ = PL = LC и ∠PQB = ∠PLB = 2∠PCQ.
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VIII Олимпиада по геометрии им. И.Ф.Шарыгина
Финал. Второй день. 8 класс

5. (А.Акопян) Существует ли выпуклый четырехугольник и точка P внутри него такие,
что сумма расстояний от P до вершин больше периметра четырехугольника?

Ответ. Да.

Решение. Пусть в четырехугольнике ABCD AD = BD = CD = x, AB = BC = y <
x/4, P — точка на диагонали BD, PD = y. Тогда PA = PC > AD − PD = x − y,
следовательно, PA+ PB + PC + PD > 3x− 2y > 2x+ 2y = AB +BC + CD +DA.

6. (А.Туманян, Украина) На продолжении стороны AB треугольника ABC за точку
B взяли точку B1 такую, что AB1 = AC. Биссектриса угла A пересекает описанную
около треугольника окружность в точке W . Докажите, что ортоцентр треугольника
AWB1 лежит на описанной окружности треугольника ABC.

Решение. Пусть H — вторая точка пересечения описанной окружности с прямой
CB1. Так как AW — биссектриса равнобедренного треугольника AB1C, B1H ⊥ AW .
Кроме того, ∠AWH = ∠ACH = 90◦ − ∠CAW = 90◦ − ∠WAB, т.е. WH ⊥ AB1.
Следовательно, H — ортоцентр треугольника AWB1 (рис.8.6).

A B B1

C

W

H

Рис.8.6

7. (Д.Швецов) Высоты AA1, CC1 пересекаются в точке H. Точка Q симметрична се-
редине стороны AC относительно AA1; точка P — середина A1C1. Докажите, что
∠QPH = 90◦.

Первое решение. Пусть K — середина AC. Так как KQ ∥ BC, то KQ делит
высоту AA1 пополам и AKA1Q — ромб. Аналогично, если R — точка, симметричная
K относительно CC1, то CKC1R — ромб, а значит, QA1RC1 — параллелограмм, т.е.
P — середина RQ. Кроме того, HR = HK = HQ. Следовательно, HP — высота
равнобедренного треугольника HQR (рис 8.7).
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Рис.8.7

Второе решение. Пусть L — середина AA1. Тогда KL — средняя линия треуголь-
ника AA1C1, ∠PLH = ∠BAA1 и ∠PLQ = ∠C1HA. С другой стороны, ∠A1C1H =
∠HAC, потому что точки A1, C1 лежат на окружности с диаметром AC. Следова-
тельно, при симметрии относительно биссектрисы угла C1HA точки A1, C1 попадут
на прямые HC, HA, а прямая A1C1 перейдет в параллельную AC. Значит по тео-
реме Фалеса точка P попадет на прямую HK. Таким образом, прямые HQ и HP
симметричны HK относительно HA и биссектрисы угла C1HA соответственно, т.е.
∠PHQ = ∠C1HA. Следовательно, точки P , Q, L, H лежат на одной окружности и
∠QPH = ∠QLH = 90◦.

8. (А.Заславский) Квадрат разрезан на несколько (больше одного) выпуклых много-
угольников с попарно различным числом сторон. Докажите, что среди них есть тре-
угольник.

Решение. Пусть квадрат разрезан на n многоугольников. Тогда у каждый из этих
многоугольников имеет не более одной стороны на каждой из сторон квадрата, а с
любым другим многоугольником граничит не более, чем по одной стороне. Следова-
тельно, всего он имеет не более n+3 сторон. Значит, если среди многоугольников нет
треугольника, то они должны иметь 4, 5, . . . , n + 3 сторон. Но тогда n + 3-угольник
должен примыкать ко всем сторонам квадрата. Поэтому каждый из остальных мно-
гоугольников может примыкать не более, чем к двум сторонам квадрата и, следова-
тельно, иметь не более n+ 1 стороны — противоречие.
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VIII Олимпиада по геометрии им. И.Ф.Шарыгина
Финал. Первый день. 9 класс

1. (Л.Штейнгарц, Израиль) В треугольнике ABC провели высоты AA1 и BB1, которые
пересекаются в точке O. Затем провели высоту A1A2 в треугольнике OBA1 и высоту
B1B2 в треугольнике OAB1. Докажите, что отрезок A2B2 параллелен стороне AB.

Решение. Так как треугольники OA1B и OB1A подобны, их высоты A1A2 и B1B2

делят отрезки OB и OA в одном и том же отношении. Отсюда по теореме Фалеса
получаем утверждение задачи.

2. (Д.Швецов, А.Заславский) Через вершины треугольника ABC проведены три парал-
лельные прямые, пересекающие описанную окружность в точках A1, B1, C1. Точки
A2, B2, C2 симметричны A1, B1, C1 относительно сторон BC, CA, AB. Докажите,
что прямые AA2, BB2, CC2 пересекаются в одной точке.

Решение. Проведем через A1, B1, C1 прямые, параллельные соответственно BC,
CA, AB. Из условия следует, что они пересекутся в одной точке, лежащей на описан-
ной окружности треугольника ABC. Действительно, если, например, прямая, прохо-
дящая через C1, пересекает окружность в точке P , то ⌣ BP =⌣ C1A =⌣ A1C, т.е.
A1P ∥ BC. Точки A2, B2, C2 симметричны этой точке относительно середин сторон
ABC. Следовательно, треугольники ABC и A2B2C2 центрально симметричны и пря-
мые, соединяющие их соответствующие вершины, проходят через центр симметрии
(рис.9.2).

A B

C

C1
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B1

C2

A2B2

Рис.9.2

3. (В.Протасов) В треугольнике ABC провели биссектрису CL. В треугольники CAL и
CBL вписали окружности, которые касаются прямой AB в точках M и N соответ-
ственно. Затем все, кроме точек A, L, M и N , стерли. С помощью циркуля и линейки
восстановите треугольник.

Решение. Докажем равенство 1/AM + 1/ML = 1/LN + 1/NB. Пусть x = AC,
y = CL, z = LA — длины сторон треугольника ACL, p, S r — его полупериметр,
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площадь и радиус вписанной окружности, h — высота из вершины C. Тогда

1

AM
+

1

ML
=

1

p− y
+

1

p− x
=

z

(p− x)(p− y)
=

zp(p− z)

S2
=

2(p− z)

rh
=

1

2h tg ∠ACL
2

.

Так как в треугольнике BCL угол при вершине C и высота из этой вершины такие
же, искомое равенство доказано.

Таким образом, зная отрезки AM , ML, LN , мы можем найти отрезок NB и постро-
ить точку B. Теперь из соотношений AC − CL = AM − LM , BC − CL = BN − LN
мы находим разность сторон AC, BC, а из соотношения AC/BC = AL/BL их отно-
шение. Поэтому мы можем найти эти стороны и построить треугольник.

4. (Б.Френкин) При каких n > 3 правильный n-угольник можно разрезать диагоналя-
ми (возможно, пересекающимися внутри него) на равные треугольники?

Ответ. При четных.

Решение. Если n = 2k, то k диагоналей, проходящих через центр многоугольника,
разрезают его на n равных треугольников.

Пусть n нечетно. Если проведенные диагонали не пересекаются внутри многоуголь-
ника, то они разрезают многоугольник на n− 2 треугольника, причем центр лежит
внутри одного из этих треугольников. Тогда треугольник, содержащий центр, ост-
роугольный, а остальные тупоугольные. Следовательно, равенство треугольников
невозможно.

Так как n нечетно, никакие две диагонали не перпендикулярны. Поэтому через лю-
бую точку пересечения двух диагоналей должна проходить, по крайней мере, еще
одна диагональ (в противном случае образованные диагоналями углы являются дву-
мя разными углами одного треугольника, что невозможно). Докажем теперь, что из
каждой вершины многоугольника выходит не меньше двух диагоналей.

Предположим, что из вершины Ai не выходит ни одной диагонали. Тогда треугольни-
ком, содержащим эту вершину, будет Ai−1AiAi+1. Сторона Ai+1Ai+2 должна принад-
лежать такому же треугольнику, и им может быть только треугольник Ai+1Ai+2Ai+3.
Продолжая это рассуждение, получим противоречие с нечетностью n.

Предположим, что из вершины Ai выходит одна диагональ. тогда она делит угол
при этой вершине на два неравных угла. Так оба эти угла примыкают к стороне
треугольника, равной стороне многоугольника, то из вершины Ai+1 тоже должна
выходить одна диагональ и т.д. Но при нечетном числе вершин это невозможно.

Пусть теперь n-угольник разрезан на k треугольников. Сумма углов всех треуголь-
ников равна kπ. Из этой суммы (n − 2)π составляют углы многоугольника, значит,
сумма углов во внутренних вершинах равна (k−n+2)π, а число этих вершин равно
(k−n+2)/2. Поскольку каждая внутренняя вершина принадлежит, по крайней мере,
шести треугольникам, а каждая вершина многоугольника — трем, то общее число
треугольников не меньше, чем (3(k − n+ 2) + 3n)/3 > k — противоречие.
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VIII Олимпиада по геометрии им. И.Ф.Шарыгина
Финал. Второй день. 9 класс

5. (М.Кунгожин) Пусть ABC — равнобедренный прямоугольный треугольник. На про-
должении гипотенузы AB за точку A взята точка D такая, что AB = 2AD. Точки M
и N на стороне AC таковы,что AM = NC. На стороне CB за точку B взята точка
K такая, что CN = BK. Найдите угол между прямыми NK и DM .
Ответ. 45◦.
Решение. Пусть L — проекция M на AB. Так как ML/CN = AL/BK = AD/BC =
1/
√
2, треугольники MLD и NCK подобны и ∠MDL = ∠NKC. Значит. искомый

угол равен углу между KC и DL, т.е. 45◦ (рис.9.5).

A

B
C

D

M

N

K

L

Рис.9.5

6. (М.Рожкова) Задан равнобедренный треугольник ABC, BC = a, AB = AC = b. На
стороне AC во внешнюю сторону построен △ADC, AD = DC = a; CM — биссек-
триса △ABC, CN — биссектриса △ADC. Найдите радиус окружности, описанной
около треугольника CMN .
Ответ. ab

a+b
.

Решение. Пусть K — точка на AC такая, что MK ∥ BC. Так как ∠MCA =
∠MCB = ∠CMK, получаем, что MK = KC. Кроме того, CK/AK = BM/AM =
a/b = DN/AN . Следовательно, KN ∥ CD и KN = KC. Таким образом, K — центр
описанной окружности треугольника CMN , а ее радиус по теореме о биссектрисе
равен KC = ab/(a+ b) (рис.9.6).

A

B C

D

M

N

K

7



Рис.9.6

7. (А.Белов) В выпуклом пятиугольнике провели все диагонали, в результате чего он
оказался разбитым на 10 треугольников и 1 пятиугольник. Из суммы площадей
треугольников, прилегающих к сторонам исходного пятиугольника, вычли площадь
внутреннего, получилось число N . Совершив те же операции с внутренним пяти-
угольником, получили число K. Докажите, что N > K.

Решение. Пусть A1A2A3A4A5 — исходный пятиугольник, B1B2B3B4B5 — пятиуголь-
ник, образованный его диагоналями (B1 — точка пересечения A2A4 с A3A5 и т.д.),
C1C2C3C4C5 — пятиугольник, образованный диагоналями B1B2B3B4B5. Тогда раз-
ность N − K содержит сумму пяти треугольников вида AiAi+1Bi+3, сумму пяти
треугольников вида BiBi+1Ci+3 с коэффициентом, равным -2, и сумму пяти тре-
угольников вида BiCi+2Ci+3 с коэффициентом, равным -1. То же самое выражение
получится, если из суммы площадей треугольников вида AiAi+1Bi+3 вычесть суммы
площадей треугольников вида BiBi+1Bi+2. Поэтому для доказательства искомого
неравенства достаточно доказать пять неравенств вида SAiAi+1Bi+3

> SBi+2Bi+3Bi+4
.

Присоединив к каждому из треугольников A1A2B4 и B3B4B5 треугольник A1B3B4,
получим треугольники A1B3A2 и A1B3B5 с общим основанием A1B3. При этом рас-
стояние от точки B5 до этого основания меньше, чем от точки A2 (рис.9.7). Анало-
гично доказываются остальные неравенства.

A1

A2

B3

B4

B5

Рис.9.7

8. (М.Плотников, Украина) В остроугольном треугольнике ABC точки K и L — проек-
ции основания H высоты из точки A на другие стороны треугольника. Прямая KL
пересекает описанную окружность треугольника ABC в точках P и Q, а высота, опу-
щенная на сторону BC, повторно пересекает эту окружность в точке T . Докажите,
что H является центром вписанной окружности треугольника PQT .

Решение. Пусть O — центр описанной окружности треугольника. Так как AK =
AH sinB, AL = AH sinC, треугольники ALK и ABC подобны, т.е. ∠ALK = ∠B.
Поскольку ∠OAC = π/2−∠B, то OA ⊥ KL. Значит, AP = AQ и TA — биссектриса
угла PTQ. Теперь по теореме о трилистнике утверждение задачи равносильно тому,
что A — центр описанной окружности треугольника HPQ.

Пусть D — проекция A на KL. По теореме Пифагора AQ2−R2 = AD2−(R−AD)2, где
R — радиус описанной окружности. Так как коэффициент подобия треугольников
AKL и ABC равен AH/2R, имеем AD = AH2/2R и AQ2 = AH2 (рис.9.8).
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Рис.9.8
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VIII Олимпиада по геометрии им. И.Ф.Шарыгина
Финал. Первый день. 10 класс

1. (А.Шаповалов) При каких n можно оклеить куб n× n× n доминошками 1× 2 так,
чтобы каждая доминошка граничила ровно с пятью другими?

Ответ. При четных.

Решение. Если n четно, разобьем каждую грань куба на квадраты 2× 2 и заклеим
каждый квадрат двумя доминошками так, чтобы к длинным сторонам доминошек,
лежащих в одном квадрате, примыкали короткие стороны доминошек, лежащих в
соседних квадратах. На рис.10.1 показано расположение доминошек вблизи вершины
куба.

Рис.10.1

При нечетных n общее число доминошек нечетно. Поскольку число доминошек, име-
ющих нечетное число соседей, всегда четно, требуемая оклейка невозможна.

2. (А.Заславский, Б.Френкин) Точку внутри треугольника назовем хорошей, если про-
ходящие через нее чевианы обратно пропорциональны соответствующим сторонам.
Для каких треугольников число хороших точек максимально?

Ответ. Для остроугольных.

Решение. Пусть H — ортоцентр треугольника ABC, а P — хорошая точка. Так
как проходящие через P чевианы пропорциональны соответствующим высотам, они
образуют с высотами равные углы. При этом возможны два случая.

Ориентированные углы PAH, PBH, PCH равны. Тогда P лежит на окружностях
ABH, BCH, CAH и, значит, совпадает с H.

Два из трех углов равны, а третий (например, PCH) им противоположен. Тогда, как
и в первом случае P лежит на окружности ABH. Пусть прямые CP и CH вторично
пересекают эту окружность в точках X и Y . Тогда, так как ∠PCH = ∠PBH, то
⌣ XY = 2 ⌣ CP , ∠XPY = 2∠PCY и ∠PCY = ∠PY C. Но, так как P не лежит на
серединном перпендикуляре AB к отрезку CY , это возможно только при P = H.

Таким образом хорошей точкой может быть только ортоцентр треугольника. Следо-
вательно, в остроугольном треугольнике хорошая точка одна, а в неостроугольном
— ни одной.

Примечание. Во втором случае есть более короткое, но не элементарное решение.
Геометрическим местом точек P , удовлетворяющих равенству ∠BB′A = ∠CC ′B,
является описанная около треугольника ABC равносторонняя гипербола. Четвертой
точкой ее пересечения с другой гиперболой будет ортоцентр H.
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3. (А.Карлюченко) Пусть M и I — точки пересечения медиан и биссектрис неравнобед-
ренного треугольника ABC, а r — радиус вписанной в него окружности. Докажите,
что MI = r/3 тогда и только тогда, когда прямая MI перпендикулярна одной и
сторон треугольника.

Первое решение. Напомним, что три прямые, соединяющие вершины треугольни-
ка и точки касания противоположных сторон с соответствующими вневписанными
окружностями, пересекаются в одной точке N (точка Нагеля). Эта точка лежит на
луче IM , и IN = 3IM .

Перейдем к решению задачи. Пусть MI = r/3. Тогда точка N лежит на вписан-
ной окружности. Пусть касательная к окружности в этой точке пересекает стороны
AC, BC. Проведем прямую CN . Она пересечет сторону AB в точке C1 ее касания
с вневписанной окружностью. Так как вписанная и вневписанная окружности го-
мотетичны относительно C, получаем, что касательная в N параллельна AB, т.е.
AB ⊥ IM (рис.10.3).

A B

C

I

M

N

C1

Рис.10.3

Обратно, пусть AB ⊥ IM . Рассмотрим точку E вписанной окружности, диамет-
рально противоположную точке ее касания с AB. Прямая CE проходит через C1,
а значит, и через N . С другой стороны, E лежит на прямой IM , также проходя-
щей через N . Так как треугольник неравнобедренный, эти прямые различны, т.е. E
совпадает с N и r = IE = 3IM .

Второе решение. Пусть AB ⊥ IM . Тогда по теореме Пифагора AM2 − BM2 =
(p − a)2 − (p − b)2. Отсюда, используя формулу медианы, получаем a + b = 3c или
p = 2c. Так SABM = SABC/3 = pr/3 = c(IM + r)/2, получаем требуемое равенство.

Пусть теперь MI = r/3. Воспользовавшись формулами IA2 + IB2 + IC2 = MA2 +
MB2+MC2+3IM2, IA2 = r2+(p−a)2 и r2 = S2/p2 = (p−a)(p−b)(p−c)/p, приведем
данное равенство к виду (p− 2a)(p− 2b)(p− 2c) = 0. Как показано выше, каждая из
скобок обращается в нуль тогда и только тогда, когда IM перпендикулярно соответ-
ствующей стороне.

4. (Б.Френкин) Дан квадрат. Найдите геометрическое место середин гипотенуз прямо-
угольных треугольников, вершины которых лежат на попарно различных сторонах
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квадрата и не совпадают с его вершинами.

Ответ. Все точки криволинейного восьмиугольника, ограниченного дугами восьми
парабол (рис.10.4), кроме середин сторон квадрата.

 

Рис.10.4

Решение. Если концы гипотенузы лежат на противоположных сторонах квадрата,
то ее середина лежит на соответствующей средней линии. При этом очевидно, что
любая точка средней линии, кроме концов, может быть получена таким способом.

Пусть концы X, Y гипотенузы принадлежат сторонам AB, AD квадрата ABCD, а
вершина Z прямого угла — стороне BC. Так как точки A, Z лежат на окружности
с диаметром XY , расстояние от центра этой окружности до A меньше, чем до дру-
гих вершин квадрата, но больше, чем до прямой BC. Геометрическим местом точек,
равноудаленных от A и BC, является парабола с фокусом A и вершиной в середине
AB. Значит, центр окружности лежит между BC и этой параболой в четверти квад-
рата, содержащей A. Рассмотрев аналогично другие случаи расположения вершин
треугольника и объединив полученные области, получим криволинейный восьми-
угольник, ограниченный дугами восьми парабол. Вершинами этого восьмиугольника
являются середины сторон квадрата и точки пересечения парабол с его диагоналя-
ми. Так как средние линии квадрата содержатся в восьмиугольнике, он и является
искомым ГМТ.
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VIII Олимпиада по геометрии им. И.Ф.Шарыгина
Финал. Второй день. 10 класс

5. (Ф.Нилов) В окружность ω вписан четырёхугольник ABCD, диагонали AC и BD
которого перпендикулярны. На сторонах AB и CD во внешнюю сторону как на диа-
метрах построены дуги α и β. Докажите, что у луночек, образованных окружностью
ω и дугами α и β, одинаковая ширина (т.е. максимальные радиусы окружностей, впи-
санных в эти луночки, равны).

Решение. Очевидно, что ширина луночки — это расстояние между серединами об-
разующих ее дуг, а прямая, соединяющая эти середины проходит через центры со-
держащих эти дуги окружностей. Заметим теперь, что в силу перпендикулярности
диагоналей четырехугольника ABCD сумма дуг AB и CD описанной около него
окружности равна π, значит, в эту окружность можно вписать прямоугольный тре-
угольник с катетами, равными AB и CD, т.е. расстояние от центра окружности до
середины AB равно CD/2. Поэтому ширина обеих луночек равна (AB+CD)/2−R,
где R — радиус окружности ABCD.

6. (В.Ясинский) Дан тетраэдр ABCD. Внутри трехгранного угла с вершиной D и реб-
рами DA, DB, DC, вне тетраэдра, произвольно выбрали точку X. Обозначим через
A′, B′, C ′ основания перпендикуляров, опущенных из точки D на плоскости XBC,
XCA, XAB соответственно. Докажите, что PA′B′C′ ≤ DA+DB +DC, где PA′B′C′ —
периметр треугольника A′B′C ′.

Решение. Так как DA′ ⊥ XBC, DA′ ⊥ XC. Аналогично DB′ ⊥ XC. Поэтому XC
перпендикулярно плоскости DA′B′. Пусть K — точка пересечения этой плоскости
с XC. Тогда ∠DB′K = ∠DA′K = π/2, т.е. точки A′, B′ лежат на окружности с
диаметром DK. Следовательно, A′B′ ≤ DK ≤ DC. Из этого и двух аналогичных
неравенств следует утверждение задачи.

7. (Ф.Ивлев) Дан треугольник ABC. Касательная в точке C к его описанной окружно-
сти пересекает AB в точке D. Докажите, что касательные к описанной окружности
треугольника ACD в точках A и C пересекаются на медиане треугольника BCD,
проведенной из вершины D.

Решение. Точка K пересечения касательных лежит на симедиане треугольника
ACD, т.е. sin∠KDA/ sin∠KDC = AD/CD. Но по теореме о касательной AD/CD =
CD/BD, следовательно DK — медиана.

8. (Д.Швецов) На стороне BC квадрата ABCD выбрали точку M . Пусть X, Y , Z —
инцентры треугольников ABM , CMD, AMD соответственно; Hx, Hy, Hz — ортоцен-
тры треугольников AXB, CYD, AZD. Докажите, что точки Hx, Hy, Hz лежат на
одной прямой.

Решение. Пусть P , Q — точки на отрезках AM , DM такие, что AP = DQ = AD.
Так как BP ⊥ AX, ортоцентром треугольника ABX будет точка пересечения пря-
мых BP и AC. Аналогично ортоцентром треугольника CDY будет точка пересече-
ния CQ и BD. Наконец, ортоцентром треугольника AZD будет точка пересечения
прямых DP и AQ. По теореме Дезарга утверждение задачи равносильно перспек-
тивности треугольников BPQ и CAD. Но прямые BC, PA и QD пересекаются в
точке M (рис.10.8).
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