
Ñåìíàäöàòàÿ îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè
èì. È.Ô.Øàðûãèíà

Çàî÷íûé òóð

Ïðèâîäèì óñëîâèÿ çàäà÷ çàî÷íîãî òóðà Ñåìíàäöàòîé ãåîìåòðè÷åñêîé îëèìïèàäû
èì. È.Ô.Øàðûãèíà.

Çàäà÷è îëèìïèàäû ðàññ÷èòàíû íà ó÷àùèõñÿ ïîñëåäíèõ ÷åòûðåõ êëàññîâ ñðåäíåé øêî-
ëû. Â ñïèñêå çàäà÷, ïðèâåäåííîì íèæå, ïîñëå ïîðÿäêîâîãî íîìåðà êàæäîé çàäà÷è óêàçà-
íî, ó÷àùèìñÿ êàêèõ êëàññîâ ðîññèéñêîé øêîëû (íà ìîìåíò ïðîâåäåíèÿ îëèìïèàäû) îíà
ïðåäíàçíà÷åíà. Â òåõ ñòðàíàõ, ãäå êîëè÷åñòâî êëàññîâ â øêîëå äðóãîå, ó÷åíèêè ïîñëåäíå-
ãî êëàññà ðåøàþò çàäà÷è 11 êëàññà, ó÷åíèêè ïðåäïîñëåäíåãî êëàññà � çàäà÷è 10 êëàññà
è ò.ä. Ìîæíî ðåøàòü çàäà÷è è äëÿ áîëåå ñòàðøèõ êëàññîâ (ðåøåííûå çàäà÷è äëÿ áîëåå
ìëàäøèõ êëàññîâ ïðè ïîäâåäåíèè èòîãîâ íå ó÷èòûâàþòñÿ).

Ïîëíîå ðåøåíèå ëþáîé çàäà÷è èëè ëþáîãî å¼ ïóíêòà, åñëè çàäà÷à èìååò ïóíêòû, îöåíè-
âàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Íåïîëíîå ðåøåíèå, â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè ïðîäâèæåíèÿ, îöåíèâàåòñÿ
îò 1 äî 6 áàëëîâ. Ïðè îòñóòñòâèè çàìåòíîãî ïðîäâèæåíèÿ ñòàâèòñÿ 0 áàëëîâ. Ðåçóëüòàòîì
ó÷àñòíèêà ÿâëÿåòñÿ ñóììà áàëëîâ ïî âñåì çàäà÷àì.

Ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è íà÷èíàéòå ñ íîâîé ñòðàíèöû: ñíà÷àëà íàäî ïåðåïèñàòü óñëî-
âèå, çàòåì çàïèñàòü ðåøåíèå, ïðè÷åì ñòàðàéòåñü ïèñàòü ïîäðîáíî, ïðèâîäÿ îñíîâíûå ðàñ-
ñóæäåíèÿ è âûêëàäêè, äåëàÿ îò÷åòëèâûå ÷åðòåæè äîñòàòî÷íîãî ðàçìåðà. Åñëè â çàäà÷å
òðåáóåòñÿ äàòü îòâåò íà íåêîòîðûé âîïðîñ (íàïðèìåð, íàéòè çíà÷åíèå êàêîé-
íèáóäü âåëè÷èíû), òî ýòîò îòâåò ñëåäóåò ïðèâåñòè ïåðåä ðåøåíèåì. Ïèøèòå
àêêóðàòíî, âåäü Âû æå çàèíòåðåñîâàíû â òîì, ÷òîáû Âàøó ðàáîòó ìîæíî áûëî ïîíÿòü è
ñïðàâåäëèâî îöåíèòü!

Åñëè Âû ïîëüçóåòåñü â ðåøåíèè êàêèì-òî ôàêòîì èç øêîëüíîãî ó÷åáíèêà, ìîæíî ïðî-
ñòî íà ýòî ñîñëàòüñÿ (÷òîáû áûëî ïîíÿòíî, êàêóþ èìåííî òåîðåìó Âû èìååòå â âèäó).
Åñëè æå Âàì íåîáõîäèì ôàêò, íå âñòðå÷àþùèéñÿ â øêîëüíîì êóðñå, åãî îáÿçàòåëüíî íàäî
äîêàçàòü (èëè ñîîáùèòü, èç êàêîãî èñòî÷íèêà îí âçÿò).

Ìîæíî (õîòÿ è íå îáÿçàòåëüíî) óêàçàòü â ðàáîòå, êàêèå çàäà÷è Âàì ïîíðàâèëèñü. Íàì
áóäåò èíòåðåñíî óçíàòü Âàøå ìíåíèå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ðóññêîì èëè àíãëèéñêîì ÿçûêå äîëæíû áûòü ïðåäñòàâëåíû â ýëåê-
òðîííîé ôîðìå íå ðàíüøå 1 äåêàáðÿ 2020 è íå ïîçäíåå 1 ìàðòà 2021 ãîäà. Äëÿ
ýòîãî íóæíî çàéòè íà ñàéò https://contest.yandex.ru/geomshar/, ñïðàâà íàâåðõó óêà-
çàòü ÿçûê (ðóññêèé), ñëåâà íàâåðõó íàæàòü "Ðåãèñòðàöèÿ"è ñëåäîâàòü ïîÿâëÿþùèìñÿ èí-
ñòðóêöèÿì.
ÂÍÈÌÀÍÈÅ:

1. Ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è (è êàæäîãî å¼ ïóíêòà, åñëè çàäà÷à èìååò ïóíêòû) äîëæíî
ñîäåðæàòüñÿ â îòäåëüíîì ôàéëå ôîðìàòà pdf, doc, docx èëè jpg. Åñëè ðåøåíèå ñîñòîèò èç
íåñêîëüêèõ ôàéëîâ, òî íóæíî ñîçäàòü èç íèõ àðõèâ (zip èëè rar) è çàãðóçèòü åãî.

2. Æåëàòåëüíî âûïîëíÿòü ðàáîòó íà êîìïüþòåðå èëè ñêàíèðîâàòü, à íå ôîòîãðàôèðî-
âàòü. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ ïåðåä îòïðàâêîé, ÷òî ôàéë õîðîøî
÷èòàåòñÿ.

3. Åñëè íåñêîëüêî ðàç çàãðóæàåòñÿ ðåøåíèå îäíîé è òîé æå çàäà÷è, òî â ñèñòåìå ïðî-
âåðêè îñòàåòñÿ òîëüêî ïîñëåäíåå.Ïîýòîìó ïðè íåîáõîäèìîñòè ÷òî-òî èçìåíèòü Âàì
ñëåäóåò ñíîâà çàãðóçèòü ðåøåíèå çàäà÷è ïîëíîñòüþ.

Ïðè âîçíèêíîâåíèè òåõíè÷åñêèõ ïðîáëåì ñ çàãðóçêîé ðàáîòû îáðàùàéòåñü ïî àäðåñó
geomshar@yandex.ru. (ÍÅ ïðèñûëàéòå ðàáîòû íà ýòîò àäðåñ!)
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Ôèíàëüíûé òóð ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîâåñòè ëåòîì 2021 ãîäà ïîä Ìîñêâîé. Íà íåãî áóäóò
ïðèãëàøåíû ïîáåäèòåëè çàî÷íîãî òóðà, íå çàêîí÷èâøèå ê ýòîìó âðåìåíè øêîëó. Êðèòåðèè
ïðîõîæäåíèÿ íà ôèíàë îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëå ïðîâåðêè ðàáîò çàî÷íîãî òóðà â çàâèñèìî-
ñòè îò êîëè÷åñòâà ó÷àñòíèêîâ ñ òåì èëè èíûì ðåçóëüòàòîì. Ïîáåäèòåëè çàî÷íîãî òóðà �
âûïóñêíèêè øêîë ïîëó÷àò ãðàìîòû îðãêîìèòåòà îëèìïèàäû. Ñïèñêè ïîáåäèòåëåé áóäóò
îïóáëèêîâàíû íà ñàéòå www.geometry.ru íå ïîçäíåå 1 èþíÿ 2021 ã. Ñâîè ðåçóëüòàòû Âû
ñìîæåòå óçíàòü ïîñëå ïóáëèêàöèè ñïèñêîâ ïî àäðåñó geomshar@yandex.ru.

1. (8) Äàí ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC ñ ïðÿìûì óãëîì C. Ïðÿìàÿ ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç ñåðåäèíó åãî âûñîòû CH è âåðøèíó A ïåðåñåêàåò CB â òî÷êå K. Ïóñòü L �
ñåðåäèíà BC, à T �� òî÷êà íà îòðåçêå AB òàêàÿ, ÷òî ∠ATK = ∠LTB. Èçâåñòíî, ÷òî
BC = 1. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà KTL.

2. (8) Cåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò ïðÿìûå
BC, AB â òî÷êàõ A1 è C1 ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êè O, O1 � öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæ-
íîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABC è A1BC1 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî C1O1 ⊥ AO.

3. (8) Âûñîòû AA1, CC1 îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå H;
B0 � ñåðåäèíà ñòîðîíû AC. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíó B ïàðàëëåëüíî
AC, ïåðåñåêàåò ïðÿìûå B0A1, B0C1 â òî÷êàõ A′, C ′ ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî
ïðÿìûå AA′, CC ′, BH ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

4. (8) Äàí êâàäðàò ABCD ñ öåíòðîì O. Èç òî÷êè P , ëåæàùåé íà ìåíüøåé äóãå CD îïè-
ñàííîé îêîëî êâàäðàòà îêðóæíîñòè, ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå ê åãî âïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè, ïåðåñåêàþùèå ñòîðîíó CD â òî÷êàõ M è N . Ïðÿìûå PM è PN ïåðåñåêàþò
îòðåçêè BC è AD ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ Q è R. Äîêàæèòå, ÷òî ìåäèàíà òðåóãîëü-
íèêà OMN èç âåðøèíû O ïåðïåíäèêóëÿðíà îòðåçêó QR è ðàâíà åãî ïîëîâèíå.

5. (8�9) Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíî ïÿòü òî÷åê. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî ïî-
äîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ.

6. (8�9) Â óãîë âïèñàíû òðè îêðóæíîñòè Γ1, Γ2, Γ3 (ðàäèóñ Γ1 íàèìåíüøèé, à ðàäèóñ
Γ3 íàèáîëüøèé), ïðèòîì Γ2 êàñàåòñÿ Γ1 è Γ3 â òî÷êàõ A è B ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü
l �� êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå A ê Γ1. Ðàññìîòðèì âñå îêðóæíîñòè ω, êàñàþùèåñÿ Γ1 è l.
Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îáùèõ âíóòðåííèõ êàñàòåëüíûõ ê
ïàðàì îêðóæíîñòåé ω è Γ3.

7. (8�9) Â òðåóãîëüíèê ABC âïèñàíà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì I, êàñàþùàÿñÿ ñòîðîí CA,
AB â òî÷êàõ E, F ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êèM , N íà ïðÿìîé EF òàêîâû, ÷òî CM = CE
è BN = BF . Ïðÿìûå BM è CN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ PI
äåëèò ïîïîëàì îòðåçîê MN .

8. (8�9) Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC (AB = BC) ïðîâåäåí ëó÷ l èç âåðøèíû
B. Íà ëó÷å âíóòðè òðåóãîëüíèêà âçÿòû òî÷êè P è Q òàê, ÷òî ∠BAP = ∠QCA.
Äîêàæèòå, ÷òî ∠PAQ = ∠PCQ.

9. (8�9) Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD òî÷êè E è F âûáèðàþòñÿ íà ñòîðîíàõ BC è AD ñî-
îòâåòñòâåííî òàê, ÷òî EF = ED = DC. ÏóñòüM �� ñåðåäèíà BE, àMD ïåðåñåêàåò
EF â òî÷êå G. Äîêàæèòå, ÷òî óãëû EAC è GBD ðàâíû.
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10. (8�9) Äîêàæèòå, ÷òî äâå èçîòîìè÷åñêèå ïðÿìûå òðåóãîëüíèêà íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ
âíóòðè åãî ñåðåäèííîãî òðåóãîëüíèêà. (Èçîòîìè÷åñêèìè ïðÿìûìè òðåóãîëüíèêà

ABC íàçûâàþòñÿ äâå ïðÿìûå, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êîòîðûõ ñ ïðÿìûìè BC, CA, AB
ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñåðåäèí ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.)

11. (8�9) Âî âïèñàííîì ïÿòèóãîëüíèêå îòìåòèëè ñåðåäèíû ÷åòûðåõ ñòîðîí, ïîñëå ÷åãî
ñàì ïÿòèóãîëüíèê ñòåðëè. Âîññòàíîâèòå åãî.

12. (8�10) Åñòü íàáîð ìîíåò ðàäèóñàìè 1, 2, 3, . . . , 10 ñì. Ìîæíî ïîëîæèòü äâå èç íèõ
íà ñòîë òàê, ÷òîáû îíè êàñàëèñü äðóã äðóãà, è äîáàâëÿòü ìîíåòû ïî îäíîé òàê,
÷òîáû î÷åðåäíàÿ êàñàëàñü õîòÿ áû äâóõ óæå ëåæàùèõ. Íîâóþ ìîíåòó íåëüçÿ êëàñòü
íà ñòàðóþ. Ìîæíî ëè ïîëîæèòü íåñêîëüêî ìîíåò òàê, ÷òîáû öåíòðû êàêèõ-òî òð¼õ
ìîíåò îêàçàëèñü íà îäíîé ïðÿìîé?

13. (9�11) Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà M � ñåðåäèíà äóãè BAC îïèñàííîé îêðóæíîñòè
Ω, I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, N � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé AI ñ
Ω, E � òî÷êà êàñàíèÿ ñòîðîíû BC ñ ñîîòâåòñòâóþùåé âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòüþ,
Q � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè IMN ñ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç I è
ïàðàëëåëüíîé BC. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AE è NQ ïåðåñåêàþòñÿ íà Ω.

14. (9�11) Ïóñòü γA, γB, γC � âíåâïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, êàñàþ-
ùèåñÿ ñòîðîí BC, CA, AB ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç lA îáùóþ âíåøíþþ
êàñàòåëüíóþ îêðóæíîñòåé γB è γC , îòëè÷íóþ îò BC. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì lB, lC .
Èç òî÷êè P , ëåæàùåé íà lA, ïðîâåäåì îòëè÷íóþ îò lA êàñàòåëüíóþ ê γB è íàéäåì
òî÷êó X åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ lC . Àíàëîãè÷íî íàéäåì òî÷êó Y ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé
èç P ê γC ñ lB. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ XY êàñàåòñÿ γA.

15. (9�11) Äàí âïèñàííûé ïÿòèóãîëüíèê APBCQ. Òî÷êà M âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC
òàêîâà, ÷òî ∠MAB = ∠MCA, ∠MAC = ∠MBA è ∠PMB = ∠QMC = 90◦. Äîêà-
æèòå, ÷òî ïðÿìûå AM , BP è CQ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

16. (9�11) Ðàññìîòðèì äâå îêðóæíîñòè Ω è ω, êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà âíóòðåííèì îá-
ðàçîì â òî÷êå A. Ïóñòü õîðäà BC îêðóæíîñòè Ω êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ω â òî÷êå
K. Ïóñòü òàêæå O � öåíòð ω. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü BOC äåëèò îòðåçîê AK
ïîïîëàì.

17. (9�11) Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC. Òî÷êè A0 è C0 � ñåðåäèíû ìåíüøèõ
äóã BC è AB ñîîòâåòñòâåííî. Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç A0 è C0, ïåðåñåêàåò
ïðÿìûå AB è BC â òî÷êàõ P è S, Q è R ñîîòâåòñòâåííî (âñå ýòè òî÷êè ðàçëè÷íû).
Èçâåñòíî, ÷òî PQ ‖ AC. Äîêàæèòå, ÷òî A0P + C0S = C0Q+ A0R.

18. (10�11) Ïóñòü AM � ìåäèàíà íåðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC, T � òî÷êà
êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ω ñî ñòîðîíîé BC, S � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ω
ñ îòðåçêîì AT . Äîêàæèòå, ÷òî âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî
ïðÿìûìè AM , BC è êàñàòåëüíîé ê ω â òî÷êå S, êàñàåòñÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ABC.

19. (10�11) Òî÷êà P ëåæèò âíóòðè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD. Îáùèå âíóò-
ðåííèå êàñàòåëüíûå ê âïèñàííûì îêðóæíîñòÿì òðåóãîëüíèêîâ PAB è PCD ïåðå-
ñåêàþòñÿ â òî÷êå Q, à îáùèå âíóòðåííèå êàñàòåëüíûå ê âïèñàííûì îêðóæíîñòÿì
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òðåóãîëüíèêîâ PBC è PAD � â òî÷êå R. Äîêàæèòå, ÷òî P , Q, R ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé.

20. (10�11) Îòîáðàæåíèå f ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó íåâûðîæäåííîìó òðåóãîëü-
íèêó íà ïëîñêîñòè îêðóæíîñòü íåíóëåâîãî ðàäèóñà, ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

� Åñëè ïðîèçâîëüíîå ïîäîáèå σ ïåðåâîäèò òðåóãîëüíèê ∆1 â ∆2, òî σ ïåðåâîäèò
îêðóæíîñòü f(∆1) â f(∆2).

� Äëÿ ëþáûõ ÷åòûðåõ òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ A, B, C, D îêðóæíîñòè f(ABC),
f(BCD), f(CDA) è f(DAB) èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ∆ îêðóæíîñòü f(∆) ñîâïàäàåò ñ îêðóæíî-
ñòþ äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêà ∆ .

21. (10�11) Â òðàïåöèþ ABCD ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü è îêîëî íå¼ ìîæíî îïèñàòü
îêðóæíîñòü. Îò òðàïåöèè îñòàëèñü: âåðøèíà A, öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè I, îïè-
ñàííàÿ îêðóæíîñòü ω è åå öåíòð O. Âîññòàíîâèòå òðàïåöèþ ñ ïîìîùüþ îäíîé ëèøü
ëèíåéêè.

22. (10�11) Äàí âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê è òî÷êàK, íå ïðèíàäëåæàùàÿ åìó. Äëÿ êàæäîé
òî÷êè M ìíîãîãðàííèêà ñòðîèòñÿ øàð ñ äèàìåòðîì MK. Äîêàæèòå, ÷òî â ìíîãî-
ãðàííèêå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì òàêèì øàðàì.

23. (10�11) Â ïðîñòðàíñòâå äàíû øåñòü òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Äëÿ êàæäûõ äâóõ èç
íèõ ïîêðàñèì êðàñíûì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ (åñëè îíè åñòü) îòðåçêà ìåæäó íèìè è
ïîâåðõíîñòè òåòðàýäðà ñ âåðøèíàìè â ÷åòûðåõ îñòàâøèõñÿ òî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî
÷èñëî êðàñíûõ òî÷åê ÷åòíî.

24. (11) Â óñå÷åííóþ òðåóãîëüíóþ ïèðàìèäó âïèñàíà ñôåðà, êàñàþùàÿñÿ îñíîâàíèé â
òî÷êàõ T1, T2. Ïóñòü h � âûñîòà ïèðàìèäû, R1, R2 � ðàäèóñû îêðóæíîñòåé, îïèñàí-
íûõ îêîëî åå îñíîâàíèé, O1, O2 � öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî

R1R2h
2 = (R2

1 −O1T
2
1 )(R2

2 −O2T
2
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