
IV îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. Ðåøåíèÿ. 8 êëàññ. Ïåðâûé äåíü

1. (Á.Ôðåíêèí) Ñóùåñòâóåò ëè âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê áåç ïàðàëëåëüíûõ ñòî-
ðîí, êîòîðûé ìîæíî ðàçðåçàòü íà ÷åòûðå ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà?
Îòâåò. Äà. Ñì., íàïðèìåð, ðèñ.8.1.

Ðèñ.8.1.

2. (Ô.Íèëîâ) Äàí ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC ñ ãèïîòåíóçîé AC è óãëîì
A = 50◦. Òî÷êè K è L íà êàòåòå BC òàêîâû, ÷òî ∠KAC = ∠LAB = 10◦.
Íàéäèòå CK/LB.
Îòâåò. 2.
Ðåøåíèå. Ïóñòü L′ � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ L îòíîñèòåëüíî AB (ðèñ.8.2). Òàê
êàê ∠L′KA = 50◦ = ∠KAL′, L′K = L′A = LA. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∠CAL =
40◦ = ∠ACL, ò.å AL = CL. Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî CK = LL′ = 2LB.
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Ðèñ.8.2.

3. (Ä.Øíîëü) Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äèàãîíàëÿìè
ðàâíû äâà ïðîòèâîëåæàùèõ óãëà. Äîêàæèòå, ÷òî â íåãî ìîæíî âïèñàòü îêðóæ-
íîñòü.
Ðåøåíèå. Ïóñòü â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ∠B = ∠D, O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
äèàãîíàëåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî OB > OD. Òîãäà òî÷êà D′, ñèììåòðè÷íàÿ D
îòíîñèòåëüíî AC, ëåæèò íà îòðåçêå OB (ðèñ.8.3). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñâîéñòâó
âíåøíåãî óãëà òðåóãîëüíèêà ∠AD′O > ∠ABO, ∠CD′O > ∠CBO. Íî òîãäà
∠D = ∠AD′C > ∠B � ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, OB = OD, ò.å äèàãîíàëü
AC ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Çíà÷èò, áèññåêòðèñû óãëîâ
B è D ïåðåñåêàþò AC â îäíîé è òîé æå òî÷êå, êîòîðàÿ ðàâíîóäàëåíà îò âñåõ
ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà.
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Ðèñ.8.3.



4. (Ô.Íèëîâ, À.Çàñëàâñêèé) Ïóñòü CC0 � ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ABC, ñåðåäèí-
íûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê AC è BC ïåðåñåêàþò CC0 â òî÷êàõ A′, B′, ïðÿìûå AA′

è BB′ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå C1. Äîêàæèòå, ÷òî ∠C1CA = ∠C0CB.
Ðåøåíèå. Òàê êàê òðåóãîëüíèêè CAA′, CBB′ � ðàâíîáåäðåííûå, ∠CAA′ =
∠C0CA, ∠CBB′ = ∠C0CB. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè C äî ïðÿìûõ
AC1 è BC1 ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî ðàññòîÿíèÿì îò A è B äî ïðÿìîé CC0. Íî
CC0 � ìåäèàíà, òàê ÷òî ýòè ðàññòîÿíèÿ ðàâíû. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà C ðàâ-
íîóäàëåíà îò ïðÿìûõ C1A è C1B, ò.å. ∠CC1A = ∠CC1B. Îòñþäà ïîëó÷àåì,
÷òî ∠C1CA − ∠C1CB = ∠C1BC − ∠C1AC = ∠C0CB − ∠C0CA (ðèñ.8.4). Ýòî,
î÷åâèäíî, ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è.
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Ðèñ.8.4.

5. (À.Çàñëàâñêèé) Äàíû äâà òðåóãîëüíèêà ABC, A′B′C ′. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α óãîë
ìåæäó âûñîòîé è ìåäèàíîé òðåóãîëüíèêà ABC, ïðîâåäåííûìè èç âåðøèíû A.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì óãëû β, γ, α′, β′, γ′. Èçâåñòíî, ÷òî α = α′, β = β′, γ = γ′.
Îáÿçàòåëüíî ëè òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû?
Îòâåò. Íåò.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà A′B′C ′ ïàðàëëåëüíû ìåäèàíàì òðå-
óãîëüíèêà ABC. Òîãäà ñòîðîíû ABC ïàðàëëåëüíû ìåäèàíàì A′B′C ′ è, çíà÷èò,
óãëû ìåæäó ìåäèàíàìè è âûñîòàìè â îáîèõ òðåóãîëüíèêàõ îäíè è òå æå. Ïðè
ýòîì â îáùåì ñëó÷àå òðåóãîëüíèêè íå ïîäîáíû.



IV îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. Ðåøåíèÿ. 8 êëàññ. Âòîðîé äåíü

6. (Á.Ôðåíêèí) Ðàññìàòðèâàþòñÿ òðåóãîëüíèêè, âñå âåðøèíû êîòîðûõ ÿâëÿþò-
ñÿ âåðøèíàìè äàííîãî ïðàâèëüíîãî 2008-óãîëüíèêà. Êàêèõ ñðåäè íèõ áîëüøå:
îñòðîóãîëüíûõ èëè òóïîóãîëüíûõ?
Îòâåò. Òóïîóãîëüíûõ.
Ðåøåíèå. Çàôèêñèðóåì äâå âåðøèíû A è B òðåóãîëüíèêà. Åñëè îíè ÿâëÿþò-
ñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè âåðøèíàìè 2008-óãîëüíèêà, òî ïðè ëþáîé òðåòüåé âåð-
øèíå C òðåóãîëüíèê ABC � ïðÿìîóãîëüíûé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïóñòü A′,
B′ � âåðøèíû 2008-óãîëüíèêà, ïðîòèâîïîëîæíûå A, B. Òðåóãîëüíèê ABC áó-
äåò îñòðîóãîëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà C íàõîäèòñÿ íà ìåíüøåé èç
äâóõ îãðàíè÷åííûõ òî÷êàìè A′, B′ äóã îïèñàííîé îêîëî 2008-óãîëüíèêà îêðóæ-
íîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ A, B ñðåäè òðåóãîëüíèêîâ,
èìåþùèõ ýòè äâå âåðøèíû, îñòðîóãîëüíûõ íå áîëüøå, ÷åì òóïîóãîëüíûõ, à äëÿ
íåêîòîðûõ ïàð âåðøèí ñòðîãî ìåíüøå. Çíà÷èò, è âñåãî òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëü-
íèêîâ áîëüøå.

7. (Ô.Íèëîâ) Äàí ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC ñ îñíîâàíèåì AC è óãëîì α
ïðè âåðøèíå. Íà îòðåçêå AC âî âíåøíþþ ñòîðîíó ïîñòðîåíà äóãà ñ ãðàäóñíîé
ìåðîé β. Äâå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âåðøèíó B, äåëÿò êàê îòðåçîê, òàê è
äóãó AC íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Íàéäèòå α/β.
Îòâåò. 1/3.
Ðåøåíèå. Ïóñòü X, Y � òî÷êè, äåëÿùèå îòðåçîê AC íà òðè ðàâíûå ÷àñòè
(AX = XY = Y C); U , V � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BX, BY ñ äóãîé AC;
Z � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BC è UV (ðèñ.8.7). Òîãäà, òàê êàê UV ‖ AC, òî
V Z = UV = V C. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠UCZ = 90◦. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå î
âïèñàííîì óãëå ∠ACU = ∠UCV = β/6, à ∠BCA = 90◦−α/2. Èç ýòèõ ðàâåíñòâ
âûòåêàåò, ÷òî β = 3α.
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Ðèñ.8.7.



8. (Á.Ôðåíêèí, À.Çàñëàâñêèé) Íà äîñêå áûë íàðèñîâàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëü-
íèê. Áîðÿ îòìåòèë öåíòðû ÷åòûðåõ îêðóæíîñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ êàñàåòñÿ
îäíîé ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà è ïðîäîëæåíèé äâóõ ñîñåäíèõ ñ íåé. Ïîñëå
÷åãî Àë¼øà ñò¼ð ÷åòûðåõóãîëüíèê. Ñìîæåò ëè Áîðÿ îïðåäåëèòü, ÷åìó ðàâíÿëñÿ
ïåðèìåòð ÷åòûðåõóãîëüíèêà?
Îòâåò. Äà.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ABCD � ÷åòûðåõóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé öåíòðàìè îêðóæ-
íîñòåé, X � âåðøèíà èñõîäíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ëåæàùàÿ íà ñòîðîíå AB.
Òàê êàê åãî ñòîðîíû ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè âíåøíèõ óãëîâ èñõîäíîãî ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà, áèëëèàðäíûé øàð, âûïóùåííûé èç X âäîëü ñòîðîíû èñõîäíî-
ãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, îòðàæàÿñü îò ñòîðîí ABCD, áóäåò âñå âðåìÿ äâèãàòü-
ñÿ ïî ñòîðîíàì. "Âûïðÿìèì"òðàåêòîðèþ øàðà, ïîñòðîèâ ÷åòûðåõóãîëüíèêè:
A1BCD1, ñèììåòðè÷íûé ABCD îòíîñèòåëüíî BC, A2B1CD1, ñèììåòðè÷íûé
A1BCD1 îòíîñèòåëüíî CD1, è A2B2C1D1, ñèììåòðè÷íûé A2B1CD1 îòíîñèòåëü-
íî D1A2. Òîãäà òðàåêòîðèÿ ïåðåéäåò â îòðåçîê XX ′, ãäå X ′ � òî÷êà íà A2B2,
òàêàÿ ÷òî A2X

′ = AX (ðèñ.8.8). Ïðè ýòîì ∠X ′XB = ∠XX ′A2, ò.å. A2B2 ‖ AB.
Ñëåäîâàòåëüíî, âçÿâ âìåñòî X äðóãóþ òî÷êó îòðåçêà AB, ñîåäèíèâ åå ñ ñî-
îòâåòñòâóþùåé òî÷êîé îòðåçêà A2B2 è ïðîèçâåäÿ îáðàòíûå îòðàæåíèÿ ÷àñòåé
ïîëó÷åííîãî îòðåçêà, ìû ïîëó÷èì íîâûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèÿì çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêîâ, äëÿ êîòîðûõ A, B, C, D � öåíòðû âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé. Îä-
íàêî ïåðèìåòðû âñåõ ýòèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ðàâíû äëèíå îòðåçêà XX ′ = AA2,
íå çàâèñÿùåé îò âûáîðà òî÷êè X.
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Ðèñ.8.8.



IV îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. 9 êëàññ. Ïåðâûé äåíü

1. (À.Çàñëàâñêèé) Âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà 2008 ðàâíûõ ÷å-
òûðåõóãîëüíèêîâ. Îáÿçàòåëüíî ëè ó íåãî åñòü öåíòð èëè îñü ñèììåòðèè?
Îòâåò. Íåò. Íàïðèìåð, èç òðàïåöèé, îñíîâàíèÿ êîòîðûõ ðàâíû 1 è 2, à áîêîâûå
ñòîðîíû � 1 è

√
2, ìîæíî, ïðîäîëæàÿ êîíñòðóêöèþ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ.9.1,

ñîñòàâèòü íåñèììåòðè÷íûé øåñòèóãîëüíèê.

Ðèñ.9.1.

2. (Ô.Íèëîâ) Äàí ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD. Íàéäèòå ÃÌÒ, òàêèõ, ÷òî îòðåçêè,
ñîåäèíÿþùèå èõ ïðîåêöèè íà ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû
÷åòûð¼õóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíû.
Ðåøåíèå. Åñëè ÷åòûðåõóãîëüíèê � òðàïåöèÿ, òî ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ïðîåê-
öèè òî÷êè íà áîêîâûå ñòîðîíû, äîëæíà áûòü ïàðàëëåëüíà îñíîâàíèÿì. Î÷åâèä-
íî, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òàêèõ òî÷åê � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ áîêîâûõ ñòîðîí áåç ñàìîé ýòîé òî÷êè. Òàêæå ÿñíî, ÷òî äëÿ ïðÿìî-
óãîëüíèêà èñêîìîå ÃÌÒ � âñÿ ïëîñêîñòü, à äëÿ ïàðàëëåëîãðàììà, îòëè÷íîãî
îò ïðÿìîóãîëüíèêà, òàêèõ òî÷åê íå ñóùåñòâóåò.
Ïóñòü ïðÿìûå AB è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X, BC è DA � â òî÷êå Y . Îáî-
çíà÷èì ïðîåêöèè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè P íà ïðÿìûå AB, BC, CD, DA ÷åðåç
K, L, M , N , à òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ KM è LN ÷åðåç O (ðèñ.9.2). Òàê êàê ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêè Y LPN è XKPM � âïèñàííûå, ïîëó÷àåì, ÷òî ∠PLN = ∠PY A
è ∠PMK = ∠PXA. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠MOL = π − ∠C − ∠PLN − ∠PMK =
π −∠C − (∠A−∠XPY ). Ïîýòîìó óñëîâèå ∠MOL = π/2 ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ
∠XPY = ∠A + ∠C − π/2. Çíà÷èò, èñêîìîå ÃÌÒ � îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êè X è Y áåç ñàìèõ ýòèõ òî÷åê.
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Ðèñ.9.2.

3. (Ð.Ïèðêóëèåâ) Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

1√
2 sin A

+
1√

2 sin B
+

1√
2 sin C

≤
√

p

r
,

ãäå p � ïîëóïåðèìåòð, à r � ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.
Ðåøåíèå.Ïóñòü R è S � ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè è ïëîùàäü òðåóãîëüíè-
êà ABC. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó ñèíóñîâ è ôîðìóëû S = pr = abc/4R, ïðåîáðàçóåì
ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà:

√
p
r

= p√
S

= R(sin A+sin B+sin C)√
2R2 sin A sin B sin C

=
√

sin A
2 sin B sin C

+
√

sin B
2 sin C sin A

+
√

sin C
2 sin A sin B

.

Èç íåðàâåíñòâà î ñðåäíèõ ñëåäóåò, ÷òî

2√
sin A

≤
√

sin B

sin C sin A
+

√
sin C

sin A sin B
.

Ñëîæèâ ýòî íåðàâåíñòâî ñ äâóìÿ àíàëîãè÷íûìè, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå çàäà÷è.

4. (Ô.Íèëîâ, À.Çàñëàâñêèé) Ïóñòü CC0 � ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ABC, ñåðåäèí-
íûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê AC è BC ïåðåñåêàþò CC0 â òî÷êàõ Ac, Bc, ïðÿìûå AAc

è BBc ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå C1. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì òî÷êè A1, B1. Äîêà-
æèòå, ÷òî îêðóæíîñòü A1B1C1 ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ABC.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Èç ðåøåíèÿ çàäà÷è 8.4 ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìûå AA1, BB1, CC1

ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå L, à òî÷êà C1 ëåæèò íà îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç A, B è öåíòð O îïèñàííîé îêîëî ABC îêðóæíîñòè. Ïîýòîìó ∠OC1L =
∠AC1C − ∠AC1O = ∠AC1C − ∠ABO = (π − ∠C) − (π/2 − ∠C) = π/2, ò.å.



C1 ëåæèò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì OL. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî A1 è B1

òîæå ëåæàò íà ýòîé îêðóæíîñòè.
Âòîðîå ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì òî÷êó C2, èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííóþ C1. Èç
óñëîâèÿ ñëåóåò, ÷òî ∠C2AB = ∠C2CA è ∠C2CB = ∠C2BA. Çíà÷èò, îêðóæíîñòè
C2AC è C2BC êàñàþòñÿ ïðÿìîé AB â òî÷êàõ A è B. Ïîæòîìó ðàäèêàëüíàÿ îñü
ýòèõ îêðóæíîñòåé � ïðÿìàÿ CC2 ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó AB, ò.å. C2 ëåæèò íà
ìåäèàíå òðåóãîëüíèêà ABC. Ñîîòâåòñòâåííî C1 ëåæèò íà ñèìåäèàíå, à ïðÿìûå
AA1, BB1, CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Ëåìóàíà L.
Êàê èçâåñòíî, ñèìåäèàíà CL ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó C ′ ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ
ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, ïðîâåäåííûõ â òî÷êàõ A è B.
Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êè A, B ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì OC ′. Êàê ïîêàçàíî
â ïåðâîì ðåøåíèè, C1 ëåæèò íà ýòîé æå îêðóæíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠OC1L =
π/2 è C1 ëåæèò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì OL.

5. (Í.Àâèëîâ) Ìîæíî ëè îêëåèòü ïîâåðõíîñòü ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà îäèíàêîâû-
ìè ïðàâèëüíûìè øåñòèóãîëüíèêàìè?
Ðåøåíèå.Äà, íàïðèìåð, ñêëåèâ òåòðàýäð èç ðàçâåðòêè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ.9.5,
è ðàçðåçàâ åãî ïîâåðõíîñòü ïî æèðíûì ëèíèÿì, ïîëó÷èì äâà ðàâíûõ ïðàâèëü-
íûõ øåñòèóãîëüíèêà (òåìíûé è ñâåòëûé).

Ðèñ.9.5.



IV îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. 9 êëàññ. Âòîðîé äåíü

6. (Á.Ôðåíêèí) Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê, åñëè äàíû åãî öåíòð òÿæåñòè è îñíîâàíèÿ
âûñîòû è áèññåêòðèñû, ïðîâåäåííûõ ê îäíîé ñòîðîíå.
Ðåøåíèå. Ïóñòü C1, C2 � îñíîâàíèÿ áèññåêòðèñû è âûñîòû, ïðîâåäåííûõ èç
âåðøèíû C òðåóãîëüíèêà ABC, à M � åãî öåíòð òÿæåñòè. Î÷åâèäíî, âåðøèíà
C ëåæèò íà ïåðïåíäèêóëÿðå, âîññòàâëåííîì èç C2 ê ïðÿìîé C1C2. Êðîìå òîãî,
ïðîåêöèÿ M íà ýòîò ïåðïåíäèêóëÿð äåëèò âûñîòó òðåóãîëüíèêà â îòíîøåíèè
2 : 1, ÷òî ïîçâîëÿåò ñðàçó ïîñòðîèòü òî÷êó C è ñåðåäèíó C0 ñòîðîíû AB.
Ïóñòü C ′ � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé CC1 è ïåðïåíäèêóëÿðà l ê ïðÿìîé C1C2,
ïðîâåäåííîãî èç C0. Òî÷êà C ′ ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà
ABC (ðèñ.9.6), ñëåäîâàòåëüíî, ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê CC ′ ïåðåñåêàåò l
â öåíòðå O ýòîé îêðóæíîñòè. Ïîñòðîèâ îêðóæíîñòü, ìû íàéäåì âåðøèíû A, B
êàê òî÷êè åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé C1C2.
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Ðèñ.9.6.

7. (À.Çàñëàâñêèé) Ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, ðà-
âåí R. ×åðåç îðòîöåíòð H ýòîãî òðåóãîëüíèêà ïðîâåëè äðóãóþ îêðóæíîñòü
òîãî æå ðàäèóñà, ïåðåñåêàþùóþ îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ X, Y . Òî÷êà
Z � ÷åòâåðòàÿ âåðøèíà ïàðàëëåëîãðàììà CXZY . Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A, B, Z.
Îòâåò. R.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî òî÷êà Z ëåæèò íà îêðóæíîñòè ABH, ðàäèóñ
êîòîðîé ðàâåí R. Ïóñòü H ′ � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé XY H è



ABH, C ′ � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ABH ′ (ðèñ.9.7). Òîãäà C ′ ëåæèò íà îêðóæ-
íîñòè, ñèììåòðè÷íîé ABH îòíîñèòåëüíî AB, ò.å. íà îêðóæíîñòè ABC. Ïî-
ýòîìó CH = C ′H ′ = 2R| cos C| è CHH ′C ′ � ïàðàëëåëîãðàìì. Òàê êàê CC ′ è
HH ′ � õîðäû ðàâíûõ îêðóæíîñòåé ABC è XHY , îíè ñèììåòðè÷íû îòíîñè-
òåëüíî öåíòðà ñèììåòðèè ýòèõ îêðóæíîñòåé � ñåðåäèíû XY . Ñëåäîâàòåëüíî,
XCY H ′ � ïàðàëëåëîãðàìì, è H ′ ñîâïàäàåò ñ Z.
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Ðèñ.9.7.

Âòîðîå ðåøåíèå. Òî÷êà Z ïîëó÷àåòñÿ èç C îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî ñåðåäè-
íû T îòðåçêà XY . Ïóñòü H ′ � îòðàæåíèå H îòíîñèòåëüíî T . Òîãäà −−→CH =

−−→
H ′Z.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñäâèãå íà −−→CH îêðóæíîñòü ABC ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü
ABH (äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü ýòîò ñäâèã êàê êîìïîçèöèþ ñèììåòðèé îòíîñè-
òåëüíî äèàìåòðà, ïàðàëëåëüíîãî AB, è îòíîñèòåëüíî AB). Çíà÷èò, òî÷êà H ′

ïðè ýòîì ñäâèãå ïåðåõîäèò â òî÷êó Z, ëåæàùóþ íà îêðóæíîñòè ABH, ðàäèóñ
êîòîðîé ðàâåí R.
Òðåòüå ðåøåíèå. (À.Åôèìîâ) Ïóñòü O, O1 � öåíòðû îïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ABC è îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç H. Òîãäà O1 ëåæèò íà
îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì H è ðàäèóñîì R. Çíà÷èò ñåðåäèíà îòðåçêà OO1 ëåæèò íà
îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â ñåðåäèíå îòðåçêà OH è ðàäèóñîì R/2, ò.å. îêðóæíîñòè
äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêà ABC. Ïîñêîëüêó ñåðåäèíû îòðåçêîâ OO1, XY è CZ
ñîâïàäàþò, òî÷êà Z ëåæèò íà îêðóæíîñòè � îáðàçå îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê



ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì C è êîýôôèöèåíòîì 2, ò.å. îêðóæíîñòè ðàäèóñà R,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç A è B.

8. (J.-L.Aime, France) Íà îêðóæíîñòè ω, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, âçÿ-
òû äâå òî÷êè P è Q. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð l ê îòðåçêó PQ ïåðåñåêàåò
ïðÿìûå BC, CA, AB â òî÷êàõ A′, B′, C ′. Ïóñòü A”, B”, C” � âòîðûå òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ l ñ îêðóæíîñòÿìè, îïèñàííûìè îêîëî òðåóãîëüíèêîâ A′PQ, B′PQ,
C ′PQ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AA”, BB”, CC” ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Ðåøåíèå. Ïóñòü X, Y � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ω è l. Ðàññìîòðåâ öåíòðàëüíóþ
ïðîåêöèþ èç ω íà l ñ öåíòðîì C, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî äâîéíûõ îòíîøåíèé:
(AB; XY ) = (B′A′; XY ). Äàëåå, òàê êàê ∠A′PA−∠B′PB−∠XPY = π/2, ïîëó-
÷àåì, ÷òî (A′B′; XY ) = (A”B”; Y X). Ñëåäîâàòåëüíî (AB; XY ) = (A”B”; Y X),
ò.å. òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AA” è BB” ëåæèò íà ω. ×åðåç ýòó æå òî÷êó
ïðîõîäèò è ïðÿìàÿ CC”.



IV îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. Ðåøåíèÿ. 10 êëàññ. Ïåðâûé äåíü

1. (Á.Ôðåíêèí) Âïèñàííî-îïèñàííûé n-óãîëüíèê ðàçðåçàí ïðÿìîé ëèíèåé íà äâà
âïèñàííî-îïèñàííûõ ìíîãîóãîëüíèêà ñ ðàçíûì êîëè÷åñòâîì ñòîðîí. Ïðè êàêèõ
n ýòî âîçìîæíî?
Îòâåò. Ïðè n = 3.
Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n 6= 3. Åñëè n > 4, òî ãðàíèöà õîòÿ áû îäíîãî
èç ïîëó÷åííûõ ïðè ðàçðåçàíèè ìíîãîóãîëüíèêîâ ñîäåðæèò îòðåçêè, ïî êðàéíåé
ìåðå, òðåõ ñòîðîí èñõîäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, è çíà÷èò, âïèñàííûå â ýòè ìíî-
ãîóãîëüíèêè îêðóæíîñòè ñîâïàäàþò. Ýòî óòâåðæäåíèå îñòàåòñÿ âåðíûì è ïðè
n = 4, òàê êàê ìíîãîóãîëüíèêè, íà êîòîðûå ðàçðåçàí èñõîäíûé, èìåþò ðàçíîå
÷èñëî ñòîðîí è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðåçàþùàÿ ïðÿìàÿ íå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüþ
÷åòûðåõóãîëüíèêà.
Òàêèì îáðàçîì, ðàçðåçàþùàÿ ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â èñõîä-
íûé n-óãîëüíèê, è îòðåçàåò îò íåãî òðåóãîëüíèê. Âåðøèíàìè îñòàâøåéñÿ ÷àñòè
ÿâëÿþòñÿ n−1 âåðøèíà èñõîäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà è äâå òî÷êè, ëåæàùèå íà åãî
ñòîðîíàõ. Ïîñêîëüêó n−1 ≥ 3, ýòè âåðøèíû îïðåäåëÿþò åäèíñòâåííóþ îêðóæ-
íîñòü, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç îñòàâøóþñÿ âåðøèíó ìíîãîóãîëüíèêà è, çíà÷èò,
íå ïðîõîäèò ÷åðåç âíóòðåííèå òî÷êè åãî ñòîðîí. Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàâøàÿñÿ
÷àñòü íå âïèñàíà â îêðóæíîñòü � ïðîòèâîðå÷èå.
Ïðèìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ìîæíî ïðîâåñòè êàñà-
òåëüíóþ ê âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòè, ðàçðåçàþùóþ åãî íà òðåóãîëüíèê è
âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê.

2. (À.Ìÿêèøåâ) Ïóñòü A1B1C1 � òðåóãîëüíèê, ñèììåòðè÷íûé òðåóãîëüíèêó ABC
îòíîñèòåëüíî öåíòðà îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â åãî ñåðåäèííûé òðåóãîëüíèê.
Äîêàæèòå, ÷òî îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà A1B1C1 ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì îêðóæ-
íîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî öåíòðàìè âíåâïèñàííûõ
îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà ABC.
Ðåøåíèå. Ïóñòü H � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ABC, I � öåíòð âïèñàííîé
â íåãî îêðóæíîñòè, O � öåíòð îïèñàííîé, M � öåíòð òÿæåñòè, I0 � öåíòð
îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ñåðåäèííûé òðåóãîëüíèê. Î÷åâèäíî, ÷òî îðòîöåíòð
H1 òðåóãîëüíèêà A1B1C1 ñèììåòðè÷åí H îòíîñèòåëüíî I0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
äëÿ òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî öåíòðàìè âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé, I ÿâ-
ëÿåòñÿ îðòîöåíòðîì, ABC � îðòîòðåóãîëüíèêîì, à çíà÷èò, îïèñàííàÿ îêîëî
ABC îêðóæíîñòü � îêðóæíîñòüþ äåâÿòè òî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî, öåíòð îïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî öåíòðàìè âíåâïèñàííûõ îêðóæ-
íîñòåé, ñèììåòðè÷åí I îòíîñèòåëüíî O. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê IHH1. Åãî
ìåäèàíà II0 ïðîõîäèò ÷åðåç M è äåëèòñÿ ýòîé òî÷êîé â îòíîøåíèè 2 : 1. Çíà-
÷èò, M � öåíòð òÿæåñòè ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Íî M òàêæå äåëèò â îòíîøåíèè
2 : 1 îòðåçîê HO. Ñëåäîâàòåëüíî, O � ñåðåäèíà îòðåçêà IH1 (ðèñ.10.2)
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Ðèñ.10.2.

3. (Â.ßñèíñêèé, Óêðàèíà) Äâå îêðóæíîñòè ω1 è ω2 ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ X
è Y , à òðåòüÿ îêðóæíîñòü ω êàñàåòñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì îêðóæíîñòåé ω1 è ω2

â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Îòðåçîê XY ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü ω â äâóõ
òî÷êàõ M è N . Ëó÷è PM è PN ïåðåñåêàþò ω1 â òî÷êàõ A è D, à ëó÷è QM è
QN ïåðåñåêàþò ω2 â òî÷êàõ B è C ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî AB = CD.
Ðåøåíèå. Òî÷êà P ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ãîìîòåòèè îêðóæíîñòåé ω è ω1. Ñëåäîâà-
òåëüíî, AD ‖ MN , ò.å. îòðåçîê AD ïåðïåíäèêóëÿðåí ëèíèè öåíòðîâ îêðóæíî-
ñòåé ω1 è ω2, à òî÷êè A è D ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ýòîé ëèíèè. Àíàëîãè÷íî
B è C ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ýòîé ëèíèè, è çíà÷èò, AB = CD (ðèñ.10.3).

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

Ðèñ.10.3.

4. (À.Çàñëàâñêèé) Íà ïðÿìîé l äàíû òðè òî÷êè C0, C1, C2. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷å-
ñêîå ìåñòî öåíòðîâ îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ABC, ó êîòîðûõ



ñòîðîíà AB ëåæèò íà ïðÿìîé l, à îñíîâàíèÿ ìåäèàíû, áèññåêòðèñû è âûñîòû,
ïðîâåäåííûõ èç âåðøèíû C, ñîâïàäàþò ñ C0, C1, C2.
Îòâåò. Ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ l è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó C ′ íà îòðåçêå
C0C2, òàêóþ ÷òî C0C

′2 = C0C1 · C0C2.
Ðåøåíèå. Ïóñòü C3, C4 � òî÷êè êàñàíèÿ ñòîðîíû AB ñ âïèñàííîé è âíåâïèñàí-
íîé îêðóæíîñòÿìè òðåóãîëüíèêà. Òîãäà C0 � ñåðåäèíà îòðåçêà C3C4. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, òî÷êè C3, C4 ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè íà ïðÿìóþ AB öåíòðîâ I, Ic âïè-
ñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè (ðèñ.10.4). Òàê êàê ýòè öåíòðû ëåæàò íà
ïðÿìîé CC1, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

C2C3

C2C4

=
CI

CIc

=
r

rc

=
C1I

C1Ic

=
C1C3

C1C4

.
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Ðèñ.10.4.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà C3 ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåííîé âûøå òî÷êîé
C ′. Âîçüìåì òåïåðü ëþáóþ òî÷êó I, ïðîåêöèÿ êîòîðîé íà l ñîâïàäàåò ñ C3.
Ïðÿìàÿ C1I ïåðåñåêàåò ïåðïåíäèêóëÿðû ê l, âîññòàâëåííûå èç C2 è C0, â òî÷êå
C è öåíòðå îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà IAB. Ïðîâåäÿ ýòó îêðóæíîñòü
è íàéäÿ òî÷êè åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ l, ìû ïîëó÷èì èñêîìûé òðåóãîëüíèê.

5. (È.Áîãäàíîâ) Ñå÷åíèå ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû ÿâëÿåòñÿ ïðà-
âèëüíûì ïÿòèóãîëüíèêîì. Íàéäèòå îòíîøåíèå åãî ñòîðîíû ê ñòîðîíå îñíîâà-
íèÿ ïèðàìèäû.



Îòâåò. 3−√5√
2
.

Ðåøåíèå. Ïóñòü X, Y � òî÷êè, â êîòîðûõ ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ ïåðåñåêàåò ñòî-
ðîíû CD è DA îñíîâàíèÿ ABCD ïèðàìèäû. Òîãäà ïÿòèóãîëüíèê ABCXY
ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé ïðîåêöèåé ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà. Ñëåäîâàòåëüíî,
äâîéíîå îòíîøåíèå A, Y , D è áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè ïðÿìîé AD ðàâíî
äâîéíîìó îòíîøåíèþ ÷åòûðåõ òî÷åê, â êîòîðûõ ÷åòûðå ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå
ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà, ïåðåñåêàþò ïÿòóþ (ðèñ.10.5), ò.å.:

DY

AD
=

3−√5

2
.
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��

��

Ðèñ.10.5.

Òî÷êà X äåëèò îòðåçîê CD â òàêîì æå îòíîøåíèè, ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå
îòíîøåíèå ðàâíî

XY

AB
=

3−√5√
2

.

Ïðèìå÷àíèå. Òàê êàê îòíîøåíèå ñòîðîíû ïÿòèóãîëüíèêà ê ñòîðîíå îñíîâà-
íèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, îòíîøåíèå ñòîðîíû îñíîâàíèÿ ê áîêîâîé ñòîðîíå
ïèðàìèäû òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî, ÷òî
ïëîñêîñòè 8 ãðàíåé ïðàâèëüíîãî èêîñàýäðà îãðàíè÷èâàþò ïðàâèëüíûé îêòàýäð.
Ïîýòîìó ïèðàìèäà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì çàäà÷è, ÿâëÿåòñÿ ïîëîâèíîé îê-
òàýäðà, ò.å. åå áîêîâîå ðåáðî ðàâíî ñòîðîíå îñíîâàíèÿ.



IV îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè èì. È.Ô.Øàðûãèíà
Ôèíàë. 10 êëàññ. Âòîðîé äåíü

6. (Á.Ôðåíêèí) Â òðåóãîëüíèêå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñòîðîí ðàâíî 8Rr, ãäå R è r �
ðàäèóñû îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë ìåæäó íèìè
ìåíüøå 60◦.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðîèçâåäåíèå ñòîðîí AC = b è BC = a òðåóãîëüíèêà ABC
ðàâíî 8Rr. Òàê êàê ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà S = pr = abc/4R, ãäå p � ïîëóïåðè-
ìåòð, ïîëó÷àåì, ÷òî 4prR = abc = 8Rrc, ò.å p = 2c èëè a + b = 3c. Ïîñêîëüêó
b < a+c, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 2a > 2c è c < a. Àíàëîãè÷íî c < b. Òàêèì îáðàçîì,
C êàê ñòðîãî íàèìåíüøèé óãîë òðåóãîëüíèêà ìåíüøå 60◦.

7. (Ô.Íèëîâ) Íà ìåäèàíàõ AA′ è BB′ òðåóãîëüíèêà ABC ïîñòðîåíû â ñòîðîíó
âåðøèíû C äóãè ñ îäèíàêîâîé ãðàäóñíîé ìåðîé. Äîêàæèòå, ÷òî îáùàÿ õîðäà
îêðóæíîñòåé, ñîäåðæàùèõ ýòè äóãè, ïðîõîäèò ÷åðåç C.
Ðåøåíèå. Ïóñòü îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà AA′, ïåðåñåêàåò AC â òî÷êå X,
à îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà BB′ ïåðåñåêàåò BC â òî÷êå Y (ðèñ.10.7). Òàê
êàê ∠AXA′ = ∠BY B′, òðåóãîëüíèêè CXA′ è CY B′ ïîäîáíû, ò.å. CX/CA′ =
CY/CB′. Òîãäà

CX · CA = 2CX · CB′ = 2CY · CA′ = CY · CB.
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Ðèñ.10.7.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåíè òî÷êè C îòíîñèòåëüíî îáåèõ îêðóæíîñòåé ðàâíû, ò.å.
C ëåæèò íà èõ ðàäèêàëüíîé îñè.

8. (À.Àêîïÿí, Â.Äîëüíèêîâ) Ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè òàêîâî, ÷òî èç ëþáûõ
òðåõ åãî òî÷åê íàéäóòñÿ äâå, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè íå ïðåâîñõîäèò 1.
Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ÷àñòè, äèàìåòð êàæäîé èç
êîòîðûõ íå ïðåâîõîäèò 1.



Ðåøåíèå. Íàçîâåì 1-áëèçêèìè òî÷êè, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè íå ïðåâîñ-
õîäèò 1.
Åñëè äèàìåòð äàííîãî ìíîæåñòâà V íå ïðåâîñõîäèò

√
3, òî V ìîæíî ïîêðûòü

êðóãîì ðàäèóñà 1. Ýòîò êðóã ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî íà åãî ãðàíèöå áóäóò
ëåæàò òî÷êè èç V . Îáîçíà÷èì öåíòð ýòîãî êðóãà ÷åðåç X, à òî÷êó íà ãðàíèöå
÷åðåç Y .
Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè ìíîæåñòâà V \B(Y, 1) ïîïàðíî 1-áëèçêè, à çíà÷èò, äèàìåòð
ýòîãî ìíîæåñòâà íå ïðåâîñõîäèò 1. Êðîìå òîãî, îòðåçîê [X,Y ] ðàçáèâàåò ìíî-
æåñòâî V

⋂
B(Y, 1) íà äâå ÷àñòè, äèàìåòð êàæäîé èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò

1. Òàê ìû ïîëó÷àåì íóæíîå íàì ðàçáèåíèå.
Åñëè æå íàéäóòñÿ òàêèå äâå òî÷êè X, Y ∈ V , ÷òî d(X,Y ) >

√
3d, òîãäà ëåãêî

ïîíÿòü, ÷òî ìíîæåñòâà V \B(X, 1), V \B(Y, 1) è V
⋂

B(X, 1)
⋂

B(Y, 1) â îáúåäè-
íåíèè äàþò âñ¼ V , è äèàìåòð êàæäîé èç ýòèõ ÷àñòåé íå ïðåâîñõîäèò 1. Äåéñòâè-
òåëüíî, òî÷êè êàæäîãî èç ìíîæåñòâ V \B(X, 1) è V \B(Y, 1) ïîïàðíî 1-áëèçêè.
À ìíîæåñòâî V

⋂
B(X, 1)

⋂
B(Y, 1) öåëèêîì ëåæèò âíóòðè B(X, 1)

⋂
B(Y, 1),

äèàìåòð êîòîðîãî íå áîëüøå 1 (è äîñòèãàåòñÿ íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé S(X, 1) è S(Y, 1)).


