
Òðåóãîëüíèêè ñ îáùèì îðòîöåíòðîì è îáùåé

âïèñàííîé êîíèêîé

Ê.À. Áåëüñêèé.

Çàäà÷à. Äàíà êîíèêà Ω è òî÷êà O âíå å¼. Ïðÿìàÿ l � êàñà-
òåëüíàÿ ê êîíèêå Ω, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç O. Ïðÿìûå l1, l2 �
êàñàòåëüíûå èç òî÷êè O ê êîíèêå Ω. Òî÷êà H � îðòîöåíòð òðå-
óãîëüíèêà, êîòîðûé îáðàçîâàí ïðÿìûìè l, l1, l2. Íàéòè ãåîìåò-
ðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê H ïðè èçìåíåíèè ïðÿìîé l.
Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè ∠(l1, l2) = 90◦, òî èñêîìîå ÃÌÒ - òî÷êà
O.
Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè ∠(l1, l2) 6= 90◦ è Ω ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîé,
òî èñêîìîå ÃÌÒ - ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äèðåêòðèñîé ïàðà-
áîëû Ω.
Îá ýòîì ñâîéñòâå ïàðàáîëû ìîæíî ïðî÷èòàòü â êíèãå [1].
Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè ∠(l1, l2) 6= 90◦ è Ω íå ÿâëÿåòñÿ ïàðàáî-
ëîé, òî èñêîìîå ÃÌÒ - êîíèêà.
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Ïðåæäå ÷åì äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå 3, ñôîðìóëèðóåì èçâåñò-
íûå òåîðåìû è ðåøèì íåñêîëüêî ïîäãîòîâèòåëüíûõ çàäà÷.

1. Èçâåñòíûå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.

Äàí 4ABC ñ îðòîöåíòðîì H. Òîãäà ëþáàÿ ãèïåðáîëà, êîòîðàÿ
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A,B,C,H, � ðàâíîáîêàÿ, òî åñòü å¼ àñèìï-
òîòû ïåðïåíäèêóëÿðíû. È ëþáàÿ ðàâíîáîêàÿ ãèïåðáîëà, êîòîðàÿ
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A,B,C, òàêæå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó H.
Íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ ýòîé òåîðåìû ïðèâåäåíû â
êíèãå [1].
Äâîéñòâåííàÿ òåîðåìà Äåçàðãà îá èíâîëþöèè.

Â ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD âïèñàíà êîíèêà Ω. Ïðÿìûå AB è CD
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E, à ïðÿìûå AD è BC â òî÷êå F . Íà ïëîñ-
êîñòè âûáðàíà òî÷êà P . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíàÿ èíâîëþ-
öèÿ, êîòîðàÿ ìåíÿåò ìåñòàìè ïàðû ïðÿìûõ PA ↔ PC, PB ↔
PD,PE ↔ PF è êàñàòåëüíûå èç òî÷êè P ê Ω.

Äâîéñòâåííàÿ ëåììà Ñîëëåðòèíñêîãî.

Ïóñòü l � ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìàÿ è f � ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå. Òîãäà âñå ïðÿìûå Pf(P ), ãäå P � òî÷êà, ëåæàùàÿ íà l,
êàñàþòñÿ êîíèêè, êàñàþùåéñÿ ïðÿìûõ l è f(l).

Òåîðåìà Ïîíñåëå.

Äàíû äâà òðåóãîëüíèêà4ABC è4DEF . Òîãäà òî÷êèA,B,C,D,E, F
ëåæàò íà îäíîé êîíèêå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùå-
ñòâóåò êîíèêà, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ïðÿìûõAB,AC,BC,DE,DF,EF .
Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíèõ äâóõ òåîðåì òàêæå ìîæíî íàéòè â
êíèãå [1].

2. Ïðîìåæóòî÷íûå çàäà÷è.

Çàäà÷à 1.

Äàí 4ABC ñ îðòîöåíòðîì H. Òî÷êè D,E, F ëåæàò íà ïðÿìûõ
BC,AC,AB ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî îíè êîëëèíåàðíû. Òî÷êàHA

� îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç òî÷êè A íà ïðÿìóþ BC. Òî÷êà
HX � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç òî÷êè H íà ïðÿìóþ EF . Òî-
ãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà X òàêàÿ, ÷òî AX ⊥ HD,BX ⊥ HE,CX ⊥
HF,HX ⊥ EF è HHa ∗HA = HX ∗HHx.
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Ðåøåíèå.

Ïóñòü ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè B ê HE ïåðåñåêàåò ïåðïåíäèêó-
ëÿð èç òî÷êè C ê ïðÿìîé HF â òî÷êå X. Òîãäà òðåóãîëüíèêè
4AEF è 4XBC îðòîëîãè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðïåíäèêóëÿð
èç òî÷êè B ê ïðÿìîé AE, ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè C ê ïðÿìîé
AE, ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè X ê ïðÿìîé EF ïåðåñåêàþòñÿ â îä-
íîé òî÷êå, ïîýòîìó HX ⊥ EF . Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü,÷òî
HD ⊥ AX. Ðàâåíñòâî HX ∗HHX = HA ∗HHA ñëåäóåò èç âïè-
ñàííîñòè ÷åòâ¼ðîê òî÷åê A,D,HA, HD è D,X,HD, HX , ãäå HD �
îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç òî÷êè H ê AX. �

Çàäà÷à 2.

Äàí 4ABC ñ îðòîöåíòðîì H. Òî÷êà X äâèãàåòñÿ ïî êîíèêå,
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êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A,B,C. Òî÷êè E,F âûáðàíû íà
ïðÿìûõ AC,AB ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî HE ⊥ BX,HF ⊥ CX.
Òîãäà ïðÿìàÿ EF êàñàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé êîíèêè, êîòîðàÿ âïè-
ñàíà â 4ABC.
Ðåøåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî cóùåñòâóåò ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèå èç E â F .
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî äâîéñòâåííîé òåîðåìå Ñîëëåðòèíñêîãî ïðÿ-
ìàÿ EF êàñàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé êîíèêè,êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ïðÿ-
ìûõ AB,AC. Êàñàíèå ýòîé êîíèêè ñ ïðÿìîé BC äîñòèãàåòñÿ,
êîãäà D ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé A. Çàìåòèì,÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî
è â îáðàòíóþ ñòîðîíó: åñëè ïðÿìàÿ EF êàñàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé
êîíèêè, êîòîðàÿ âïèñàíà â 4ABC, òî òî÷êà D äâèãàåòñÿ ïî êî-
íèêå,êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A,B,C. �

Çàäà÷à 3. Äàí 4ABC ñ îðòîöåíòðîì H. Êîíèêà Γ íå ÿâëÿåò-
ñÿ ïàðàáîëîé è âïèñàíà â 4ABC. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíèêà C,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A,B,C è òàêàÿ, ÷òî ëþáîé òðåóãîëü-
íèê, âïèñàííûé â êîíèêó C è îïèñàííûé îêîëî êîíèêè Γ, èìååò
îðòîöåíòð H.
Ðåøåíèå.

Êàñàòåëüíàÿ ê Γ ïåðåñåêàåò ïðÿìûåBC,AC,AB â òî÷êàõD,E, F
ñîîòâåòñòâåííî. Ïî çàäà÷å 1 ñóùåñòâóåò òî÷êàX òàêàÿ, ÷òîAX ⊥
HD,BX ⊥ HE,CX ⊥ HF,HX ⊥ EF. Ïóñòü AX ∩ EF =
A′, BX ∩ EF = B′, CX ∩ EF = C ′. Çàìåòèì,÷òî òðåóãîëüíè-
êè 4DXA′,4EXB′,4FXC ′ èìåþò îáùèé îðòîöåíòð H. Êàñà-
òåëüíûå èç òî÷êè X ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ EF â òî÷êàõ Y, Z. Òî-
ãäà ïî äâîéñòâåííîé òåîðåìå Äåçàðãà îá èíâîëþöèè ñóùåñòâóåò
ïðîåêòèâíàÿ èíâîëþöèÿ, êîòîðàÿ ìåíÿåò ìåñòàìè ïàðû òî÷åê
Y ↔ Z,A′ ↔ D,B′ ↔ E,C ′ ↔ F . Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà H �
òàêæå îðòîöåíòð äëÿ 4XY Z. Ïî îáðàòíîé çàäà÷å 2 è çàäà÷å 1

òî÷êèX, Y, Z äâèãàþòñÿ ïî ôèêñèðîâàííîé êîíèêå, êîòîðàÿ ïðî-
õîäèò ÷åðåç A,B,C, òàê êàê HX ∗ d(H,EF ) = HY ∗ d(H,XZ) =
HZ ∗ d(H,XY ) = HA ∗ d(H,BC), ãäå d(X, Y Z) � ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè X äî ïðÿìîé Y Z. �
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Ñëåäñòâèå.

Äàíà êîíèêà Ω, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîé, è òî÷êà H, êî-
òîðàÿ ëåæèò âíå å¼. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíèêà òàêàÿ, ÷òî ëþáîé
òðåóãîëüíèê, âïèñàííûé â íå¼ è îïèñàííûé îêîëî Ω, èìååò îð-
òîöåíòð H. Ýòó êîíèêó áóäåì îáîçíà÷àòü C(H,Ω).
Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü l � êàñàòåëüíàÿ èç òî÷êè H ê êîíèêå Ω. Ïðÿìûå l1, l2 �
êàñàòåëüíûå ê Ω, êîòîðûå ïåðïåíäèêóëÿðíû l. Äàëåå ïðîâîäèì
ïåðåìåííûå êàñàòåëüíûå l′ ê Ω è äåëàåì ïîñòðîåíèå, êîòîðîå
àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèþ 4XY Z â çàäà÷å 3.

3. Äîêàçàòåëüñòâî èñõîäíîé çàäà÷è.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3.
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Ïóñòü B′C ′ � õîðäà êîíèêè C(O,Ω), êîòîðàÿ êàñàåòñÿ êîíèêè
Ω è ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé l. Ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò ïðÿìûå l1, l2 â
òî÷êàõ B,C ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü òî÷êà H ′ òàêîâà, ÷òî ïðÿìûå
H ′B′, H ′C ′ êàñàþòñÿ êîíèêè Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, H ′ ∈ C(O,Ω) è O
� îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà 4H ′B′C ′. Ïî òåîðåìå Ïîíñåëå òî÷-
êè O,B,C,B′, C ′, H ëåæàò íà îäíîé êîíèêå C. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
òåîðåìå 1 êîíèêà C ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáîêîé ãèïåðáîëîé. Òàê, êàê
H ′ ∈ C è OH ′ ⊥ B′C ′ ‖ BC, òî÷êè H è H ′ ñîâïàäàþò. Ñëåäîâà-
òåëüíî, òî÷êà H äâèãàåòñÿ ïî êîíèêå C(O,Ω). �
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