
Про пряму, яка з’єднує основи висот трикутника
Веронiка Стародуб 1, Григорiй Фiлiпповський2

У цiй статтi розповiдається про пряму H2H3, яка проходить через основи висот
BH2 та CH3 гострокутного трикутника ABC. Ця пряма має цiлу низку важливих та
цiкавих властивостей, що використовуються при розв’язуваннi багатьох задач. Пропо-
нуємо читачам самостiйно помiркувати, якi з властивостей прямої H2H3 залишаються
правильними у випадку, коли трикутник ABC не обов’язково є гострокутним.

Будемо використовувати такi позначення
(рис. 1):
A,B,C — вершини гострокутного трикутника;
AH1, BH2, CH3 — висоти трикутника ABC;
H — ортоцентр трикутника ABC;
E1 — середина AH;
M1, M2, M3 — середини сторiн BC, AC та AB
вiдповiдно;
Ω — описане коло трикутника ABC;
O — центр Ω;
N — точка перетину променя AH з колом Ω;
P — точка перетину прямих H2H3 та BC. Рис. 1.

Задача 1. Довести, що трикутник ABC подiбний до трикутника AH2H3 (рис. 1).
Доведення. Оскiльки ∠BH2C = ∠BH3C = 90◦, то точки B, C, H2, H3 лежать на

колi з дiаметром BC. Тому ∠CH2H3 = 180◦−B, звiдки ∠AH2H3 = B. Звiдси випливає
подiбнiсть трикутникiв AH2H3 та ABC за двома кутами.

Зауваження. Аналогiчно можна показати, що

△H1BH3 ∼ △H1H2C ∼ △ABC.

Задача 2. Довести, що H2H3 = BC cosA.
Доведення. Трикутники ABC та AH2H3 подi-

бнi, тому H2H3/BC = AH/AC = cosA (рис. 1).
Задача 3. Серединний перпендикуляр до вiд-

рiзка H2H3 перетинає сторону BC у точцi M1 —
серединi BC.

Доведення. Точки B, H2, H3, C належать колу з
дiаметром BC. Точка M1 — центр цього кола, тому
ця точка лежить на серединному перпендикулярi
до H2H3.

Рис. 2.

Задача 4. Побудувати трикутник ABC за вершинами B, C та прямою H2H3.
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Розв’язок. З’єднаємо C та B та знайдемо середину вiдрiзка BC — точку M1. Про-
ведемо коло з центром у точцi M1 та радiусом M1B, яке перетне H2H3 у точках H2

та H3. Променi BH3 та CH2 перетинаються у вершинi A.
Задача 5. Довести, що дотична t, проведена до описаного кола трикутника ABC

у його вершинi A, паралельна прямiй H2H3.
Доведення. Трикутники AH2H3 та ABC подiбнi, тому ∠AH3H2 = C. Оскiльки кут

мiж хордою та дотичною дорiвнює вписаному куту, який спирається на цю хорду, то
∠H3AK = C (рис. 3). Отже, ∠AH3H2 = ∠H3AK, звiдки t ∥ BC.

Рис. 3. Рис. 4.

Задача 6. Довести, що пряма H2H3 перпендикулярна прямiй AO, де O — центр
описаного кола Ω трикутника ABC.

Доведення. Проведемо дотичну t до описаного кола трикутника ABC у вершинi
A (рис. 3). Оскiльки t ∥ H2H3 (задача 5) та AO ⊥ t (радiус перпендикулярний до
дотичної), то AO ⊥ H2H3.

Задача 7. Довести, що H2H3 є хордою кола з дiаметром M1E1, де M1 — середина
BC та E1 — середина AH.

Доведення. Покажемо, що ∠E1H2M1 = 90◦. Оскiльки точки B, C, H2, H3 лежать на
колi з дiаметром BC, а M1 — центр цього кола, то M1C = M1H2 як радiуси. Оскiльки
∠AH2H = ∠AH3H = 90◦, то точки A, H2, H, H3 лежать на колi з дiаметром AH.
Центром цього кола є точка E1, тому E1A = E1H2 як радiуси. Тепер з рiвнобедрених
трикутникiв CM1H2 та AE1H2 дiстаємо (рис. 4), що

∠CH2M1 + ∠AH2E1 = ∠ACH1 + ∠CAH1 = 90◦,

звiдки ∠E1H2M1 = 180◦ − ∠CH2M1 − ∠AH2E1 = 90◦. Аналогiчно ∠E1H3M1 = 90◦,
отже точки H2, H3 лежать на колi з дiаметром E1M1.

Зауваження. Зрозумiло, що ∠E1H1M1 = 90◦, тому точка H1 теж лежить на колi
з дiаметром E1M1. Отже, дане коло є описаним колом трикутника H1H2H3. Але з
аналогiчних мiркувань дiаметрами цього кола є вiдрiзки E2M2 та E3M3, де E2, E3 —
середини BH та CH, а M2, M3 — середини AC та AB. Таким чином, точки H1, H2, H3,
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M1,M2,M3, та E1, E2, E3 лежать на одному колi. Це коло називають колом Ойлера або
колом дев’яти точок.

Задача 8. Продовження висот BH2 та CH3 трикутника ABC перетинають описане
коло Ω у точках T та K вiдповiдно. Довести, що TK ∥ H2H3 (рис. 5).

Доведення. Вiдомо, що точки, симетричнi ортоцентру H вiдносно сторiн трикутни-
ка, лежать на колi Ω (покажiть!). Звiдси випливає, що HH2 = H2T та HH3 = H3K.
Тому H2H3 — середня лiнiя трикутника HTK. Отже, TK ∥ H2H3.

Рис. 5. Рис. 6.

Задача 9. Довести, що H2H3 ⊥ M1E1 (рис. 6).
Доведення. Вiдомо, що OM1 =

1
2
AH (доведiть!), а також AH ∥ OM1. Тодi AE1M1O

— паралелограм, оскiльки AE1 = E1H. Тому AO ∥ E1M1. Але AO ⊥ H2H3 (задача 6).
Отже, M1E1 ⊥ H2H3.

Задача 10. З точки H1 провели перпендикуляри H1T та H1K до прямих AC та
AB вiдповiдно. Вiдрiзки H1T та H1K подвоїли та дiстали точки X та Y (рис. 7).
Довести, що точки X, Y, H2 та H3 належать однiй прямiй.

Доведення. Точки H1 та Y симетричнi вiдносно AB, тому ∠H1H3K = ∠KH3Y.
Оскiльки трикутники AH2H3, H1BH3 та ABC подiбнi (задача 1), то ∠AH3H2 =
∠H1H3B = C. Отже, ∠KH3Y = C = ∠AH3H2. Тому точка Y належить прямiй H2H3.
Доведення для точки X аналогiчне.

Рис. 7.
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Задача 11. З точок B та C проведенi перпендикуляри до прямої H2H3. Їх основи
— точки K та F вiдповiдно. Довести, що H3K = H2F (рис. 8).

Доведення. Перпендикуляр, проведений з точки
M1 до прямої H2H3, перетинає вiдрiзок H2H3 у йо-
го серединi T (задача 3). Оскiльки BM1 = M1C, то
за теоремою Фалеса FT = TK. Але й H2T = TH3.
Якщо вiд рiвних вiдрiзкiв вiдняти рiвнi, то залиша-
ться рiвнi вiдрiзки, тому H3K = H2F.

Рис. 8. Рис. 9.

Задача 12. На продовженнi медiани AM1 трикутника ABC за точку M1 вiдклали
вiдрiзок AM1 = M1T. Довести, що TH ⊥ H2H3 (рис. 9).

Доведення. З’єднаємо точки M1 та E1. Оскiльки E1 — середина AH та M1 — сере-
дина AT , то M1E1 — середня лiнiя трикутника AHT. Але M1E1 ⊥ H2H3 (задача 9),
отже i TH ⊥ H2H3.

Задача 13. Вiдновити трикутник ABC за вершиною A та прямими H2H3, BC.
Розв’язок. З точки A проведемо перпендикуляри

AH1 та AS на BC та H2H3 (рис. 10). Тепер ми знаємо
довжини вiдповiдних висот у подiбних трикутниках
ABC та AH2H3. Коефiцiєнт подiбностi цих трику-
тникiв дорiвнює cosA (задача 2). Отже, можна зна-
йти кут A. Вiднявши вiд кута A вiдомий кут ∠SAH1,
одержимо суму кутiв ∠H2AS та ∠H1AB. Оскiльки
∠H2AS = ∠H1AB (як кути мiж вiдповiдними сторо-
нами та висотами у подiбних трикутниках), то можна
знайти цi кути та вiдкласти їх вiд AS та AH1. При
цьому дiстанемо променi AC та AB, якi перетинають
пряму BC у точках C та B. Рис. 10.

Задача 14. Нехай точка K симетрична до A вiдносно прямої H2H3. Довести, що
точки K, H1, H та O належать одному колу.

Доведення. Нехай T — проекцiя A на H2H3 (рис. 11). Оскiльки AO ⊥ H2H3, то
точки A, K, T та O належать однiй прямiй. Покажемо, що AK ·AO = AH1 ·AH. Три-
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кутники AH2H3 та ABC подiбнi, тому AT/AH1 = cosA, або AK = 2AT = 2AH1 cosA.
Враховуючи, що AH = 2AO cosA (вiдомий факт геометрiї трикутника), дiстаємо, що
AK · AO = 2AH1 cosA · AO = AH1 · AH, звiдки випливає твердження задачi.

Рис. 11. Рис. 12.

Задача 15. Нехай H2H3 перетинає пряму BC у точцi P. Довести, що AP ⊥ M1H.
Доведення. Нехай X — точка перетину AP з Ω — описаним колом трикутника ABC

(рис. 12). Тодi PX ·PA = PB ·PC. Оскiльки точки B, C, H2, H3 лежать на одному колi
з дiаметром BC, то PB ·PC = PH3 ·PH2. Звiдси випливає, що PX ·PA = PH3 ·PH2,
тобто точка X лежить на колi, описаному навколо трикутника AH2H3. Але точки A,
H2, H, H3 лежать на колi з дiаметром AH. Отже, ∠HXA = 90◦. Продовжимо XH
до перетину з Ω. Дiстанемо точку A′, дiаметрально протилежну вершинi A. Оскiльки
∠ACA′ = 90◦ (вписаний, спирається на дiаметр кола Ω), то A′C ∥ BH. Аналогiчно
A′B ∥ CH, а отже BHCA′ — паралелограм. Точка M1 – середина BC — є точкою
перетину дiагоналей цього паралелограма. Таким чином, M1 належить прямiй HA′,
тобто A′ −M1 −H −X — одна пряма та M1H ⊥ AP.

Задача 16. Довести, що в умовах попередньої задачi PH ⊥ AM1.
Доведення. Оскiльки M1H ⊥ AP (задача 15) та AH ⊥ BC, то H — ортоцентр

трикутника M1AP (рис. 12), звiдки PH ⊥ AM1.

Задача 17. Нехай N — точка перетину продовження AH1 з колом Ω (рис. 12).
Довести, що точки P, A, M1 та N належать одному колу.

Доведення. З того, що точки, симетричнi ортоцентру вiдносно сторiн трикутника,
лежать на описаному колi, випливає, що точки H та N симетричнi вiдносно прямої
BC. Згiдно задачi 16 точка H є ортоцентром трикутника M1AP . Тому симетрична до
H вiдносно сторони M1P точка N лежить на описаному колi цього трикутника.

Задача 18. (III олiмпiада iм. I.Ф. Шаригiна, 2007 р.) Нехай ABC — гострокутний
трикутник. Коло з центром A та радiусом AH1 перетинає пряму H2H3 у точках K
та L, причому точки B та K лежать по одну сторону вiд AH1 (рис. 13). Довести, що
точка перетину прямих BK та CL лежить на прямiй AO, де O — центр описаного
кола трикутника ABC.
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Доведення. Нехай T — точка перетину AO з H2H3. Оскiльки AO ⊥ H2H3 (задача 6),
то AT — висота трикутника AH2H3. Iз задач 1 та 2 вiдомо, що трикутник AH2H3

подiбний до трикутника ABC з коефiцiєнтом подiбностi cosA. Звiдси AT/AH1 = cosA.
Але AL = AH1 як радiуси, тому AT/AL = cosA та з прямокутного трикутника ALT
дiстаємо, що ∠LAT = A. Оскiльки ∠CAO = 90◦−B, то ∠LAC = A−90◦+B = 90◦−C.
З трикутника CAH1 знаходимо, що ∠CAH1 = 90◦−C. Тодi трикутники LAC та H1AC
рiвнi за двома сторонами та кутом мiж ними. Отже, ∠ALT = 90◦, тобто CL — дотична
в точцi L до кола з центром A та радiусом AH1. Аналогiчно BK — дотична до цього
кола в точцi K. Цi дотичнi перетинаються на серединному перпендикулярi до хорди
KL, тобто на прямiй AO.

Рис. 13. Рис. 14.

Задача 19. (VII олiмпiада iм. I.Ф. Шаригiна, 2011 р.) Дано гострокутний трику-
тник ABC. Прямi H2M1 та H3M1 перетинають пряму, яка проходить через вершину A
паралельно до BC, у точках F та T вiдповiдно (рис. 14). Довести, що центр вписаного
у трикутник M1FT кола лежить на висотi трикутника ABC.

Доведення. Маємо ∠AH2F = ∠M1H2C = ∠H2CM1, бо H2M1 = M1C. Також маємо
∠H2CM1 = ∠FAC (внутрiшнi рiзностороннi при паралельних прямих FT та BP ).
Тому трикутник FAH2 рiвнобедрений та FA = FH2. Аналогiчно TA = TH3. Врахо-
вуючи, що M1H2 = M1H3, дiстаємо, що вписане коло трикутника FTM1 дотикається
до його сторiн у точках A, H2, H3. Оскiльки точки A, H2, H, H3 лежать на колi з
дiаметром AH, то центром вписаного кола трикутника FTM1 є середина AH.

Задачi для самостiйного розв’язування.
Задача 20. Вiдновити трикутник ABC за точками H2, H3 та прямою BC.
Задача 21. (Ленiнградська олiмпiада, 1967 р.) З центром у вершинi A трикутника

ABC провели коло радiуса AH1. З вершин B та C провели дотичнi BK та CT до цього
кола (K та T — точки дотику). Довести, що пряма KT збiгається з H2H3.

Задача 22. Нехай H ′ — ортоцентр трикутника AM2M3. Довести, що прямi M1H
′

та H2H3 перпендикулярнi.
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Задача 23. Пряма H2H3 перетинає коло Ω у точках T та K, а пряму BC у точцi
P. Довести, що PH2 · PH3 = PK · PT.

Задача 24. (Всеросiйська олiмпiада, 2005 р.) На дузi ⌣BAC описаного кола го-
строкутного трикутника ABC обрали довiльну точку D. Прямi BH2 та DC перетина-
ються в точцi T, а прямi CH3 та DB — в точцi Q. Довести, що пряма H2H3 проходить
через середину вiдрiзка TQ.

Задача 25. Нехай ABC — гострокутний трикутник. З вершини C та точки H
проведенi перпендикуляри до прямої H2H3. Вони перетинають AB у точках K та T
вiдповiдно. Знайдiть KT, якщо AC = b та AB = c.

Задача 26. Побудувати трикутник ABC за прямою OH та точками H2, H3.
Задача 27. (V олiмпiада iм. I.Ф. Шаригiна, 2009 р.) Нехай T та Q — проекцiї

точки H3 вiдповiдно на сторони AC та BC трикутника ABC. Довести, що пряма TQ
дiлить вiдрiзок H2H3 навпiл.

Задача 28. Побудувати трикутник за точками H2, H3 та прямою AH1.
Задача 29. Нехай Q — точка на колi, описаному навколо трикутника BHC. Пряма

BQ перетинає пряму AC у точцi D, а пряма CQ перетинає пряму AB у точцi F.
Довести, що пряма H2H3 дiлить вiдрiзок DF навпiл.

Задача 30. Нехай BL2 та CL3 — бiсектриси трикутника ABC. Вписане коло три-
кутника ABC дотикається до сторiн AC та AB у точках K2 та K3 вiдповiдно. Довести,
що прямi L2L3, K2K3 та H2H3 перетинаються в однiй точцi.
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