À. Áëèíêîâ


Ãåîìåòðèÿ íà êëåò÷àòîé áóìàãå


Òàêàÿ ãåîìåòðèÿ – ñ îäíîé ñòîðîíû, íåîáû÷íàÿ, à ñ äðóãîé – âïîëíå îáûêíîâåííàÿ. Íåîáû÷íàÿ – ïîòîìó, ÷òî âñå ôèãóðû áóäóò èçîáðàæàòüñÿ íà «êëåòî÷êàõ», à îáû÷íàÿ – ïîòîìó, ÷òî äëÿ ðàññóæäåíèé ïîòðåáóåòñÿ âîîáðàæåíèå è çíàíèå îñíîâíûõ ôàêòîâ øêîëüíîãî êóðñà ãåîìåòðèè (â îñíîâíîì, íà óðîâíå 7 êëàññà). Çàäà÷è, êîòîðûå âàì áóäóò ïðåäëîæåíû, ïî áîëüøåé ÷àñòè âçÿòû èç ðàçëè÷íûõ îëèìïèàä è ïðèäóìàíû ñåðüåçíûìè àâòîðàìè. Íåñêîëüêî çàäà÷, êîòîðûå òàêæå áóäóò èñïîëüçîâàíû â ýòîé ñòàòüå, âêëþ÷èë â ñâîþ êíèæêó «Çàäà÷è íà âûðîñò» çàìå÷àòåëüíûé ìàòåìàòèê Âÿ÷åñëàâ Âèêòîðîâè÷ Ïðîèçâîëîâ. Âñå ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è íà êëåòî÷íîé áóìàãå äîñòîéíû îòäåëüíîãî ðàçãîâîðà!


� EMBED PBrush  ���


Íà÷íåì ñ çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå, êîòîðûå íà êëåò÷àòîé áóìàãå èìåþò ñâîþ ñïåöèôèêó. Äëÿ èõ ðåøåíèÿ îáû÷íî õâàòàåò îäíîãî èíñòðóìåíòà – ëèíåéêè, ïðè÷åì áåç äåëåíèé, òàê êàê ïðè ïîñòðîåíèÿõ ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü «óçëû» êâàäðàòíîé ñåòêè.


Ðèñ. 1à


Çàäà÷à 1 (Â. Ñìèðíîâ). Èñïîëüçóÿ òîëüêî ëèíåéêó áåç äåëåíèé, ïîñòðîéòå öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ÀÂÑ (ñì. ðèñ. 1à).


Íàïîìíèì, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê, ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè åãî áèññåêòðèñ.


� EMBED PBrush  ���


Ðåøåíèå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ öåíòðà âïèñàííîé îêðóæíîñòè äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü áèññåêòðèñû äâóõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà. Ñîâñåì íåñëîæíî ïîñòðîèòü áèññåêòðèñó óãëà À: îòìåòèì óçåë K è ñîåäèíèì åãî îòðåçêîì ñ âåðøèíîé À. Ëó÷ AK ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà À, òàê êàê ñòîðîíû ýòîãî óãëà ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî AK (ñì. ðèñ. 1á). 


Ðèñ. 1á


Äëÿ òîãî, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ïîõîæóþ èäåþ åùå ðàç, çàìåòèì, ÷òî óãîë ÀÂÑ – ïðÿìîé. Òîãäà îòìåòèì íà ñòîðîíå ÂÑ òî÷êó Ì òàê, ÷òîáû îòðåçêè ÂÌ è ÂÀ áûëè ðàâíû, ïîñëå ÷åãî, èñïîëüçóÿ òàêæå óçåë N, ïîñòðîèì êâàäðàò ABMN. Åãî äèàãîíàëü BN ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà Â.


Òî÷êà I ïåðåñå÷åíèÿ AK è BN – èñêîìàÿ.


� EMBED PBrush  ���


Èñïîëüçîâàíèå óçëîâ ïîçâîëÿåò â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îáîéòèñü âîîáùå áåç èíñòðóìåíòîâ.


Çàäà÷à 2 (À. Áëèíêîâ). Îòìåòüòå íà ÷åðòåæå (ñì. ðèñ. 2à) òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå Ñ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ÀÂ. Îòâåò îáîñíóéòå.


Íàéòè èñêîìóþ òî÷êó, ñêîðåå âñåãî, íå ñëîæíî, íî âåäü íàäî åùå îáîñíîâàòü ...


Îòâåò: òî÷êà D (ñì. ðèñ. 2á, â).


Ðåøåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà D áóäåò ñèììåòðè÷íà òî÷êå Ñ îòíîñèòåëüíî ÀÂ, åñëè ïðÿìàÿ ÀÂ – ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó CD. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî äîêàçàòü, ñîåäèíèì òî÷êè Ñ è D ñ êîíöàìè îòðåçêà ÀÂ (ñì. ðèñ. 2á). Çàìåòèì, ÷òî ÀÑ = 5 (ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà èç òðåóãîëüíèêà ÀÑÐ). Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè ÀÂÑ è ABD ðàâíû (ïî òðåì ñòîðîíàì), ïîýòîìó ðàâíû óãëû ÑÀÂ è DAB. 


Ðèñ. 2à


Òàêèì îáðàçîì, áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà CAD, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû À, ÿâëÿåòñÿ åãî âûñîòîé è ìåäèàíîé, çíà÷èò, ÀÂ – ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó CD.


Òå èç âàñ, êòî åùå íå çíàêîì ñ òåîðåìîé Ïèôàãîðà, ìîãóò äîêàçàòü ðàâåíñòâî òåõ æå òðåóãîëüíèêîâ èíà÷å. Çàìåòèì, ÷òî óãîë ÑBD – ïðÿìîé. Ïîñòðîèâ äîïîëíèòåëüíî ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê BKM (ñì. ðèñ. 2â), ïîëó÷èì, ÷òî óãîë ÑÂÀ ðàâåí 45(, òîãäà è óãîë DBA ðàâåí  45(. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè ÀÂÑ è ABD áóäóò ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè.


� EMBED PBrush  ���


� EMBED PBrush  ���









































Ðèñ. 2á





Ðèñ. 2â











� EMBED PBrush  ���


� EMBED PBrush  ���


Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à, íà ñàìîì äåëå, íå çàäà÷à íà ïîñòðîåíèå, à çàäà÷à «íà äîêàçàòåëüñòâî». È òàêèõ çàäà÷ «íà êëåòî÷êàõ» òàêæå íåìàëî.


Çàäà÷à 3 (Â. Ïðîèçâîëîâ). Íå âûõîäÿ çà ïðåäåëû ëèñòà ðàçìåðà 3(3, äîêàæèòå ðàâåíñòâî óãëîâ À è Â (ñì. ðèñ. 3à).


Ðèñ. 3à


Ðèñ. 3á


Ïîíÿòíî, ÷òî ðàâíûå óãëû íàâåðíÿêà íàéäóòñÿ â ðàâíûõ òðåóãîëüíèêàõ, íî òàêîâûõ çäåñü íå âèäíî. Íî åñëè íåò ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ, òî, âîçìîæíî, íàéäóòñÿ õîòÿ áû ïîäîáíûå?


Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà (ñì. ðèñ. 3á). Â êàæäîì èç íèõ îòíîøåíèå áîëüøåãî êàòåòà ê ìåíüøåìó ðàâíî 3, òî åñòü ýòè òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû èõ ñîîòâåòñòâóþùèå óãëû À è Â.


Êàê ìû óæå âèäåëè â çàäà÷å 2, â çàäà÷àõ «íà êëåòî÷êàõ» âîçìîæíû è âû÷èñëåíèÿ, ïðè÷åì ïðîäåëàòü èõ íå âñåãäà ïðîñòî. Êàê ïðàâèëî, òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè ðàññìîòðåíèè ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ïðÿìîóãîëüíèêîâ èëè êâàäðàòîâ. 


Çàäà÷à 4 (Â. Ïðîèçâîëîâ). Íàéäèòå óãîë AKM (ñì. ðèñ. 4à).


� EMBED PBrush  ���


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 4à


Ðèñ. 4á


Ñíà÷àëà ïîïðîáóåì «óãàäàòü» îòâåò. Â «êëåòî÷íûõ» çàäà÷àõ, êàê ïðàâèëî, âàðèàíòîâ íåìíîãî è îòâåò âñåãäà «õîðîøèé». Ïîõîæå, ÷òî èñêîìûé óãîë ðàâåí 45(. À òàêîé óãîë âîçíèêàåò â ïðÿìîóãîëüíîì ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå. Çíà÷èò, òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿò çàìåíèòü èñêîìûé óãîë íà åìó ðàâíûé, íî ðàñïîëîæåííûé áîëåå óäîáíî. Ïîìèìî ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ (ïðèìåíåíèå êîòîðîãî ìû óæå ðàçáèðàëè), â òàêèõ ñëó÷àÿõ ÷àñòî ïîìîãàåò ïàðàëëåëüíîñòü. 


Îòâåò: 45(.


Ðåøåíèå. Äîñòðîèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ äî ïðÿìîóãîëüíèêà ÀÂÑD è ïðîâåäåì ÀÅ ïàðàëëåëüíî ÑÌ (ñì. ðèñ. 4á). Òîãäà (ÀKM = (ÅÀN. Òàê êàê òðåóãîëüíèê ÀÅN – ïðÿìîóãîëüíûé è ðàâíîáåäðåííûé, òî (ÅÀN = 45(, òî åñòü (ÀKM = 45(..


Î÷åíü êðàñèâûìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå çàäà÷è, â êîòîðûõ âû÷èñëèòü îòäåëüíûå óãëû íåâîçìîæíî, íî ìîæíî âû÷èñëèòü ñóììó íåñêîëüêèõ óãëîâ.


Çàäà÷à 5 (Â. Ïðîèçâîëîâ, çàî÷íûé êîíêóðñ 6 – 8 æóðíàëà «Êâàíò»). Íàéäèòå ñóììó ïÿòè óãëîâ: ÌÀN, ÌBN, ÌCN, ÌDN è ÌÅN (ñì. ðèñ. 5à) 


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 5à


Ðèñ. 5á


� EMBED PBrush  ���








Â òàêèõ ñëó÷àÿõ íàäî ïîïûòàòüñÿ «ñîñòûêîâàòü» âñå óãëû, ñóììó êîòîðûõ íàäî íàéòè, òî åñòü ðàñïîëîæèòü èõ òàê, ÷òîáû îíè èìåëè îáùóþ âåðøèíó, à ñîñåäíèå óãëû – îáùóþ ñòîðîíó. 


Îòâåò: 45(.


Ðåøåíèå. «Ïåðåíåñåì» óãëû âïðàâî òàê, ÷òîáû èõ âåðøèíà îêàçàëàñü â òî÷êå Å: óãîë ÌÀN  – íà 4 êëåòêè, óãîë ÌBN – íà 3, óãîë ÌCN – íà 2, à óãîë ÌDN – íà îäíó êëåòêó (ñì. ðèñ. 5á). Òîãäà ñóììà ïÿòè óãëîâ áóäåò ðàâíà óãëó ÌÅK, òî åñòü ðàâíà 45(.


Ðàçãîâîð î áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷àõ «íà êëåòî÷êàõ» ìû ïðîäîëæèì, à ïîêà – çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.


� EMBED PBrush  ���


Çàäà÷à 6. Èñïîëüçóÿ òîëüêî ëèíåéêó áåç äåëåíèé, ïîñòðîéòå öåíòð îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè À, Â è Ñ (ñì. ðèñóíîê)..


� EMBED PBrush  ���


Çàäà÷à 7 (Ð. Ãîðäèí,  X Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê). Ïîñòðîéòå êàêîé-íèáóäü òðåóãîëüíèê, äâå ìåäèàíû êîòîðîãî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû.


Çàäà÷à 8 (Ä. Ïðîêîïåíêî, XVII òóðíèð ìàòáîåâ èìåíè À.Ï. Ñàâèíà). Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè AE è DQ (ñì. ðèñóíîê).








� EMBED PBrush  ���








Çàäà÷à 9 (Â. Ïðîèçâîëîâ). Äîêàæèòå, ÷òî óãëû MAN è ÂÐÌ ðàâíû (ñì. ðèñóíîê). 

















� EMBED PBrush  ���


� EMBED PBrush  ���


Çàäà÷à 10. Íàéäèòå ñóììó òðåõ óãëîâ, îáîçíà÷åííûõ íà ðèñóíêå. 


Çàäà÷à 11 (Â. Ïðîèçâîëîâ). Îò êâàäðàòà ÀÂÑD «îòðåçàëè» ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê MND (ñì. ðèñóíîê). Íàéäèòå ñóììó òðåõ óãëîâ, ïîä êîòîðûìè èç âåðøèí À, Â è Ñ âèäíà åãî ãèïîòåíóçà








Îòâåòû è ðåøåíèÿ


6. Ñì. ðèñ. 6.


7. Íàïðèìåð, ñì. ðèñ. 7. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ìåäèàíû ÀÌ è BN ïåðïåíäèêóëÿðíû.


� EMBED PBrush  ���


� EMBED PBrush  ���


8. Ïîñòðîèì îòðåçîê ÀÐ, ðàâíûé è ïàðàëëåëüíûé DQ (ñì. ðèñ. 8). Òîãäà èñêîìûé óãîë ðàâåí óãëó ÐÀÅ., òî åñòü ðàâåí 45(, ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê ÐÀÅ – ïðÿìîóãîëüíûé è ðàâíîáåäðåííûé


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 7


Ðèñ. 8








� EMBED PBrush  ���














Ðèñ. 6


Ðèñ. 9








� EMBED PBrush  ���


9. Ïðîâåäåì îòðåçîê DQ ïàðàëëåëüíî BN, òîãäà (ÂÐÌ = (ÌDQ = (ÌAN (ñì. ðèñ. 9).


� EMBED PBrush  ���


10. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 10, è ïîñòðîèì óãîë ÊÀÅ, ðàâíûé óãëó BDC, è óãîë ÊÀÌ, ðàâíûé óãëó ÂÅÑ. Òîãäà èñêîìàÿ ñóììà ðàâíà óãëó ÂÀÌ, òî åñòü ðàâíà 90(.


Ðèñ. 10


Ðèñ. 11


11. Èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî äâóõ ïàð òðåóãîëüíèêîâ: ÂÀÌ è ADN, BCN è CDM, çàìåíèâ óãëû ñ âåðøèíàìè À è Ñ íà èì ðàâíûå (ñì. ðèñ. 11). Òîãäà èñêîìàÿ ñóììà ðàâíà 90(.
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